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Gcncralización dclmétndn dc mcdicinncs intcrfcrnmétricas múltiplcs cn prucbas
dc supcrficics ópticas
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IlIstituto Nociol/a/ de /htn~/i\ica <J¡Hicay I:'Il'l'rrál/iul
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Recibido el2 de julio de I{)l)X: accpt;ldo el.f dc noviemhre tk II)I)X

Sr pre ...ent;l un método más gClleral para detcrminar 1;1(alit!;KI de lllla ...upcrlicie óplica plana, a p,lrtir de mediciones interferométricas
p;llci;llcs. 1.:1propuesta t'S considerar determinada (urva!ura ;11,1sllpcrlicir, quc no se hahía t:flllsidnado en trahajos previos.

A morc ~'l'lln:ll ml'lhod i" dcvclopcd for the le...ting 01'a jJat oplicl! sllrf:ll'c, rl'Ollltlll' ~1ltl\vled~L'of partial illlcrferomelric measurClllcnts.
Tlll' mu ...t Importan! a...¡1l'(t is 10 ta~L' into accoul1t ccrtain curv;ltllre tlf lhe {lplical ...urf;Kl', Iha! in prnilllls worb havc 110!heril considcred.

A'f'I'\l"Ol"cI.\: 11ltcrfcwllll'lric mca ...url'lllcnls: llal op!¡cal surfarc

P:\CS: 4~,2),1I/.

1. Introducci"n

En el taller de óptil.';¡ del Instituto Nacional de ASlrol"isica
(')plica )O' Electrónica (1NAO E) se construyó una superfi-
cie plana de calidad l')ptica que fOflnar<Í parte del proyecto
IOTA (lnfrared Optil.'al Telescope AlTay), llevado a caoo ell
el lIar\'ilrd-SmithsollÍ;¡n Celltl.'r for Astrophysiscs. Este pIa-
no úptic{l lkhl.' cumplir con las siguientes especificaciones:
Ulla planicidad de ,\In en toda la superficie, y ell sel.'Ciolles
del plano Ctlll un t<lmano de 12 cm de di,íllletro, la plani-
cidad lk'her<Í ser de ,\/'20, El tamaiio de la superficie es de
,l(ilJ x G9() mlll.

La supl.'rlicie se caraderil.ú por medio de una seric de Ille-
diciolll.'s parcialc.'i interlCrométricas traslapadas. Cada Illedi-
l.'ión parl.'i;il súlo proporciona informaci(ín de la suh;Írea ell la
qUl' rué adquirida, pero el ohjl.'li\'o llnales integrar todas las
informaciones parciales para conocer la forma de toda la SIJ-
pl'rlkie. Enl'l campo de pruehas úpticas existen una \crie de
pnlpuestas lllle pcnllitcn conjuntar toda la inforJlwciún sllhrl'
la calidad dl.' una superlicie, a partir de tina serie de medi-
das parciak's (1-101. El punto comlÍn de todas esas técnicas
es la utili/aciún de ulla superlicil' de rcl'ercllcia m<Ís pequeiia
l'n cOlllpar,Il'h'lIl con la superlicie que se mide, La superficie
dc rdCrl.'lll'ia SI.'tr;:lslílda en distintas posiciones hasta cuhrir
el ,írea l'olllplela a evaluar, Las distintas propuestas se dik-
¡encian cn la !"mm,l de las suhahcrturas y dislrihuci(Íll dc las
mismas, a lo largo y ancho de la superlkie total.

En l'sll' Irabajo sc lltili/ú inicialmellle una {k ellas [11,
pero esle 1Ill.;lOdo fue IlH)(jilicado para l'l1;lIll1o la slIperlicie
h;,.io eslllditl Jlosee ulla pcqueiia curvatura, sohre lodo, cllan-
do la "llJlcrliL.'ic s~ l'llcu~ntra en sus primeras et~pas de pulido.
En cOllsecul.'ncia se proponc una lIlOllilicaci6n a la propue~ta
original p"ra resolver el prohlema de ajll\te de las medidas
pareiale~.

2. ;\Iedidones mlÍltiples

La idea general del método de mediciones nuíltiples consistc
en ohtener una serie de interrero~rama'i, tra\lapados parcial.
illcnh.' entre ellos. y UIlO de estos interferogramas es consi-
dcrado COlllO referencia tic los delll;ís. Los interfero~ralllas
son generado'i con la ayuda dc una superficie de referencia,
de un tamaíio menor con res pecIo a la superficie que se pruc-
ha, Es(()s inll.'rkrogramas Slllll'Onsiderados C(1l1l0mediciones
parciales de toda la supcl'licic. Cada interferograma propor-
ciona informaciún p~rcial de la suh;írea correspondiente y la
tare,l siguiellll.' es conjuntar la información de cada suhárea,
y de esta 1I\,lIlel'a reconslruir la forlll~ total de la superficie
que se lksea l.'aracteri/ar. La forma como se puede ootener
cada inlerrerograma /(lllal es elllpk'ando la pnleh~ cl;isica de
Ne\\'ttlll de dos superficies L'1lcontacto 1111.

En principio I~l inlegraci6n lk los interferogramas no rc-
presentaría prohlema algullo, pero debido a las imperfeccio-
nes mec;Ínicas preselltes en los arreglos experimentales, usa-
dos para ohteller los interkrogramas. se introducen una serie
de l.'lTores ell la inforlllaci6n (lhtl'lliJa. Estos errores g:ene-
raIIIlClltl.' se traducen en inclinaciones y desplal.iunienlos que
afl.'etan a la infmmacioll que hrindan los interfcrogramas de
cada suh~írea rl.'specto a las dem;ís. y estos crrores son dislin.
tos para las dikrl'1l1eS suhaherturas. ver Fig. 1, Si se logran
estimar y eliminar l'StoS valores de inclinaciún y desplaza-
mil'lIto rara cada una de I,!'i sun<Íreas, r,lra encontrar la lota-
lidad de la inforlllaci(ín sohre la superlicie, enlonces se puede
ohteller la forma de la superfkie, a partir de las mediciones
parciales hechas.

Para una serie de 111medidas parciales Iraslapadas, se de-
he l'lllnplir qUl' en las ,íreas de traslape las funciones de dire-
rl'IK'ia de camino úptico sean iguales respecto a la III-ésima
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fUIlí.:iónde rl'ferellcia. es decir.

'1'1/1(.1"..11) = 'f>¡(.I" -.I"[.J1 - ,1/1) +o[.r+b¡J1 +('1.

'1'nI (.1', .ti) = '1'.\1 - [ (.1' -- ./' .\1-1 ' Y - .ti .\/-1 )

+ /1 .\1- [.1' + ll,\! _ [,1/ + ('.\{_[. (1)

donde (j l' bl Y ('¡ son los distintos valon:s de los coL'licielltL's
de inclinación y desplazamiento respecto a la funci(ín de rc-
ferL'llCia para cada una de las mediciones. Para encontrar la..;
magnitudes de los desplazamientos e inclinaciónes. se hace
uso dc un ajuste de mínimos cuadrados de la siguiente m:lJlc-
r;[:

.\f-l

L L {'J'", (.I'.!I) - ["',(.1' - .I',.!I - !I,)
[=0 I

+ I/¡,/' + b¡.tI + ('i]}:'? ---+ min. i i- 111, (2)

El re..;u1tado dc este proceso (ver apéndice) e,

.\/-[ \/-1

[(L 1',,),] = [(Qi) -áij L Q,¡)u)] [(lli),j (3'
k k

La solución del prohlema es encontrar los valores de las
componentes del vector fl i, que corresponde a los par:ímelros
de ajuste de la i-ésima medida parcial. En la El'. (3} ...•e hace
u,>o de la dL'linici6n tradicional dc la función della de Kro-
necker i5¡j. y tlonde las matric:es PíA- y Q¡¡.,. tic forma explícita
son iguales a

,'/-1

L Pik = r¡O + [)il + ... + P¡,H. (4 )
k

.H~I

L Q,k = (j", + (jd + ... +(h" (5)
k

La eslrllctura de estas matrices es la siguienle:

[
(1,] .

ni = úI ,

('¡

(6)

En eslas matrices se ha hecho uso tic la función ~. cuya de-
f1nh:i(lIl es la si~lJiente:

~ = '1',(.1' - .1".11- .ti,) - 'J') (.1' - .I')'!I- ./Ij). (7)

También se dehc entender que las componentes tic las ma-
trices f"j y (2 Ij. s(íl0 tienen scntiuo para PUlltos pertenecien-
tes al :irea tic traslape, gencrada cntre las mcdidas i-ésima y
j-ésilll<l. Lo anterior se indica por medio del símholo de in-
lersección (n) entre dichas :íreas, Se uehe recordar que se ha
cxcluído la malriz generada por la medición de referencia. es
decir. la lTl-ésirna úrea, 1\)1' líltimo. en las matrices Qij. una de
sus componen les es el lllímero de puntos (11), pertenecientes
al ,írca de traslape .

3. Medidas experimentales

Las mediciolles experimcntales se lomaron utilizando un in-
terferúl1letro tipo Ncwton. el cual es tic uso Illuy común en un
tallcr dc óptica. cn panicular en eIINAOE. El intcrferómetro,
como ya se mencionó, consta de los elemelltos tradiciona-
les [111: una flll:ntc de lut. cxtcnditla y euasilllonocrollHítica.
UIl divisor de ha/. y una superficic tic referencia plana; en es-
le ca'iO de ahcrlura circular y con Ull di::ílllctro de ISO mm.
Pig,2.

Para llevar a caho la" mcdiciolles parciales ,",c disL'iio una
Ill(wtura IllCC;ílliC<Ique SlISIL'lll,¡: al mismo ticllljv ¡'cnnite
trasladar a la fuente dc luz a lo largo) ancho de la superlicie
a ('valuar. El desplazamiento de la superficie de referencia se
lIe\'o ¡¡ caho manualmente, La prccisión en el montaje mccá.
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MEDIDAS PARCIALES AJUSTADAS METODO DE OTSU80
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FIGURA 5.

Ulla de las razones cncontradas en nuestro trahajo, por la cual
no se mejoraha la continuidad enlre las medidas parciales. es
que en el arreglo experimental se prueha una superficie de
referencia plana de calidad oplica ('\/10), contra una que es-
ta muy proxima a dla pero aún posee una pequeña curvatura
(superficie plana en el proceso de generado). Esta es una dife-
rencia importanle respecto a la idea original de Otsubo [12],
en la que el arreglo experimental para analizar la superficie
hajo estudio sólo genera un frente de onda plano. Es decir. se
pruehan y suponen dos superfIcies planas entre sí. Sin embar-
go en este trabajo se observa que cuando una de las superfcies
posee una curvatura es necesario realizar una modificación a
la propuesta original en el procesamiento de la información
ohtenida por las diferentes medidas parciales.

4. Propucsta dc un nuc\'o ajustc

n[DID¡'lSPARCIALES SIN AJUSTAR

f[(;URA J.

FI(jllRA 4.

nico no es de alta calidad por que no es necesario. dehi-
do a que éste es parte del problema planteado en el ajuste
dc las mediciones parciales. El soporte mecánico es estahle.
portátil. seguro y es fácil de instalar sohre la misma mesa de
pulidora donde se estana tallando la superficie. facilitando
COIl esto bs mediciones en etapas intermedias del pulido de la
superftcie. Una característica importante es que el arreglo ex-
perimental es un diseño propio. y su construcción fué llevado
a a cano en los talleres mccánicos del INAOE, lo que la hace
de un hajo costo y se adecüa a las características deseadas en
el método de mediciones ll11íltiplestraslapadas.

La distrinución de las medidas experimentales está cons-
tituida por el traslape de siete medidas parciales y sus respec-
tivos interferogram<ls se ohservan en la Fig. 3. En la Fig. 4 se
ohsl'I"va las s¡ch: mediciones graficadas simultaneamente, sc
puede ver quc cada medición parcial tiellc su propia forma y
orientación. hecho quc se corrona en la Fig. 5 en las que sc
muestran las curvas de nivel.

Con estas mediciones se realiza el ajuste propuesto. y con
los paramctro calculados se modifican las medidas experi-
mcntales. Para ohservar los resultados de esta modificación
se grafican nuevamente las distribllciones ohservandose ulla
mayor continuidad. Fig. 6. De hecho. al observar las curvas
de nivel existe mayor continuidad entre ellas. Fig. 7. pero
alÍn persisten algunos saltos entre ellas. Esto último hace ver
la necesidad dc mejorar de alguna forma el ajsute propuesto.

Re1'. Me .•. Fú. 45 (2) (\999) 132-139
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respecto al sistema de coordenadas del plano imagen y cu-
yo origen está localizado a una distancia R del vértice de la
pupila de salida (donde ¡¡es el radio del frenle de onda gene-
rrujo). Como consecuencia de 10anterior surgen los terminas
de inclinación y error de foco, en la diferencia de camino ap-
lico entre lodoel frente de onda y la esfera de referencia [13J.

En camhio cuando se realizan pruehas por medidas par-
ciales. éstas sólo proporcionan fragmentos del frente de on-
da. y cada uno de estas medidas presentarán distintas mag-
nitudes de errores de foco e inclinación. Lo anterior como
consecia del desplazamiento del plano imagen de cada medi-
da parcial. Un caso particular se ohtiene cuando los frentes
de onda involucrados son planos. C01110 consecuencia de es-
te hecho desaparece el termino de error de foco y solo estan
presentes las inclinaciones distintas inclinaciones para cada
mcdida parcial. Como ya se mencionó éste cs el cuso que ha
analizado Otsuho. Como consecuencia de que en este trahajo
uno de los frentes involucrados presentaha ulla curvatura. fué
necesario lomar en consideración el término de error de foco
como parámetro adicional de corrección [14, 15]. Por lo tanto
se propone que en las área de traslape se cumpla la siguiente
igualdad:

La modifkación que se debe proponer tiene que estar re-
lacionada con los errores mecánicos presentes. Una situación
similar se presenta cuando el centro de curvatura del frente de
onda del sistema hajo estudio está desplazado en el espacio

I

Dc nueva cuenta. para calcular los parámetros de correc-
ción se hace uso de mínimos cuadrados. Al realizar el mismo
proceso, descrito en la sección uno. se obtiene la Ec. (3) y
s610 camhia la forma de las matrices Ri• Pik Y Qikt cuya
forma especifica ahora es

[
a;]b;
e 'd:

¿;ni D.{cr' + !J')

¿.ni D.J.
¿¡ni D.y
¿.n) D.

¿.n/r' + !/).¡-
¿¡nj :r:!

¿'ni ."11
¿.ni .r

¿,ni(.r' + .'1').'1

¿,n} ,l'!J

" ,~inj y

¿,ni !J /l

(9)

La diferencia hásica es considerar el término adicional
de foco para corregir los valores de las diversas medidas parM
ciales. y mejorar con esto la continuidad entre ellas cuando se
involucran frentes de onda con curvatura. La idea tamhién ha-
ce que el método pueda utilizarse para superficies esféricas.
puesto que ahora se considera el efecto de forma de éstas so-
hre cada una de las medidas parciales, hecho no considerado
en la idea original de Otsubo.

I
5. Simulación numérica

Para verificar el funcionamiento de la nueva propuesta se
llevó a cabo una simulación numérica. En esta simulación
se utiliza la función

R,,'. Mex. Fí.,. 45 (2) (1999) 132-139
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~oJ

, , J

"'CODO
G '3 1 2 1 6

1 7 1 7

05

01

1) :.

FHjUR¡\ X,

FI(;UR1\ 9.

~ 1 •

TAHL,\ 1. RcsultaLlos de la simulación numérica

Arl'a y Valor [etílico Valor Dif va real-va C<ll

(odit"icnll' propuesto calculado 0.0 I

AO dl,.'ftl('{) -1/1 -11.4999995G3 .1.:~7x10-7

AO TihX 1/1 0.;;000001:;9 l.G9x 10-7

AO Tih Y -1/10 - O0:;000013(, 2.3Gx 111-7

AO I'¡..•ton 1 1000000038 3.80, 1Il~'

Al defnco 1/1 11;;00000115 ..t.37 x 10-7

Al Ti!t X -1/1 -l).2500(IOO5G 1.;J9x I()-j

Al Tilt)' O 1.;')4 x 10' J.,j.lx 10-11

Al !,¡,,[on O 19,!) X lO-09 9.9(Jx l(J-!l

:\2 ,kt'oco I (1999999:;94 .I.OGx 10-'

A:! T,h X -11 -11000(JI)019 1.93x IO~'

;\2 Tíl! Y -1 -(1999999992 S.30 x 1O-~¡

A2 1'¡..•lon O -0.000000034 ;HOx 1Il~'

M dcfoco -, -,.()OOOOO273 2.7.1x 10-7

,14 TihX 7 7.00000017 IG9xlO~'

,14 Ti]! Y -1/1 -0.333.31:133.1 .t.G7x 10-10

,14 P¡"ltlll lO !199999998;; H9xlO~'

A5 dL'luco 1/ I (JI) 0.009999914 S.G9x lO-x
..-\5 Till X 1/1 O.2-t9999979 2.1.1 x 10-11

A5 Ti!! Y III (1.1.19999913 J.G8x 10-1.'\

A5 !'¡"tOl} -1 -IOOOOOOOOG 5.,Ox lO-!1

..-\6 dl'ft)CO -l/lOO - 00 100001Jl)9 :l.lOx lO-y

A(l Tilt X l/lO 0.049~J99994 ;:;.80x If)-fl

I\() Till Y d ;;00000(){)22 2.2.1 x 10-1<

Ah Pi "ton -1 -0.999999994 G.1()x J()-~I

1.0'\ rt:sultados se muestran cn la Tahl;¡ 1. Dc los valo-
res obtenidos sc ohsl'rva qLIl' la nucva propucsta no introdu-
l'C errores adj(iollaks en ell';¡k'ulo numérico, puesto quc las
diferelll'ias entrc los valores de las colulllllas dos y tres 110

,,(lll muy difercntes: (lhtcniéndose diferencias, mostradas en
la cuarla colulllna, que desde el punto de \'ista pr;ll'tico son
mínimas.

ú. Ajuste de medidas experimentales

COll las nuevas ecuacioncs para ni, P'k y ()ik, Illostradas
en la El'. (l)) sc realil.(í de nLlcva cucnta el aju'ae, Es decir.
se COIllClll.Ó por c;lIcular los p;¡r<-Ímetros dc inclinacitín y el
l'lTor de foco dc Gl(b lIlediciún parcial. Dcspués de lo antc-
rior. se modifican los \':l1orcs cx perimentales con ayuda dc lns
par;ímclros calculados. Con estos nuevos valores se ohliene
una gralic;¡ simult;íllea de las ,,¡el(' 1l11'diJa..; e.\perimcl1taks,
Fig, S, Ycn esla grafic;¡ se \'e 1':1 la continuidad de la informa-
ción, que 110se ohserva en la Fig. 4. La continuidad entre las
medida" e.\perilllcntales sc observa aLín mejor en las curva..;
de ni\'l'l Fig, 9,

Dc los n::sultados ohtenidos con la llueva propucsta, se
puede l'(Jncluir l'OlllO existe una lllcjora sustancial en cl ajus-

te de las medidas experimentales, en comparación con la pro.
puesta original. sohretodo cuando se considera cierta curva-
tm.l en la sllperlicie bajo prueha, Como consecuencia, el ter-
mino de l'JTOr de foco de he ser considerado cuando se prueha
UJla sllpL'r!icie por medidas parciales y los frenles de onda
ill\"lllucrados seall csféril'(IS,

7. Conclusiones

En el trahajo se introdujo un nuevo lermino para el ajusle de
una serie de medidas parciales traslapadas, obtenidas al ca-
racterizar lIna sllpcrlicie cuyas dimensioncs son mayorcs que
la superficie de referencia lllilizada para lIe\"ar a cabo tal ta-
IT,!. Este Il'nnino adicional dc ajuste se asocia al error de foco
y éste es consecuencia del desplal.amincto del plano de ooser.
vacitÍn respL'c!O il la pupila de salida. Este termino adicional

Rl'I'. MeT Fú, 45 (2) (19l)l) 1~2-1J9
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requiere importancia cuando la superfkie qut.:: se caracteriza
no es plana y posee alguna curvatura. Situación que se pn:-
sen!a con suma frecuencia al generar superficie planas en las
primeras ctapas de pulido. puesto que éstas se generan a par-
tir de una supcrllcie con un gran radio de curvatura y llegan a
ser planas cuando este radio tiende a infinito.

El desplazamiento del plano de ohscrvación es cnnsc-
L'ucllcia de los errores existentes en las monturas I11cc.ínicas
empicadas en los arreglos inlcrfcrométricos experimelltales,
en consecuencia el nuevo termino de ajuste sed Illas () menos
importante dependiendo de la curvatura de la superficie y de
los errores mcc<:Ínicos involucrados. Se ha visto adem;ís. gUL'
al introducir este nuevo termino la forma general de las ecua-

Apéndice

Al desarrollar la El'. (2). se obtiene

T = L {'I'", (.1". y) - ['~o(.1" - .1"0. Y - Yo) + (/0'" + l,oY""])'
lIIno

ciolles originalmente propuesta por Otsuho, necesarias para
el ajuste de las medidas pan:iales no se modifican y s6lo cam-
bia el tamaílo i.k la ....submatrices involucradas e esta ecuación.

Adcm;ís. sc demostró la factihilidad del nuevo ajuste de
mcdidas parciales tomando en cuenta el termino adicional de
error de roco. puesto que no se introduce un error adicional
en L'I calculo de los par;ímetros como se desl1lostró en la si-
lIlulación numérica. Con esta nueva idea el método puede ser
utili/.ado COlllO herramienta de supervisión en el proceso de
gcncrado superficies planas cuyas dimensiones sean mayores
a 1.5 metros. Por último al considerar esta nueva propuesta el
método de lIIL'diciolles múltiples. puede utlizarse en superli-
eie esféricas y asláicas.

+ L {'I'",e"y) - ['1'.(.1" - .1"1.Y- y¡) + (/1.1" + lil.'! + rdl'
/l/ni

+ L {<pm (.1'. y) - [eJl.\f _1('1' - .I'.\1-'2.!J - Y.\! -'2) + (f .\1_'2./" + h\1-'2!J + (',\! _:.d}'2
mn,\1-:l

+ L {(l'm(.r.!J) - [4'.\1_1('1' ''',\!-I'Y-Y,\!-l) +a.\f_l.r+h.\l_IY+/',Il_¡}}'2
IIIn.\I-1

+ ¿{[(f'()(.r - .ro.y - Yo) +00.1' +boY+ ('0]- [11'1('1' -.rl.Y - Y¡) + (JI.I' + !J¡U +CI]}'2
OnJ

+ L {['I)o(./" - ;ro, JI - Yo) + O(J.r + !JoY+ ('0] - (el' .'1-1 (.1' - .1'¡\f_I.,II ~ .'1"'-1) + (/M-l.r + b"'_1 y + cM_d}'2
on.\1-1

+ L {[el' JI~A.r - .1'.\1-'2, Y - !J,H -2) + (¡ .\1-'2'" + 1),\1_'2,11+ (',\/-:.d
,\I-:ln,\1-1

- [<1>;\/_1(.1"- .1''\/-1, Y - Y.H-I) + a.\I_I.I' + hl-1!l + ('.\/-1 J}'2. (A. I )

dondc en las sumatorias se ha indicado que estas se llevan
acaho s610 para punlos pcrtenecientes al área de traslape ó de
intersccción cntre las medidas i-ésima y j-ésima. Para sim~
plifkar la notaci6n y realizar el cálculo correspondicnte se
delinen las siguientes funciones:

.6.111,\1-1= 11'111(:1'.;11) - <I'AI_I(;¡- - ''''\/-1,11 -11,\/-]),

L.\o,H_I = '1'0('1' - .1'0.,11- ,l/o)

- <1> .\1_ 1(.1' - .I';\f -1 , lf - ,fJ,\1-1 ) •

- '1' .\/_] (.1' - .r,\! _].!I - Y,\/_I)' (A.2)

Rl'I'. Me.\'. Fú. -l5 (2) (11)1)9)1J2-1J9
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De esta forma al utilizar el proceso de mínimos cuadrados para la Ec. (A,I), por ejemplo para la constante (Ji de la medida
i-ésillla se tiene

= L {~lIIí:l' + (/i2:
2 + biT!} + Ci~'} + L {~ji+l.f + (/j.r

1 + b¡.t'.'1 + CjJ' - (I¡+I.r
1

-lJj+l.ry - Ci+IJ:}

mni jni+1

+ L {~ii+2.r + oj.r
1 + bj.ry + C¡./' - (lj+1,r

2
-lli+1.ry - Ci+1.r).

¡nj+2

.. + L {.6.i,\1_I'1' + (ljJ,l + bi.ry + Cj./" - (1.\1_1.1'1 -1',\1_1.1'.'1 - C.\I-I.r} = O.
jnM-l

Al separar estas slImalorias y rearrcglar términos:

(A.3)

+ .L c'>;'\I_,.r}
,n,\1-1

+ { L (1,.'" + L (1,.'" + ... + L (I,.r'} + {.L u,.ry+ L u,.,.y+ ... + . L I¡,ry}
Inl+1 ¡ni+2 inM-1 Ini+l ini+l In.\f-l

+{.L c,.r+ L e".+... +.L e,:,.}
,n,+1 ini+2 In,\1-1

Simpli ticando

(AA)

DelinicmJo Ilucvas sumatorias se simplifica esta cxpresión:

(ik-.' .c.'k''') ,. = L n,.r' -
mnj

(M-') (.\1_')L (lj."'.! + L bi.ry - ¿ lJiry + L.ei;r -
1... i mni k i IIlnl

(
M-' )L c,x

k i

(A.6)

donde i = 111. i+ 1, i + 2, ... ,Al - 1. De la misma forma se procede para los parámetros b¡ y ('j.

(~' .c.>AY) , = ,~(I,ry - (''f' (I'."Y) + L u,y' - (.'f' (¡,y') + L c,y -
k j mn, k i mni

(A.7)

(.'f' .c.'kY) = L (1,." - (.'f' (I'J.) + Lb,y - (.'f'U,y).+ L c, -
1.. ,mn, 1.. i mnl k I mnj

(.\1-')LC' .
k .:

(A.S)

Puesto que se tiene un sistema de ecuaciones lineales. se hace uso de notación matricial [1] y se ohtiene la Ec. (3).
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