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Se presenta una forma sencilla y rdpida de calcular el potencial eléctrico en dos casos muy comunes en electromagnetismo; uno debido a
una distribucién volumétrica de carga y otro el de una esfera con un potencial conocido en su superficie. Para llegar a estos resultados es
necesario que la parte angular de la distribucién volumétrica de carga o el potencial en la superficie de la estera, puedan escribirse como una
combinacién lineal de arménicos esféricos Y7, (6, ¢) para una [ fija.

Descriptores: Potencial eléctrico

It is presented an easy and rapid form to calculate the electrical potential in two very common cases in electromagnetism; one is due to a
volumetric charge distribution and the other is due to a sphere with a potential known in its surface. We show that in order to derive these
results it is necessary that the angular part of the volumetric charge distribution or the potential at the surface of the sphere can be written as

a linear combination of spherical harmonic Y7, (6, ¢) for a fixed value or [.
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1. Introduccion

El curso de electromagnetismo a nivel de posgrado requie-
re en general de muchos desarrollos matematicos y el cur-
so puede resultar drido, tanto para maestros como para estu-
diantes. Gran parte de la complejidad del curso se manifiesta
cuando no se tiene un amplio dominio sobre las funciones
especiales, y el nivel del curso [1-3] presupone que se tiene.
Acompaifiado con este hecho se encuentra la gran cantidad de
desarrollos matematicos que se tienen que hacer para encon-
trar la solucién a los problemas que vienen como ejemplos.
Muchas de las veces se pierde la idea del concepto original
por estar inmerso en el desarrollo algebraico del problema o
en ocasiones resultan los desarrollos algebraicos tan simila-
res que se termina por suponerlo resuelto, dejando un senti-
miento de duda. Por dltimo, otro factor que influye para que
sea un curso dificil, es que la mayoria de los problemas que
se presentan como ejemplos, tienen la caracteristica de que
¢l resultado del problema queda expresado como un desa-
rrollo infinito de potencias. Esto deja la sensacion de que el
problema no ha quedado resuelto exactamente, ya que por
lo general una apreciacién grifica del resultado produce un
mejor entendimiento del problema, y en un resultado expre-
sado como una serie infinita lo dnico que puede visualizarse
con facilidad es el comportamiento asintético. En este tra-
bajo se calcula el potencial electrostitico para un conjunto
de problemas que hacen su solucion directa, rdpida y en for-
ma analitica. El resultado que se encuentra puede facilmente
memorizarse y al momento de abordar ejemplos en la expo-
sicion del curso, la presentacion del mismo puede hacerse
diddcticamente mas fluido. Dos resultados se presentan en
este trabajo para determinar el potencial electrostdtico; el de

una distribucién volumétrica de carga y el de una esfera con
un potencial especificado en la superficie. Las caracteristicas
que debe de tener la densidad volumétrica de carga en un ca-
so y el potencial en la superficie en el otro se discuten en el
texto. La organizacion de este trabajo es como sigue: en la
Sec. 2 se presenta el resultado del célculo del potencial elec-
trostatico para una distribucién volumétrica de carga, en la
Sec. 3 se presenta el cdlculo del potencial producido por una
superficie esférica y finalmente en la Sec. 4 se presentan las
conclusiones del trabajo.

2. Potencial de una distribucion de carga

Es bien conocido que el potencial eléctrico en el punto x de-
bido a una distribucion volumétrica de carga p(x') estd dado

por
! 3
P(x) =[—-p(x)d - (1)

Ix —x'|

El tipo de coordenadas que se escoge para evaluar esta inte-
gral depende de las caracteristicas de la distribucién de carga,
Aqui se supone que la distribucién volumétrica de carga estd
expresada en coordenadas esféricas (r, 6, ¢) y que puede des-
componerse en una parte radial y una angular, esto es,

p(x) = po(r)H (8, d). (2)

La integral expresada en la Ec. (1) generalmente no puede
resolverse analiticamente, y lo que se hace es obtener el po-
tencial como una serie de potencias de r. Para lograr esto se
sustituye en la Ec. (1) la Ec. (2) y el desarrollo en arménicos
esféricos V) ,,, (6, ¢) de la funcién [1],



4 ')
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[x — x’[
=0 m=-1

X Yim(60,0)Y, 5 (6,¢), (3)

con lo que se obtiene la expresion para el potencial

= Z Z [j,(-")/hrn”,nl(&@)!

(4)
=0 m=-I
donde
47 rt .
g,(r) = T f(@)po(f")Ter', (5)
’\n'm = f ks m(e d)) (9! QS) sen # dff d(;b (6)

Aqui r-(r-) se refiere a qué valor es menor (mayor) entre 7
y ',y Ajn son los coeficientes del desarrollo en armdnicos
esféricos de la funcién angular H(f, ¢). Si se escribe ex-
plicitamente la funcién g;(r), el potencial obtenido en la
Ec. (4) es el cldsico desarrollo multipolar [1-4]. El propésito
de mantener esta forma es con el fin de mostrar que hay un
conjunto de funciones H (#, ¢) que permiten simplificar el re-
sultado expresado en la Ec. (4), obteniéndose ademds el po-
tencial en forma analitica. Las caracteristicas que debe tener
IT(#, ¢), asi como la expresion del potencial que se obtiene
pueden enunciarse de la siguiente manera.

Si la parte angular H (6, ¢) en la distribucidn volumétrica
de carga p(x) puede escribirse como una combinacion line-
al de arménicos esféricos Y ,,, (6, @) para un solo valor de [
(= k),

H(H.,q) = Z )\m‘}k TR qu)

m’'=—k

(7

entonces el potencial en cualquier punto del espacio estd da-
do por

I:ste resultado, ademas de su forma simple, expresa que cl
potencial en cualquier punto del espacio tiene la misma de-
pendenciaangular H (8, ¢) que la distribucion volumétrica de
carga. Ahora lo tdnico que se tiene que hacer para conocer el
potencial explicitamente es evaluar la funcién g, (r) que estd
dada por la Ec. (5).

La prucbha de este resultado es inmediata, se sustituye
la Ec. (7) en la Ec. (6), se usa la ortonormalidad de los
armonicos esféricos y se obtiene

Aim = /\mfs.'ka

Estos cocficientes se sustituyen en la Ec. (4) y entonces

(I)( ) = (jl, Z /\m.yk fn 9 qb)

m=—k
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La sumatoria que aparece al final de esta expresién, vuelve
aser H(#,¢), con lo que se obtiene la demostracién. Pue-
de verse de esta demostracién que no es necesario conocer
explicitamente los coeficientes \,,, para determinar el poten-
cial, pero si hay que tener seguridad del valor [ = k que se
debe tomar porque es el que determina a g, (r).

El resultado anterior puede extenderse de manera direc-
ta al caso en que la distribucién volumétrica de carga pue-
da escribirse como una suma finita de combinaciones de
armonicos esféricos, esto es,

N
)= Hi(6,9),

1=1

F!,‘
Hy (0,0) = Y AEYe (6, 0).

m=—k;
En este caso el potencial viene dado por

N

®(x) =Y gk, (r)Hx, (8, ).

&)

Un punto importante que hay que notar aquf es que el po-
tencial no tiene la misma dependencia angular que la distribu-
cion volumétrica de carga, como sucedid en el caso anterior.
Cuando N = o es preferible el desarrollo multipolar cldsico
reportado en la literatura [1-3] o pueden usarse las expresio-
nes obtenidas en el trabajo de Ley-Koo y Géngora [4], donde
hace una exposicion clara para el cdlculo del potencial dentro
y fuera de una distribucién volumétrica de carga.

Como un ejemplo de la aplicacion de estos resultados se
calcula el potencial que produce la nube electrénica de un
electrén en el estado excitado (n = 2,1 = 1, m = 0) cuya
densidad volumétrica de carga estd dada por [5]

49 .9
plx) = 327rngr

e~"/% cos? §;

aqui g es la cargadel electrén y a, es el radio de Bohr. En este
caso la funcién angular H(f, ¢) = cos® 8 no corresponde di-
rectamente a un desarrollo en arménicos esféricos Y, (6, ¢)
para un mismo valor de [, sin embargo, puede descompo-
nerse en dos partes y cada una escribirse en términos de los
arménicos esféricos, esto es,

H(#,¢) = —+ (3cos f—1),

por lo que
H(8,¢) =

La funcion Hy, (0, ¢) puede escribirse en términos de
Y, ,(6,¢) por lo que k; = 0; en tanto que la funci6n
H)., (68, ¢) puede escribirse en términos de Y, (¢, ¢) por lo

que ky = 2, asi que el potencial serd

1

39(1) +

Hy, (6,0) + Hi, (6, ¢).

L (3c0s?0 = 1)g, (1),

&(x) = 3
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donde g, (r) y g2(r) vienen dados por la Ec. (5). Como pue-
de verse de este ejemplo, ni siquiera es necesario conocer
explicitamente los coeficientes del desarrollo de la funcion
angular H (8, ¢), sélo hay que conocer cudles son los valores
l:;, para poder obtener el potencial que produce la distribu-
cién de carga.

3. Potencial producido por una esfera

Otro problema cldsico en electrostatica es encontrar el poten-
cial que produce una esfera de radio a, cuyo potencial en la
superficie Vi (f, ¢) se especifica. Para este caso la solucion
general a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas
puede escribirse como

®(r.0,0)=>

=0 m=-1

(Gﬂ_l)Aszt m(g ¢) (|0)

Fe

donde 7 (r-) se refiere al menor valor (mayor) entre r y a.
Los coeficientes A, son constantes que se determinan con el
conocimiento del potencial en la superficie de la esfera. Tam-
bién en este caso existe un conjunto de funciones V;(#, ¢)
que especifican el potencial en la superficie de la esfera que
hacen que la Ec. (10) tenga una forma simple y analitica. EI
resultado también puede enunciarse de manera andloga a la
del potencial para una distribucién volumétrica de carga de la
seccion anterior.

Si el potencial en la superficie de una esfera de radio a
puede escribirse como una combinacién lineal de armdnicos
esféricos V) ,,, (0, ¢) para un solo valorde I (I = k),

k
Vs(gu @) = Z /\m’ Yk,m’ {8: ¢)1

m!'=—k

(L)

entonces el potencial en cualquier punto del espacio estd da-
do por

k

®(r,0,¢) = (:,’:fl)%(ﬁ)aﬁ)-
>

(12)

De igual manera este resultado expresa que el potencial
en cualquier punto del espacio tiene la misma dependencia
angular que en la superficie de la esfera, y que la dependen-
cia en r depende del valor de [ = k que se use para hacer
el desarrollo de V (6, ¢). La prueba es directa. Se evalia el
potencial de la Ec. (10) en la superficie (r = a), se multi-
plica por ¥,.*,... (6, #), se integra sobre todo el dngulo sélido
dl = senf df d¢ y se obtiene

o0 M

/I/ (9 C’.")Y}: m' (9 05 dfl = Z Z Alm&!l'&nm’

[=0 m=—1

o bien

A = /'V. {9 ¢) Im.(g ¢')

Sustituyendo en esta ecuacién el desarrolio en armonicos
esféricos del potencial en la superficie Ec. (11) y se encuentra
que

A = Z Amt Otk Ommy

. e
o bien

A = Aty
Se sustituye este resultado en la Ec. (9) y se obtiene

‘I’(‘I‘,H,d)) = (“,:fl) Z /\'u km d})

m=—

Nuevamente la sumatoria en el potencial corresponde a la
parte angular del potencial en la superficie de la esfera, con lo
que se recupera Vi (6, ¢) y de esta manera queda demostrada
la expresion para el potencial dado en la Ec. (12).

Este resultado también puede extenderse al caso en que
el potencial en la superficie pueda escribirse como una suma
finita de combinaciones de armoénicos esféricos, esto es,

N
)= Vi(6,9), (13)
1=1
con
SA (G ¢' Z )\m Yf»um(g é)
m=—k;
En este caso el potencial viene dado por
N/ ark
8 = 3 (5 ) Vo, 019) (14)
F=1 >

La demostracién puede realizarse de manera andloga.

Un ejemplo de este resultado es determinar el potencial
producido por una esfera de radio a, cuyo potencial en su
superficie estd dado por Vs = V, senf cos ¢. Este potencial
puede escribirse en términos de Y, , (6,9) y Y, _, (6, ¢), por
lo tanto & = 1, asi que el potencial en cualquier punto del
espacio lo obtenemos aplicando la Ec. (12):

O(r,0,¢9) = (%) V, sen 8 cos ¢.
>

El resultado en este caso es inmediato.

4. Conclusiones

Se encontraron dos resultados que pueden usarse para el
cdlculo del potencial electrostatico de una manera directa:
para una distribucién volumétrica de carga y para el caso en
que el potencial en la superficie de una esfera esté especi-
ficado. Los resultados sélo son aplicables al caso en que la
parte angular de la distribucién volumétrica de carga o del
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potencial en la superficie puedan ser escritos en términos de
los armonicos esféricos para un solo valor de [ (I = k). Co-
mo una consccuencia de este tipo de funciones angulares, se
encontro que si la funcién angular no se descompone en fun-
clones parciales, entonces el potencial tiene la misma depen-
dencia angular. Aunque en este trabajo sélo se presentd el
mctodo al cdlculo del potencial electrostatico, en general el
formalismo puede usarse también para la evaluacién de inte-
arales del tipo

¥ Q(X’)rl‘. H'.t"

e — x|

Esto siempre y cuando Q(x') pueda descomponerse en una
parte radial y una angular y esta tltima pueda escribirse como
una combinacion lineal de arménicos esféricos para un solo
valorde [ (I = k). Este tipo de integrales aparecen constante-
mente en problemas de electromagnetismo.
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