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Se prescntn una forma sencilla y rápida de calcular el potencial eléctrico en dos casos muy comunes en electromagnetismo; uno debido a
una distribución volumétrica de carga y otro el de una esfera con un potencinl conocido en su superficie. Para llegar a estos resultados es
necesarioque la parte angular de la distribución volumétric.lde carga o el potencial en la sllpcrlicie dc la esfera. puedan escribirse como una
comhinaci6n lineal de armónicos esféricos }ím (0,4» para una 1 fija.

DC'.w.,.ipI0rc.{: Potencial eléctrico

h is prcsenlcd an easy and rapid form to calculale the eleClricalpOlentialin two very comrnon cases in c1ectromagnetism; one is due to a
volulllelriccharge distribution and the othcr is due to a sphere with a potential known in its surface. \Ve show that in mder (O derive these
reslllts it is llecessary thal the angular part 01' lhe volurnetriccharge dislributiollor the potential at the surface 01' the sphere can be wrilten as
a linearcombinatioll of spherical harmollic lím(O, 4J)for a lixed value or l.

KC'.l'Inmls: Elcclrical potential

PACS: O1.50.Kw

2. Potcncial dc una distribución de carga

Es hien conocido que el potencial eléctrico en el punto x de-
bido a una distribución volumétrica de carga p(x') está dado
por

La integral expresada en la Ec. (1) generalmente no puede
resolversc analílicamcnte, y lo que se hace es obtener el po-
tencial como una serie dc potencias de 7'. Para lograr esto se
sustituye en la Ec. (1) la Ec. (2) y el desarrollo en arm6nicos
esféricos lí,m(B,4J) de la función [11.

El tipo de coordenadas que se escoge para evaluar esta intc-
gral depende de las características de la distribución de carga.
Aquí se supone que la distribución volumétrica de carga está
expresada en coordenadas esféricas (7', B, lb) y que puede des-
componerse en una parte radial y una angular, esto es,

(2)

(1)

f'(x) = f'o(l')lf(O. <1».

. - J p(x') d3x'
~(x) - I I .x - x'

una distribución volumétrica de carga y el de una esfera con
un potcncial especificado en la superficie. Las características
que dehe tle tener la densidad volumétrica de carga en un ca-
so y el potencial en la superlkie en el otro se discuten en el
texto. La organizaci6n de este trahajo es como sigue: en la
See. 2 se presenta el resullado del cálculo del potencial elec-
trostático para una distribución volumétrica de carga. en la
See. 3 se presenla el cálculo del pOleneial producido por una
superficie esférica y finalmente en la Seco 4 se presentan las
conclusiones del trahajo.

1. Introducción

El curso de electromagnetismo a nivel de posgrado requie.
re en general de muchos desarrollos matemáticos y el cur-
so puede resultar árido, tanto para maestros como pma estu.
diantes. Gran parte de la complejidad del curso se maninesta
cuando no se tiene un amplio dominio sobre las funciones
especiales. y el nivel del curso 11-3] presupone que se tiene.
Acompañado con este hecho se encuentra la gran cantidad de
desarrollos matemáticos que se tienen que hacer para encon-
trar la solución a los problemas que vienen como ejemplos.
Muchas de las veces se pierde la idea del concepto original
por estar inmerso en el desarrollo algebraico del problema o
en ocasiones resultan los desarrollos algebraicos tan simila-
res que se termina por suponerlo resucito. dejando un senti-
mienlo de duda. Por líltirno, otro factor que influye para que
sea un curso difícil. es que la mayoría de los problemas que
se presentan como ejemplos. tienen la característica de que
el resultado del prohlema queda expresado como un desa-
rrollo infinito de potencias. Esto deja la sensación de que el
prohlema no ha quedado resuelto exact<tlllente, ya que por
lo general una apreciación gdfica del resultado produce un
mejor entendimiento del problema, y en un resultado expre-
sado como una serie infinita lo único que puede visualizarse
con facilidad es el comportamiento asintótico. En este tra-
hajo se calcula el potencial electrostático para un conjunto
de prohlemas que hacen su solución directa, rápida y en for-
ma analítica. El resultado que se encuentra puede f~ícillllente
memorizarse y al momento de ahordar ejemplos ell la expo-
sición del curso. la presentación del mismo puede hacerse
dittíclicamenlc más fluido. Dos resultados se presentan en
esle trahajo para detcrminar el potencial electrost<ítico; el tle
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= I

'~(x) = L L g,(r)A,,,,lí,,,,(O,<;'».
/=0 m=-I

x lí,,,, (O, ,p)}í,:,,(e', <t>'),

(on lo que se ohtiene la expresión para el potencial

1
Ix - x'l

= , .¡rr (r' )
=L L 21 + I r'~1

1=0111=-1 ;;.

(3 )

(~l

La sumatoria que aparece al final de esta expresión, vuelve
a ser H(O, <;'». con lo que se ohtiene la demostración. Pue-
de verse de esta demostración que no es necesario conocer
explícitamente los coeficientes Am, para determinar el potcn4
cial, pero si hay que tener seguridad del valor 1 = k que se
dehe tomar porquc es el que determina a 9k (1').

El resultado anterior puede extenderse de manera direc-
ta <11caso en que la distribución volumétrica de carga pue-
da escribirse C0l110 una suma finita de combinaciones de
armónicos esféricos. esto es,

11/'=-/'-

cntonces el potencial en cualquier punto del espacio está lia4
do por

(9)

,v
.¡.(x) = L rn,(,')H" (O,<;'».

í=1

En este caso el potencial viene dado por

(
¡ 1 ,

q. x) = -go(,.) + -3(3cos 0-I)g,(r),
3

'1 .)./ ,¡>(x) = --,.-e-' 00 cos O'
32íT{/~ '

aquí'l es la carga del e!Octrón y "o es eJ radio de Bohr. En esle
caso la función angular H(O, ó) = ens' ° no corresponde di-
recIamente a un desarrollo en armónicos esféricos Y¡.•.•«(JI </J)
para un mismo valor de l. sin embargo. puede descompo-
nerse en dos partes y cada una escribirse en términos de los
armónicos esféricos. esto es,

Un punto importante que hay que notar aquí es que el po.
tencial no tiene la misma dependencia angular que la distribu-
ci6n volumétrica de carga. como sucedió en el caso anterior.
Cuando N = 00 es preferible el desarrollo multipolar clásico
reportado en la literatura 11-31 o pueden usarse las expresio-
nes ohtenidas en eJtrahajo de Ley-Koo y Góngora [4J, donde
hace una exposición clara para el cálculo del potencial dentro
y fuera de una distribución volumétrica de carga.

Como un ejemplo de la aplicación de estos resultados se
calcula el potencial que produce la nube electrónica de un
electrón en el estado excitado (11 = 2,1 = 1, m = O) cuya
densidad volumétrica de carga está dada por [5]

s
11(0,<;'» = L H,,(O,<;'»,

i=1

1 1 ,
H(O,,p) = 3' + 3'(3cos ° -¡),

1.:;

11,,(0,4» = L A!~;)Y",m(O,<I».
111=-k;

La función !fI.O¡ (8,9) puede escribirse en términos de
1'0,0(0,<;'» por lo que"t = O; en lanto que la función
¡h,(O, <;'» puede escrihirse en términos de Y"o(O,,p) por lo
que k2 = 2, así que cl potencial será

Jlor lo que

(8)

(5)

(6)

.¡.(x) = g, (r)!I(O, <;'».

Al", = J l'i,:,,(O, <;'»H(O,,p) senOdOd,p.

( ) 4rr! ( r~) ,,',(J r = -- -- J) (I')r dr
. I 21 + 1 . r~+1 o ,

ciolHie

E~te rcsultado. adcmás de su forma simple, expresa que el
potcllci;}1en cualquier punto del cspacio tiene la misma de-
pendencia angular H (B, eI» que la distrihución volumétrica de
carga. Ahora 10 único que se tiene que hacer para conocer el
potencial explícitamentc es evaluar la función 9k ('1') que est<:Í
dada por la Ec. (5).

La prueh;} de este resu1t;}do es inmediata, se sustituye
la EL (7) en la Ec. (61, se usa la ortonormalidad de los
arm6nicos esféricos y se ohtiene

Estos coeficientes se sustituyen en la Ee. (4) y entonces
,

.¡.(x) = lid") L A",l'"", (O,q,).
III=-k

,
!I(O,rjJ) = L A",' l",m' (O, <;'», (7)

Aquí r< (I"» se reflere a qué valor es menor (mayor) cnlre r
~ 1'1. Y '\/11I son los coclicicntcs del desarrollo en armónicos
('~rl'ricos de la función angular H(B, t1». Si se escribe cx-
pl1cilamcntc la función [/l(r). el potencial obtenido en la
EL (~) es d dásico desarrollo mu!tipoJar [1-4], El propósito
lil' mantener esta forma es con el fin de mostrar que hay un
C(HljUllto de funciones JI «(), 4» quc permiten simplificar el re-
sultado expresado en la El'. (4), obteniéndose además el po.
lellcjal en forma analítica. Las características que debe tener
II(H. o). así <':01110la expresi6n del potencial que se obtiene
pUL'lkn cllun<.:iarsede la siguiente manera.

Si la parte angular H(O, <1» en la distrihución volumétrica
dc carga ('{x) puede escrihirse como una combinación Iinc-
al dc arm6nicos esféricos }í,m(lJ, ó) para un solo valor de l
(1= "l,
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donde 9,(") Y92(") vieneo dados por la Ee. (5). Como pue-
de verse de este ejemplo, ni siquiera es necesario conocer
explícitamente los coeficientes del desarrollo de la función
angular H(B,4», sólo hay que conocer cuáles son los valores
he" para poder obtener el pOleneial que produce la dislribu-
ción tic carga.

Sustituyendo en esta ecuación el desarrollo en armónicos
esféricos del potencial en la superficie Ee, (1 1)Yse encuentra
que

k

A1m = L Am'ÓlkÓmm'
m'=-k

3. Potencial producido por una esfera
o bien

Olro problema clásico en electrostática es encontrar el poten-
cial que produce una esfera de radio n, cuyo potencial en la
superfIcie v~(e,4J) se especifica. Para este caso la solución
general a la ecuación de Laplacc en coordenadas esféricas
puede escribirse como

Se sustituye este resultado en la Ec. (9) y se obtiene

donde 1"«1"» se reflere al menor valor (mayor) entre r y a.
Los coeficientes A'm son constantes que se determinan con el
conocimiento del potencial en la superficie de la esfera. Tam~
bién en este caso existe un conjunto de funciones Vs(B, <p)
que especifican el potencial en la superfkie de la esfera que
hacen que la Ec. (¡O) tenga una forma simple y analítica. El
resultado también puede enunciarse de manera análoga a la
del potencial para una distribución volumétrica de carga de la
sección anterior.

Si el potencial en la superficie de una esfera de radio (l

puede escribirse como una combinación lineal de armónicos
esféricos lí,,,, (8, <1»para un solo valor de l (1 = he),

i=l

con

k.

V", (8, <1»= L A~,~;)Yk"",(e, <1».
ln=-k¡

( 13)

En este caso el potencial viene dado por

Nuevamente la sumatoria en el potencial corresponde a la
parte angular del potencial en la superficie de la esfera, con lo
que se recupera V, (8, <1»y de esta manera queda demostrada
la expresión para el potencial dado en la Ee. (12).

Este resultado también puede extenderse al caso en que
el potencial en la superficie pueda escribirse como una suma
finita de combinaciones de armónicos esféricos. esto es.

N

V,(e, <1»= L Vk, (8, <1»,

(10)
~ '" (a,., )

,~(,.,8,<I» =L L ,.l+i AI",lí,,,,(8,<I»,
1=0m=-l >

k

\1,(8,<1» = L A",'Yk,,,,,(8,<I»,
ln'=-I.;

(1 1) N (a,.k' )'¡>(x) = '\' -<- V le <1»L- rl.~;+1 Ski \. ,

;=1 >
(14)

entonces el potencial en cualquier punto del espacio está da~
do por

De igual manera este resultado expresa que el potencial
en cualquier punto del espacio tiene la misma dependencia
angular que en la superflcie de la esfera, y que la dependen~
cia en r depende del valor de 1 = k que se use para hacer
el desarrollo de V,(8, <1». La prueba es directa. Se evalúa el
potencial de la Ec. (10) en la superficie (,. = a), se multi-
plica por }~<IJl,(B,1». se integra sobre todo el ángulo sólido
dn = sen 8 d8 d<l>Yse obtiene

(
nrk )

'1>(1',8,1» = r~+i \1,(8,<1». ( 12)

La demostración puede realizarse de manera análoga.
Un ejemplo de este resultado es determinar el potencial

producido por una esfera de radio a. cuyo potencial en su
superfkie está dado por Fs = Vo sen B cos <p. Este potencial
puede escribirse en lérminos de Y,., (8, <1» y Y•._, (8, <1», por
lo tanto he = 1, así que el potencial en cualquier punto del
espacio lo obtenemos aplicando la Ee. (12):

-¡>(,., 8, <1»= (a:t) Va sen 8 eos <1>.

El resultado en este caso es inmediato.

4. Conclusiones

u bien

Al", = J V,(8, <I»lí,:,,(8, <1»d!'l.

Se encontraron dos resultados que pueden usarse para el
cálculo del potencial electrostático de una manera directa:
para una distribución volumétrica de carga y para el caso en
que el potencial en la superficie de una esfera esté especi-
ficado. Los resultados sólo son aplicables al caso en que la
parte angular de la distribución volumétrica de carga o del
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potencial en la superlicie puedan ser escritos en términos de
los anlHínil.'os esféricos para un solo valor de 1 (l = k). Co-
11I0 una consecuencia de este tipo de funciones angulares, se
CIH.:Olllrt')que si la función angular no se descompone en fU1l4

ciones parciales, enlOnces el potencial tiene la misma depen-
dencia angular. Aunque en este trahajo s610 se presentó el
JlIl;todo al dlClllo del potencial electrostático, en general el
formalismo pucde usarsc también para la evaluación de inte-
t!ralcs dcllipo

l . .1,1), J;lcbOll. C/(I.I'icaIIJeclrOtlnwlI1ic.I'. SCCOIllJ Edilion (J(ll1n

\Vi ley & Sonso :\ew York. I In)).

,) \V.R. Smylhc. Sflllic (11/{1 !JYI/{//lIic Uedricily. Secolld Edilion
(~kGra\\"-llill.l"cw York. 196X),

:~ L. Ey!!cs. nI(' Clw'.\'iml U{'('(IVII/(/g/l('tic FieM. (Do\'Cr I'uhli-

f Q(x')"".,.'. Ix - x'l .
Esto siempre y cuando q(x') pueda descomponerse en una
parte radial y una angular y esta líllilllD.pueda escrihirse corno
una comhinaci6n lineal de arm6nicos esféricos para un solo
valor de 1 (! = k). Este lipo de integrales aparecen constante-
mcntc en prohlemas dL'clt:ctromagnetismo.

C;llioIlS. Ncw YOl'k. llJ72).

.1 E. Ll'y-K()() Y A. (;üllgora. R{'\'. !l/ex. Fú. 34 (19SH) (H).

G. L. I\lllling amJ E. Bl'iglH Wilson.llIII"udl/c!ir)fl to (JlICllltlllll Alt'-
c/ulllic.\', Sccond Edilioll (7\lcGraw-Hilllnlcrnalional. Singapo-
re, 1935).
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