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Determinación del coeficiente isotópico para potenciales x2n utilizando un análisis
dimensional de la ecuación de Schrodinger
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\.;1 auimensionalil.ari¡)n de las erua(]ones que rigell la dinámira de UIlsistema físico puede ser lllUYútil cuando se annli/.a el comportamicnto
cualitativo de cualquier vnriahlc involucrnda en estas ecuaciones. En UIlsistema Jin;ímico tal como el de una partícula moviéndose en un
potenrial cfectivo, los coeficientcs isotópicos miden el grado de anarmonicidaJ del potencial. En general caJa eigeneswúo tiene un coeficiente
iSU\(lpico distinto, En este trnhajo determinamos los l'('lClicientcs isott'lpicos para po(cnt'ialcs de la forma \'"(:r) ex: .1'1..v (N =1, 2, J, ... ) a
través del proceso de adimensiollali/.ación de la ecual'Íón de Schriidinger. Encontramos Ulla expresi¡)n analítica para el cocliciente isolópico.
ruyo valor depende solnmente de N y no del eigellestndo. El valor del ('ocliciente istltl'lpico se ellruentra entre 1/2, para N = 1 (potencial
arm(lnico) y tiende a 1.0 a medida que se inCrefll('nta N. Esto es Ull rellejo del hecho quc el potencial es más <lrl1Hlnicoelllre más grande
sca S.

Ik.\cril'!OI"l'.\': Efecto isútopico en fOllolles: poteIH.:ialcs anarnHínicos: úxidos superconduclllres

Thc aliimcnsionali/ation 01' cquations which govern (he dynamics 01' a physical system C;lll he very llscful whcn stlldying the qualitative
beIJ;lvinr 01" al1y variahle in\'olved in those eqllatiolls. In a dynamic system ii~e a partiele Illoving in a efl"ective 11Otential. the isotopie
coefliciell( Illeassure the degree 01' anharmonicity 01' the pOlelltial. In general caclJ eigel1';¡nte has a dirrerent coeflirienl. In this work, we
ddl'rJllined the isotopic cocflicients for pote[]tials 01" the form \ .(,1") '.:x .,.1. ....•.(X = 1.2.. J. .. ) through the aJimensionalitntion process 01'

tlJe Schriidinger equation. \Ve found an analytic cxpresioll for the isotopic coeflicienl which dcpcnLls only 01' N hut not on the eigellstate. Thc
isotopic cocftkicllt value starts at 1/'2 rOl"N = I (harmonic pOlenlia1) amI gradu;llly converges to 1.0 when I\' increlllenls. This rellects thc
factthatthe pntcntial is more anharmonic fOl"incrcasing X.

K¡'.\"Imnl.c Isolopc cffect in phonons; anharmonic Iattire moJes; superconductor oxides

PACS: (lJ.20.Ry: (lJ.22.+m; 74.25.Kc: 7.t.72.B~

1. Introdllcci<Ín

La adirnellsionalilaciún de las ecuaciones que rigcn el COIII.
portamiento din.ímico de un sistema es un proceso que puede
ser lÍtil el1 la física, ya quc nos puede ayudar a enlender la
din;ílllica de algunos sistcmas, sin más complicacioncs que
paramctrilar y analilar adecuadamente la dependencia cu;¡~
litativa de las variahles que se quieren estudiar en runciún
d~ otras. Por ~jL'mplo, en UIl sistema de una partícula mo-
viéndose en un potencial efectivo, puede ser interesante co~
Ilocer la liL'pcndem:ia de la energía del sistema como l"UIl-
ciún de la partícula en cuesti<'lll. La din<Ímica de este sistema
partícula-potcncial se rige por la ecuación de SchrüdingeL

La importancia Jel proceso de adilllensionalilaci6n 110
s(')lo est,í prescnte en el an<Ílisis cualitativo de variables en-
contradas de manera analítica [JI. sino que se eXliende Cllan~
do queremos hacer uso de IIn formalismo numérico para
encontrar la solución del prohlema, ya que los programas
l'tllllputacionales requieren de \'ariahlcs adimensionalcs pa~
1',1 su corr~cto funcionamiento. 1\ rontinu;¡ción desnihimos
un proceso de adimensionalil.aci(ín con el cual sc muestra la
importancia de este proceso para encontrar soluciones a pro~
hlemas presentes en la física actual.

En din,ímica de redes es muy importante conocer qué tan~
to se desvían los potencialcs inleratómicos con respecto a
la forma simple dc Ull potencial armónico. Esta anarmoni~
cidad determina propiedades C0l110 comprcsihilidad, dilata~
ci6n y otras propiedades macroscópicas Je los sistemas [2].
Adem<Ís, en sistemas tales como los superconductores de alta
temperatura crítica hay evidencia de que algunos potencia~
les interatúmicos son altamente ananllllnicos [3-51. y esto
puede eslar ligado al origen dc la supen:onductividad en cs~
tos si ....temas IGJ. La cuantificación de la anarmonicidad de
un potencial se puede hacer a través del estudio dcl efecto
isotópic() 17,SI. I:n particular, cl cocliciente isotópico puede
ser delenllinado expcrimcntalmente y esto permite conocer
el grado de :lnarlllonicidad de un sistema específico 18J. En
lo que sigue, por simplicidad consideraremos el caso de un
potencial unidimensional, sin emhargo las definiciones y los
conceptos se aplican a m<Ís dimensiones.

El L'spectro de cnergías de una una partícula de lIlasa JI
sujeta a un potcncial \ .(.1'), en general es un esp('Ctro discreto.
Las energía" tic los estados exeitados mcdidas con rcspccto al
cstado hase (l:~()) las tiL'llolarcmos por E,!, donde L'I indice 11
(11 = l. 2, :~, ... ) dcnota el estado excitado. Una transición
del estado base a un estado excitado IJ puede ocurrir cuando
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el sistema ahsorhe un fotón de energía (ftw) igual a la energía
de excitación En. La frecuencia dc dicho fotón la llamaremos
la frecuencia de cxcilacióñ asociada al estado n y la dcnota-
n:l11ospor WH, entonces tenemos que

Por otro lado, las energías de excitación en general depen-
den del potencial y oc la masa de la panícula sujeta a dicho
potencial. Por ejemplo, para el caso del oscilador armónico.
F(.r) = A.r' IIJ. lenefllOs que E" ex JAIM, Y COfllO En es
proporcional a i.I.'n [Eq.(I»). entonces
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Esta dependencia de las WII con la masa es conocido como el
efecto isotópico en las frecuencias de excitación. Para un po-
tencial V (.1') arhitrario es cOllllÍn proponer una reine ión entre
las frecuencias dc excitación y la masa, dc la forma siguiente:

Wll ex: •.\/-(1" ,

x (unidades arbitrarias)

FIGURA l. El potencial \T(J:) :;; A,'Vx::!.'\' para tres valores diferen-
tes de N. potencial armónico N:;; 1 (línea discontinua), potencial
cu<ÍrticoN :;; 2 (línea pUllteada) y N :;; 10 (línea sólida).

Analizaremos el caso cuando el potencial \! (r) tiene la forma

con estos potenciales. La ecuación de Schrodinger unidimen-
sional está dada por

En la f'ig. 1, mostramos gdficos del potencial para algunos
valorcs de N. Las unidades correspondientes a cada uno de
los padmetros del potencial .r"lN son los siguientes:

1!ljJ(.r) = E1/J(.r),

(7)

(6)

(5)

N = 1,2.3.4,'"

f¡2 (¡2
11= - 0\1-' ., + V(.I").

..., (.l

V(.r) = A.".r'.".

donde

dOlld~ n'l ~s el coefkiente isotópico correspondiente al 11.

ésimo estado excitado, el cual en general es diferente para
cada estado excitado. Para el caso partícular del oscilador
armónico () 11 es independiente del estado y tiene el valor de
0<11111 = 1/2. Por lo tanto, el grado de anarmonicidad de un
sistema lo determinamos analizando cuánto se desvía el valor
del coeficiente isot6pico de O',UIl\ = 1/2.

Para otros potenciales distinlOs al armónico muchas ve.
ces no es posible resolver la ecuación de Schrodinger en for.
l1laanalítica, por lo tanto el c:ilculo de los O:n correspondien.
(es a esos potenciales se diticulla. En es los caso es necesario
utilizar un método numérico para la solución de la ecuación
de Schrüdinger y calcular 011• Para algunos potenciales cs-
la dilicultad puede ser evitada si hacemos uso de un análisis
dimensional de la ecuación de Schrüdinger, estos potenciales
son de la forma

En esle trabajo presentamos un análisis dimensional de
la ecuación de Schr6dinger para potenciales descritos por la
Ec. (4). con la finalidad tic conocer sus coeficientes isotópicos
sin necesidad de resolver la ecuación de Schrodinger. En la
Seco 2 presentamos el mélOdo de adimensionalización y pa.
ral1letrización de la ecuación dc Schrüdinger con los poten.
ciales .r2S, con el cual encontramos los ÜIt correspondien-
tes. En esta misma secci6n presentamos los resultados para
N = 1 YN = 2, Y posteriormente hacemos una gcncrali.
¡aci6n para todo N entero y positivo. En la Seco 3 hacemos
comentarios IInales del trahajo.

Con la finalidad dc tencr un potencial con parámetros adi-
lIIensionales, definimos la siguiente cantidad:

(9)

(8)

( 10)["NI = 1.

Energía
(LolIgit 110)2'"

[1'1 = LOllgitlld
(4 )N=1,2,3,.

2. El'lIndón ndiml'nsional dl' Seh,.;;dingl'I' )"dl'-
lerminación del coeficiente isotópico

2. J. Ecuaci6n adimensional de Schrodinger

Para encontrar el coeficiente isotópico en los potenciales
.r:.!s, dehemos adimcnsionalizar la ecuaci6n de Schrodinger

Como podemos ver, solamente hemos redefinido los
parámetros del potencial. en función de nuevos parámetros.
Estos nuevos par<ímclros son tales que aN es adirncnsional
tal como lo muestra la definición IaN ]::;1; eo tiene dimen.
siones de energía y además es un parámetro que se escoge
de manera arbitraria y con el cual se fija la escala de cnergía
del problema, ro tiene dimensiones de longitud y al igual que
('o es escogido de manera conveniente para fijar la escala de
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longitud dcl prohlcma. Sustituycndo cstas definiciones en el
potencial.ohtenemos

Sustituyendo lo anterior en la Ee. (17) Ydespejando ro. en-
contramos lo siguiente:

EOQ.j\' ')N
V(.r) = --z;:rr .

1"0'

Ahora hacemos un cambio de variable
x

u= -,ro
dc tal manera que lt sea adimensional. es decir,

( 1 1)

( 12)

( A) ~('o =/n _1 ft .•\f - !.
al

Estc rcsultado implica que

(21 )

(22)

["J = 1.

Entonces, el potencial puede expresarsc como sigue:

"NV(u) = rOaN'" .

( 13)

( 14)

ya 411Cro c< En lEc. (19)] y En C<Wn IEe.(I)]. Por lo tan-
to, para cl potencial ;,;2, On = 1/2, el cual cra el resultado
esperado [Ee. (2)1.

!J) Caso N = 2. De la Ec. (lO). con N = 2 obtenemos
que

( 15)

Sustituycndo lo antcrior en la El'. (17) obtenemos de mancra
inmcdiata que

Por otro lado. haciendo uso de la El'. (12), tenemos que

([l 1 d1
d.r2 = 1'2 du2o

Introduciendo estos rcsullados en el hamiltoniano [Ec. (6)1.
encontramos que

.,
"cj = (23)

Finalmcntc la ecuación de Schrodinger toma la siguiente for-
Illa:

1m = Jj.

Esto implica que (111 = 2/3 para el potcncial X'1.

Debido a quc el cocficicnte isotópico no depende del
eigencstado (a) en los potenciales 4ue a4uí estudiamos. de
aquí en adelantc omitiremos el suhindicc n en el coeficientc
isot6pico.

(24)
,

Wn ex: )\1-3" .

de donde rcsulta que

( 17)

( 16)

( 1X)[
J ,{, 2 "] ,- -. -. + (11,.;1£' ¡¡'J = E~I,

2/1/ du2

., /.,
h-l(- "N

H = ---- + eo(l\,ll~
2Af 7'6 du2 '

Ahora definimos un parámetro dc masa adimensional

¡\f ('01"6
11l = --,-,

"

d()llde hemos definido

( 19) 2.3. Generaliz~u:ióll para N entero)' posith'o

Este rcsultado es sustituido en la Ec. (17) definida para la
masa adimcnsional y despejamos ea:

Con un procedimiento similar a los anteriorcs es posible ge-
neralizar el resultado para todos los casos que estamos anali-
zando, Con ayuda dc la Ec. (10) cncontramos que para todo
N entero positivo

(25)

(26)

., 'i. ("N) ~,.P - r"o -o -4 .
• ,y

(

N '21..••AN) I/N+I
111 f¡ _ Af-N1N+1,

aly
Co ::;:

dc lo cual obtencmos quc

E
f- -ro

Ahora todos los parámetros de la ecuación de Schrodinger
para el potencial .r2N son adimensionales.

2.2. Ilctcrminación del coeficiente isnh)pico para N = 1
yN = 2

A partir de la ecuación de Schrodinger escrita en términos
de parámetros adimensionales podemos hacer un análisis del
pari.ll1letroque definimos C01110 nucstra cscala de energía (ca)
y ohscrvar la potencia con la cual éstc dcpcndc de la masa J.\1,

COlllenzarcmos por analizar los casos más sencillos, los
cualcs corresponden a N = 1 Y N = 2; cs dccir, cuando
\' Cl') = ..11;1'2 (potencial armónico) y l'Cl') = ..12,,,'. re'pee-
tivamcnte.

o) Caso N = 1. Dc la El'. (10), con N = 1obtenemos

') al
1'0 = ('0-

4
.

• 1
(20) wex: J.U-N/N+1, (27)
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N

ClltOIlL'CScl col'liciente isotópico para el potcllcial ,1'10\" pucde
deducirsc de la siguiente rcgla:

FI(iLJI<A2, Cocliciente isotüricn (l como función dc N rarn poten-
l'i;lks F(,I") = As.r2N (círculos s6Iidos). la línea discontinua no
repreSl'llta val{)res calculados.

dependiendo del valor de X. Para ¡y 1 (potencial
armónico) (l = 1/2 Y licnde a uno a medida que aumenta N;
esto refleja el hecho quc el potcncial se vuelve gradualmente
mas anann(Ínico a medida que sc aleja del caso arm6nico. Por
otro lado, es intcrcsantc notar que el valor límite de (1 = 1
que hcmos cncontrado para cl potencial .rLV cuando N es
muy grande, corrcspondc al coeficiente isotópico del pOlO
de potencial rectangular de paredes infinitas. Este rcsultado
SL'puede entender cualitativamente a partir de la Fig. 1, en
la cual podcl1lo, vcr que a medida que .Y se incrementa. la
forma del potencial tiendc a la de un pOl.O de potencial rec-
tangular de paredes inlinitas (ver línea continua en Fig. 1, la
cual corrcspondc a X = 10).

Recientemcntc belllo, estudiado los l'ompuestos
Ylla,CII:¡O, y TI,Ba,CaCII,Ox 19.101 a través de un
an,í1isis del efecto i,otópico en las frecuencias de cxcitación
(.:orrespondientes a las vihraciones del oxígeno axial 0(4).

presente dcntro de la rcd cristalina de estos compuestos. Este
estudio consistió en calcular el camhio en las frecucncias de
excitaci6n que corresponden a las vihraciones del 0(4) a lo
largo dcl eje c. cuando variamo, su masa. Comparando los
I"csullallos del coeliciente isotópico para diferentes poten-
ciales anann6nicos con lo, valores experimentales [11-131,
es posihle ohtener información acerca de la din;ílllica de la
red y la naturalcl.a de las interacciones interatcJmicas en estos
compuestos. Es cn este tipo de ardlisis donde radica la impor-
tancia dc conocer los coelicientes isotópicos de potenciales
;Inarmónicos.

Finalmente. es importante mencionar que diversos estu-
dios recicntes muestran que la anarmonicioad juega un papel
importante en la explical'iün del fenómeno de la supercon-
ductivitlad y del pl'queilo efecto isotópico presente en algu-
no, compuestos supcrconductores de alta temperatura crítica.

........ -.-.-- - ..- _ .....-'.--.-
,.'
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" 0.6'ü
c::
"eS o.,

\"
(1=-- 1\"=1,2,3..1.... (2X)

N+ l'

PorL'jelllplo. paracl potcllcial \'(;1') = A],rú, 0= 3(1 Ypara
L'Ipotcncial F(;I') = ..1'1./'1',(1' = .1/5, En la fig. 2 mostramos
cI valor del cocficiente isotópico para los primeros diel, valo-
I"L'Sdc X. donde podemos vcr quc n gradualmente se aCerca
al \'alm de uno a medida quc X es mayor.

Para tenninar con esta sección, es importante mencionar
que si se quiere implementar un programa de cómputo para
Cllcolltrar los eingenvalores de cualquiera de los potenciales
dcscritos por la Ec. (7). la El'. (1 X) resulta muy lítil debido a
que es una ecuación adimellsional.

J, Comentarios finales

l kmo, encontrado que cl coeficiente isotópico para los po-
tencialc, .,."lo\" no depende dcl eigenestado y est;Í dado por
(l = .Y/(.Y + 1). También encontramos que el valor del coe-
licicllte isotópico sc cnclIentra en el il1lcrvalo 1/2 :S (l < l.
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