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A partir tle una formulación lagrangiana l'omo la que se utiliza en la teoría clásica de c;;lmpos y con el auxilio del principio variacional
tipo lIamilton. se presenta una formulación de los poslulados fundamentales de la termodinámica denlro del marco teórico de la mecánica
analÍlka de Lagrange.
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From a Lagrangian formalism as in classical field theory and with the use of Ihe Varialional PrincipIe of Hamilton type. il derives in a
formulatiol1 of Ihe fundamental postulales 01' thermodynamics in the thcorclical frarnc 01' Lagrange analylical mcchanics.
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I. Introducción 2. Mecánica analítica

El esquema matcmático se completa mediante la imposición
sobre las coordenadas espacialcs, de la siguiente condición
de frontera que es de carácter general:

en donde R es alguna región del espacio clle/ideo tridimen-
simwl, dV es el elemento de volumen y (U es la diferencial
de liempo considerado éste como el parámetro de evolución.

El principio de acción extremal tipo llamilton demanda
que la funcional de acción sea invariante frente a una varia-
ción geométrica continua e inflnitcsimal, con respecto a un
conjunto de par¡imctros geométricos {o} independientes del
tiempo, de los que dependen las variahles de campo y las co-
ordenadas [3]; es decir, se exige que

El problema de establecer la termodinámica como una rama
de la mecánica analítica de Lagrange [41 se puede abordar
con un formalismo semejante al que se utiliza en la teorfa
clásica de campos y con la ayuda de un principio variacio-
nal tipo Hamiltoll 131.El esquema teórico es el siguiente. Se
propone una densidad lagrangiana general f, como un inva-
riante escalar, que es una funci6n continua y con derivadas
conlinuas hasta de tercer orden en sus argumcntos. A conti-
nuación se define la integral de acción como cs costumbre, es
decir, de la manera siguiente [31:

(1)

(2)

(3)

lV=j" r (dVdt,
tI la

DIV
JIV = -D J" = o.

"

La termodinámica clásica es una teoría física de conteni-
do universal que se asienta en un pequeño conjunto de pos-
tulados b;;isicos llamados las leyes de la termodinámica. Su
estructura formal es elegante y el campo de aplicación de sus
conceptos fundamentales es muy amplio. Es necesario acla-
rar que no es el propósito ni está dentro de los objetivos del
presente trabajo, proponer alguna justificación física acerca
de la estructura lógica de la termodinámica. Tal justificación
se cncuentra en las lcyes de Clausius y Ke!l'in, en los resul-
tados de la (eoria cinética, de la mecánica estadútica y, ha-
olando en términos más amplios, en el éxi(o de sus ideas al
explicar los hechos ohservados (6). Todo lo que se prclen-
de es mostrar que la aplicación del pri"cipio ~'ariacio"allipo
Hamillon a sistemas lennodinárnicos, tiene corno consecuen-
cia la incorporación de esa disciplina a la física teórica como
una rama de la mecánica analítica de Lagrange [,1-51.

La lermodinámica es una parte de la física que estudia las
propiedades de la materia en su relación con los camoios de
temperatura. Es una ciencia fenomenológica; los fenómenos
que esludia son macroscópicos, de modo que no se consi-
dera modelo alguno referido a la estruc(ura microscópica de
los sistemas físicos con los que se enfrenta. Las entidades
que describen los estados macroscópicos son conocidas con
el Ilomore de variahles termodinámica.\' de estado [1, 2J. Al.
gunas de ellas, como la energía y el l'olumen, son conceptos
macroscópicos oien definidos que tienen la misma significa.
ción (anto en mecánica como en terrnodinámica [11. Olras va-
riables como la entropía y la temperatura, por ejemplo, son
el resultado de regularidades puramcnte estadísticas que solo
tienen sentido para obje(os macroscópicos [1].
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De acuerdo con la definición de las variaciones ge,
omélricas, Jt = O para lada t, debido a que el liempo y el
conjunto de parámetros geométricos son independientes en-
tre si. de tal suerte que

en donde p(:r, t) es la densidad de masa y t el liempo. Es
conveniente hacer la siguiente definición

f = PA, (9)

con S+ una variación continua e infinitesimal con respecto al
tiempo definida de la siguiente manera:

La aplicación de una variación temporal a la integral de
acción (1) produce el siguiente resuliado general [3J:

at
JI. = aa Ja = O.

(1 1)

( 12)

(10)

d\! dt = o; (13)

A = A(p, t)

j" !pJAdV dt = O,
tI ,B

JI' = -pdiv (Jx)

j" j [_~ (1'2 a>' J:r')
(¡ H D.r1 Dp

a (2 a>.) < ,)+-. l' - uXaJ" al'

que gobierna la variaci6n local de la densidad de masa [3, G].
Dc acuerdo con la funcionalidad de ), dada en (10), es claro
que

t 1., [- DO" (1'2 ~~ Jr') ) dV di

= _ j" 11'2aA JJ" da, di.
'. 1s al'

en donde se realizó una integración por partes. Se puede apli-
car el teorema de Creen al primer término de la integral an-
terior para obtener

.,aA . (pJA = -p'-D ,hv Jx),
l'

únicamcnte porquc como se dijo antcs, St = O, para toda t;
y se utilizó la relación (12). Con este rcsultado sustituido en
(1 1) se obtiene lo siguienle:

en donde se utilizó la condición de continuidad

con

la correspondiente lagrangiana por unidad de masa o lagran-
giana espccífica. Con la condición de invariancia (2) y tornan-
do en cuenta la definición (9), de (1) se ohtiene el siguiente
resultado también de carácter general:

(5)

(4)

(6)

J+W = O

J+8 = d8 J+t.
dt '

en donde B es cualquier variable de campo o coordenada. Fi-
nalmente, la variación temporal del parámetro de evolución
cst:í sujeta a la siguiente condición de frontera, también de
carácler general [3J:

j"! [J+ (- ,U J+ t) dF dt = o. (7)
tI R dt

A continuación se utilizará el marco teórico del principio V<l-

riacional tipo Hamilton y el cálculo de variaciones en el cam-
po de la termodinámica clásica.

Como resultado de la invariancia de la acción se obtie-
ne las ecuaciones diferenciales de campo. Para completar
el marco teórico propuesto, es necesario explorar las con-
secuencias que resultan cuando se introduce en la teoría un
nuevo tipo de variaciones, que son las temporales. Dentro
del esquema del principio variacional lipa Hamillon [3J, se
demuestra que la funcional de acción es una invariante ante
transformaciones continuas e infinitesimales con respecto al
parámetro de evolución. Como resultado de esa invariancia y
debido a la uniformidad del tiempo. se obtiene la ecuación de
la energía para el sistema físico particular que se esté estu-
diando. Se puede demostrar que [3]

3. El trabajo adiabático

Considérese un sistema termodinámico simple consistente de
un solo medio homogéneo [6] en reposo en todo momento en
alguna región R del espacio euclídeo tridimensional. Una so-
la "nse se descrihc por ciertas variables de estado, corno por
ejcmplo la energía interna E o el volumen V, entre otras [6].
La estructura de la fase se especifica por ciertas relaciones
funcionales entre las variables de estado [6]. Para tal sistema
físico se propone una dcnsidad lagrangiana muy sencilla que
tiene la siguiente forma funcional:

( = (1', t); (8)

En la segunda integral, S es la superficie que limita a la región
R y dii es la diferencial de área. Supóngase quc esa rcgión no
está deformada en el infinito y que la superficie de integración
ha sido ex!Cndilla al infinito, en donde la presión p2aAjap es
cero sohre ella, de modo que la integral de superficie se anula
y en (13) solamcnte sohrevive lo siguiente:

j." r [-; (p2aA)) J.r'dFdt = O. (14)
tI ln u.r up

Como las variaciones locales de x son arbitrarias y lineal-
mente independientes entre sí y tanto el" como dt son incre-
mentos elegidos de manera totalmente arhitraria y por tanto
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son distintos tic cero, la relación anterior sólo se satisface si
el integrando se anula [3]; es decir,

Éstas son las eCllaciones de campo. Es evidente que de la
relación anterior se ohticnc el siguiente rcsullatlo cuando se
integra:

Aquí Res eltraha.io mecánico realizado sohre el sistema [IJ.
Esle último resultado se aplica tanto a procesos reversihles
l'omo irreversihles y está sujeto a una sola condición. Duran-
le el proceso completo, el sistema dehe permanecer siempre
en un estado oe equilihrio mecánico, lo que significa que en
todo momento la presión oehe ser constante a través de él [1 J.

Enseguida se determinarán las ('onsecuencias que resulten de
la invariancia de la ac('ión frente a transform(/ciones tempo-
rales. De acuerdo con la funcionalidad de (dada en (8)

4. El cambiu en la energía
( 16)

( 15)~ (p,D>') = o.
D.I" DI'

., D>' (
1"- = / V,t),

DI'
con f(\", t) alguna función termodinámica de estado cuyo
gradiente es cero. Sea

en donde E(p. t) es la energía interna cspedlic" y q(t) la can.
tidad de calor por unidad de masa; cantidad que sólo es fun-
ci6n del tiempo. Evidcn¡emente, y de acuerdo con la relaci6n
(9).

en donde E es la cllergf(¡ total ¡mema del sistema que para
eslc caso sólo depende tic F y t. Surge dc la teoría como una
consecuencia de la homogeneidad del espacio. Por lo tanto
en (16) se ohlicnc lo siguiente

(26)

(27)

(28)

( ., D>' DI')-DI' - 1"- di"y + - ó+l.
DI' Dt

. .,D,\ DI) +dl\'v-Il--di\'v+- 6 t.
D(> DI '

J+I'=(-I

d
'f' = - + eli,' y

di

Ahora,

_+ df + _,
(~(=-r5 t::=-pclivvoTt,

df'

en donde se ulilil.(í la ecuaci6n de continuidad [3J

dI'- + (ldh'v = Odi
Por olra parte. es claro que

DI l' . .,D~\
p- (1\' v = ( <11\' V + f'- - di\' V
D¡> DI"

de modo que en (26) se onticne el siguien(e rcsultado:

y cl1lonces.

J+I'- dlJ+1=
di

Aquí,

(17)

( 19)

( 18)

(20)

(21 )

>. = -£ + 'l.

1'=1'(-"+'1),

/(1'.1) = E(\'. 1).

.,D>' E
p' DI' = .

Se propone que la densidad lagrangiana apropiada para
cslC caso. tenga la siguiente forma cxp!fcila:

y por supucsto

., D~\ ., DE
p' Dp = p' Dp = -1',

con Jl la prcsi6n 13J. Por otra parte, y desde el punto de vista
de termodinámica clásica [2],

Al derivar esta última relación con n.~specto al tiempo se oh-
tiene el siguiente resultado:

es el ol'eradol"(lljerellcial de Reynoltls [3]. Con los rcsultados
ontcnioos sustituidos en (7) se ontiene lo siguiente;

Nuevamente. y por los mismos argumentos que se utilizaron
antes para este tipo de integrales. la relación anterior s610 se
satisface si

E= pE.

Susliluyendo (21) Y (22) en (18) se liene que

E = -/JI!.

dE dV
-=-1'-.di dt

(22)

(23)

(24)

I" l, (.nl' ,D,\. DI').+." + p' -D di" y - - el t d\ dt = O.
.1, . n l' DI

(29)

(25)

Ésta es la ecuocití" de balance ele e"erg(o. De acuerdo con la
mecánica teórica [.1. 5], la uniformidad del tiempo tiene co-
mo consecuencia la ley de la cmlsefTación de la energ(a. Se
dice entonces que la lagrangiana del sistema no debe ser una

Éste es el camhio en el tiempo en la energía total si el
sistema cstl.Í aislado térmicamente. En este caso, el trahajo
adiah;ilico 111 realizado sohre el sistema es sólo dehido a un
camhio en el volumen de la región que ocupa, es decir,

(dR) = _pdV
dt ad dt

.. ., D>'. De
DI + 1" DI' dI" y - DI = O. (30)

ReI'. ,\fe.\'. Frs. 45(3)(1999)308-314
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función explícita del tiempo. Para la termodinámica clásica,
la condición que De/at = O da como resultado el cambia
en la energ(a toral del sistema, como se verá a continuación.
De la definición del operador diferencial de Reynolds y de la
forma explícita de £ se tiene que

con T la temperatura. Por otra parte, la entropía total de
cualquier sistema termodinámico se define como una fun-
ción del tiempo, de la energía y del volumen [1); es de-
cir. S = S(E, V, t). Esa función se introduce en la termo-
dinámica clásica proponiendo la relación siguiente [11:

de dqve = -p- +p-dt dt'

en donde aquí, í se refiere al volumen específico. Finalmente
se cumple que

donde para obtener ese resultado se usó la ecuación de conti-
nuidad. Entonces, en (30) se obtiene lo siguiente:

(37)

(39)

(38)

s = kr>,

ós = sdiv (óx),

as
ós= -óo = O.00

en donde a es la entropía definida en el ámbito de la física
estadística [1] y k = 1.380 X 10-16 ergs/grado, es la cons-
tante de Bolrzmanf1 que indica el número de ergs que hay en
un grado [lJ. La entropía total así definida resulta ser inde-
pendiente de loa parámetros geométricos, de modo que

Sin embargo, y desde el punto de vista de la termodinámica
clásica, tamhién es cierto que S = ps; con s la entropía por
unidad de masa [2], de manera que se satisface la relación
siguiente:

(32)

(3 1)
de dq p.
-=---dIVV.
dt dt p

Aquí se utilizó la relación (21). Por otra parte, se puede de-
mostrar por cálculo directo que

l' dr
;; div v = 1'&,

e=e(p,s,t), (34)

.\ = .\(p, s, t) (35)

5. La segunda ley de la termodinámica

en donde s(p, E, t) es la entropía por unidad de masa. Evi-
dentemente,

(43)

(42)

(40)

¡"r [O ( 0\ )]" .IR Ox' p2 O~ + pTs J.~'dV dt = O,

La relación anterior sólo se satisface si

~ (p2 0.\ + PTS) = 0,
O.T' DI'

o [(.,0'\ T ) ó i]pó.\ = --. p-- + P s xa.l" Op

O (0.\ ).+ _. p2_ + pTs Jx'.
Ox' Op

Para alcanzar este resultado se realizó una integración por
parles. Considérese el primer término del miembro d.e~echo
de (40). Si ese resultado se sustituye en (11) y se utlhza el
teorema de Grecn se obtiene \(1 siguiente:

en donde se utilizaron las relaciones (38) y (12). En conse-
cuencia, es evidente que

¡"r [!!, (p2 0.\ + PTS) J.I"] dV dt" iR Ox Op

=¡" J p20.\JXida,dt+¡" J pT.,óxida,dt, (41)
t¡ J.s f)p tI r'3

en donde nuevamente, S es la superficie que encierra a la
región R. y dü es el elemento de área. La primera integral
de superficie es idéntica a la que aparece después de la rela-
ción (13); de modo que se anula por los mismos argumentos
que ahí se dieron. Para que la segunda integral de superflcie
se anule es suficiente suponer que en la superficie de integra-
ción, (H~y da son perpendiculares entre sí, de modo que su
producto escalar es cero. En consecuencia, la integral de vo-
lumen en (41) se anula; de manera que con lo que queda de
(40) sustituido en (1 1) se obtiene el siguiente resultado:

(36)

(33)

a.\as'" -T,

Sea por definición

dE dQ dV
& = & - 1'&,

en donde dV es el elemento de volumen en la región ocu-
pada por el sistema. Éste es el cambio en la eller#I(~ total
interna por unidad de tiempo si el sistema no está aIslado
térmicamente. En ese caso, la energía es adquirida o cedida
de o hacia los alrededores u otros objetos en contacto térmico
con él, por transmisión directa a través de la fcomera del sis-
tema; así como también por el trabajo mecánico. La parle del
cambio en la energía que no se identifica con algo mecánico
es llamada la cantidadde calorrecibida o cedida por el sis-
tema [1, 6].

es la forma funcional de la correspondencia lagrangiana es-
pecífica. Por tanto,

a.\ 0.\
pó.\ = p- Jp + P-a ós.ap s

Considérese Ahora el caso de un sistema termodinámico de
una sola fase [6] para el que su densidad lagrangiana tiene la
forma funcional siguiente:

Rel'. Mex. Fis. 45 (3) (\999) 308-314
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y éstas son las ecuaciones diferenciales de campo para este
caso. Es evidente que es posible ~.accr la misma suposición
que antes y escribir que

con E(5, \1, t) la energía total interna del sistema. Para el ca-
so presente. se dará a la densidad lagrangiana la siguiente
forma explícita:

2 O>'
l' 01' + pTs = E,

e = -I'E,

(44)

(45)

Con éste último resultado sustituido en (7) se tiene que

J" f ( ,O>'ve + 1"o div V
ti R (J

ds oe)+pT- - -O o+'dl! di = O,
di I

resultado quc sólo se satisface sí nuevamente

, O>' ds oeve + 1" - div v + pT - - - = O,
Op di 01

(52)

(53)

únicamente. porque la cantidad de calor en el estado dc equi-
librio inicialmente considerado es una constante. Evidente-
mente, la correspondiente lagrangiana específica es

Ésta es la ecuació" de balance de e"ergfa. Si Df fDl = O, se
ohtiene el camhio en el tiempo de la energía total del sistema

>. = -E (46)
o tamhién

dE dS dI!
- =T- -]1-
di di di

(54)

y por supuesto se satisface la relación (21), Por (anIO,en (44)
se ohticnc el siguiente resultado: dE = TdS - ]IdV (55)

6, En1rnpía y cantidad de calor

La dcllnición (5) de variación temporal aplicada a,<; tiene co-
mo resultado que

Por otra parlc, y de acucrdo con la definición (36), es posihle
escrihir que

(57)

(56)T _ (OE)
- OS \'

dQ = TdS
di di '

(OE)
¡, = 01' s;

(~sta es la llamada idelltidad termodinámica 11,6l. Define la
difcrcnciallotal de la función E(S, V) que es la energía in-
terna del sistema en el estado de equilibrio 11,61. En termo-
dinámica clásica se considera que esa formulación es dehida
a W. Gihhs [61, En ella, las variahles p y T son definidas de
la manera siguiente [G}:

Si se compran los resultados (54) y (33) se ohtiene la siguien-
tc relación:

que es la expresión para la cantidad de calor recihida por el
sistema [1,21. Es importante hacer la siguiente observación.
El trabajo mecánico dR Y la cantidad de calor dQ cedida al
sistema en un camhio infinitesimal de estado, no son dijere".
ciah's totales. Sólo la suma dR + dQ, es decir: el camhio
ell la energía dE es una diferencial exacta o toral. Se puede
hablar de la energía E en algún estado termodinámica dado,
pero no se puede hahlar de la cantidad de calor que posee el
sistema en ese estado particular. Eso signifka que la energía
dc un sistcma termodinámico no se puede partir en energía
IIlcc:ínica y energía calorífica. El cambio en la eneroía dehi-e
do a la transición de un estado a otro, se puede dividir en la
cantidad de calor ganada o perdida por el sistema y en el tra-
hajo mecánico realizado por o sobre él. Esa suhdivisión no
está determinada línicamente por los estados inicial y jinal
del sistema sino que tamhién depende de la naturaleza real
del proceso; es decir, eltrahajo mcc:ínico y la cantidad de ca-
lor son funciones del proceso que experimenta el sistema y
no solo de los estados inicial y final [11.

Por otra parte, si un sistema termodinámico cerrado se
encuentra en algún instante en un estado macroscópico de no
equilihrio, entonces la consecuencia más probahle es que la

(47)

(50)

(49)

(5 I )

De- = -I'TD.,> '

E = TS -¡N,

ds
0+' = - 0+1,

di

0+( _ d( 0+1 =
dI

(
'. ,O>', ds Oe'_-D( - p -,l1vv - pT- + -) A+"

Op di Oi

-+( (e l' ,,0>', ds De)
,j = - Clvv-I'--dl\'v-I'T-+- 0+1'

Op di 01 '

en donde se tomó en cuenta la relación (22). Ésta es la for-
ma de EIIJer de la segunda ley de la termodinámica [3, GJ. Se
puede afirmar que la energía total interna E(5, V,T) surge
del formalismo teórico utilizado como una consecuencia de
la IW/IlogC'neidaddel espacio [3, L1J.

Si se toma en cuenta la funcionalidad de f dada en (34), su
variación temporal es la siguicntc:

de manera que en (48) se ohtiene

y por supucsto,

R('l'. Mex. ¡:{". 45 (3) (1999) 30R-.1 14
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entropía se incremente monot6nicamentc en sucesivos ins-
tantes. Esta es la llamada ley de incremento de la entropía o
segunda le)' de la termodinámica. Fue postulada por R. Clau-
sius y fundamentada cSladísticarnenlc por L. Boltzmann [1J.

resullado que sólo se satisface si

dC ds De
-+pT- - - =0
dI. dI Ot

(61 )

7. La temperatura

Finalmente, considérese un sistema que se encuentra en un
estado de equilibrio termodinámico tal que el volumen que
ocupa no cambia. Para estudiar tal sistema físico se propone
una densidad lagrangiana cuya forma funcional es la siguien-
te

Ésta es la ecuación de balance de energía para el caso
presente. Es evidente que si nuevamente OejOI.= OY se uti-
liza 1J forma explícita para la densidad lagrangiana dada en
(-15). se tiene que"

dE _ TdS
dI. - dI.'

o también

e= e(s, l.), (58) dE = TdS. (62)

en donde .'i(p,£, t) es la entropía por unidad de masa. Evi-
dentemente,

A = A(s, l.), (59)

De la ecuación antrior se obtiene el siguiente resultado:

dS 1=dE T
(63)

es la correspondiente lagrangiana específica. En consecuen-
CIa,

I'J>' = l' DAJs = -pTs div (Jx),
Os

en donde se utilizó la definici6n (36). La relación anterior se
pucde escrihir dc la siguiente manera:

En termodinámica clásica se afirma que el inverso de la
derivada de la entropía S con respecto a la energía E, es una
constante para el sistema [11. Entonces, es evidente que la
temperawra dc dos sistemas que se encuentran en equilibrio
térmico entre sí, son iguales: es decir, se cumple que para ese
estado de equilibrio termodinámico [1]

en donde ¡(S, 1.)= E(S, 1.). con E la energía interna del sis-
tema, función termodinámica de estado que surge de la teoría
como una consecuencia de la homogeneidad del espacio.

Con rcspecto a la variación temporal de la densidad la-
oranniana y tomando en cuenta las relaciones (49) y (50) ese e
claro que

O>' . O
pJA = --, -.. (psTJx') + -O .(psT)Jx',D.r' x'

El primer término es ccro de acuerdo con el resultado
(-11). En ese caso

1',{[.!!, (pTs)] Jx' dI' dt = O.
11 in ex

La relación anterior solo se cumple si

y ésta es la bien conocida rdllcián de Gibbs-Dulzem [1-31

dE = TdS + SdT _l'dl' _ I'dp (65)
dI. dt dI. dI. dI.

Si este resultado se compara con la relación (54) se tiene
que

(66)

(6-1)TI = 72,

SdT _ "dI' = O,
dI. di

y este resultado es válido para cualquier número de sistemas
termodinámicos en equilibrio térmico entre sí. Es una expre-
sión de lo que se conoce con el nombre d~ principio cero o ley
cero de la termodinámica: en tanto que (63) es una ccuach:ln
que deline el concepto macroscópico de temperatura [IJ.

Para terminar, es claro que si se deriva la forma de Euler
de la segl'nda ley de la termodinámica con respecto alticmpo,
se obtiene lo siguiente:

(60)

O-(pTs) = O,
Dx'

En ese caso, se cumple quc

TS = ¡(S, 1.);

(
ds OC) +J+[ = -pT- + - J 1,
dI. 01.

tic manera que

de (dC ds De)_+ó+C--J+I.= ---pT-+-
O

ó l.,
dI. dI. di I

Su.'\tituyentio este resultado en (7) se obtiene que

l.,',f.' [dC ds OC] ,+ ! I O_ + pT - - - " I d\ , l., = ;
. " Il dI. dI. Ot

S. Conclusiones

Con la ulilización de la metodología propia de la mecánica
teórica y con el auxilio del principio \'ariacional tipo l/a-
milton, es posible hacer una reformulación novedosa dc los
postulados fundamentales de la termodinámica clásica. Con
ello se muestra que el esquema teórico utilizado permite ha-
ccr un lratamiento de esa disciplina en el espacio físico de
configuraciones y presentarla como una rama de la mecánica
(lf/{//{tic(/ de LlIgmnge.
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(a) Como tanto p como T son constantes, se cumple que
pT(d.,/df) = T(dS/dt).
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