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A partir de una formulacién lagrangiana como la que se utiliza en la teorfa cldsica de campos y con el auxilio del principio variacional
tipo Hamilton, se presenta una formulacion de los postulados fundamentales de la termodindmica dentro del marco teérico de la mecdnica

analitica de Lagrange.
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formulation of the fundamental postulates of thermodynamics in the theoretical frame of Lagrange analytical mechanics.
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1. Introduccién

La termodindmica es una parte de la fisica que estudia las
propiedades de la materia en su relacién con los cambios de
temperatura. Es una ciencia fenomenolégica; los fenémenos
que estudia son macroscopicos, de modo que no se consi-
dera modelo alguno referido a la estructura microscopica de
los sistemas fisicos con los que se enfrenta. Las entidades
que describen los estados macroscépicos son conocidas con
el nombre de variables termodindmicas de estado [1,2]. Al-
gunas de ellas, como la energia y el volumen, son conceptos
macroscopicos bien definidos que tienen la misma significa-
cién tanto en mecdnica como en termodindmica [1]. Otras va-
riables como la entropia y la temperatura, por ejemplo, son
el resultado de regularidades puramente estadisticas que solo
tienen sentido para objetos macroscépicos [1].

La termodindmica cldsica es una teorfa fisica de conteni-
do universal que se asienta en un pequeno conjunto de pos-
tulados bdsicos llamados las leyes de la termodindmica. Su
estructura formal es elegante y el campo de aplicacién de sus
conceptos fundamentales es muy amplio. Es necesario acla-
rar que no es el propdsito ni estd dentro de los objetivos del
presente trabajo, proponer alguna justificacion fisica acerca
de la estructura I6gica de la termodindmica. Tal justificacién
se encuentra en las leyes de Clausius y Kelvin, en los resul-
tados de la reorta cinética, de la mecdnica estadistica y, ha-
blando en términos mds amplios, en el éxito de sus ideas al
explicar los hechos observados [6]. Todo lo que se preten-
de es mostrar que la aplicacién del principio variacional tipo
Hamilton a sistemas termodindmicos, tiene como consecuen-
cia la incorporacién de esa disciplina a la fisica teérica como
una rama de la mecanica analitica de Lagrange [3-5].

2. Mecanica analitica

El problema de establecer la termodindmica como una rama
de la mecdnica analitica de Lagrange [4] se puede abordar
con un formalismo semejante al que se utiliza en la teorfa
cldsica de campos y con la ayuda de un principio variacio-
nal tipo Hamilton [3]. El esquema teérico es el siguiente. Se
propone una densidad lagrangiana general ¢, como un inva-
riante escalar, que es una funcién continua y con derivadas
continuas hasta de tercer orden en sus argumentos. A conti-
nuacion se define la integral de accién como es costumbre, es
decir, de la manera siguiente [3]:

to .
W:/ /mvm, )
t; JR

en donde R es alguna region del espacio euclideo tridimen-
sional, dV" es el elemento de volumen y dt es la diferencial
de tiempo considerado éste como el pardmetro de evolucién.

El principio de accién extremal tipo Hamilton demanda
que la funcional de accién sea invariante frente a una varia-
cién geométrica continua e infinitesimal, con respecto a un
conjunto de pardmetros geométricos {a} independientes del
tiempo, de los que dependen las variables de campo y las co-
ordenadas [3]; es decir, se exige que

o = 2 g =i )
Doy

El esquema matematico se completa mediante la imposicion
sobre las coordenadas espaciales, de Ia siguiente condicién

de frontera que es de cardcter general:

rs:ri(tl) = eri(f.-;_} = . (3)
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De acuerdo con la definicién de las variaciones ge-
ométricas, 6t = 0 para toda t, debido a que el tiempo y el
conjunto de pardmetros geométricos son independientes en-
tre si, de tal suerte que

6t = ﬁ da = 0.
Jda

Como resultado de la invariancia de la accién se obtie-
ne las ecuaciones diferenciales de campo. Para completar
el marco tedrico propuesto, es necesario explorar las con-
secuencias que resultan cuando se introduce en la teoria un
nuevo tipo de variaciones, que son las temporales. Dentro
del esquema del principio variacional tipo Hamilton [3], se
demuestra que la funcional de accién es una invariante ante
transformaciones continuas e infinitesimales con respecto al
pardmetro de evolucién. Como resultado de esa invariancia y
debido a la uniformidad del tiempo, se obtiene la ecuacion de
la energia para el sistema fisico particular que se esté estu-
diando. Se puede demostrar que [3]

§STW =0 (4)

con 6 una variacion continua e infinitesimal con respecto al
tiempo definida de la siguiente manera:

de

6t = — o't S

at =2
en donde # es cualquier variable de campo o coordenada. Fi-
nalmente, la variacién temporal del pardmetro de evolucién
estd sujeta a la siguiente condicién de frontera, también de
cardacter general [3]:

5+f.1 = 5+f2 = 0. (6)

La aplicacién de una variacién temporal a la integral de
accion (1) produce el siguiente resultado general [3]:

tz
/ /{6*3—%6*1!]:11/&:0. @)
0y Ir dt

A continuacion se utilizard el marco teérico del principio va-
riacional tipo Hamilton y el cdlculo de variaciones en el cam-
po de la termodindmica clésica.

3. El trabajo adiabatico

Considérese un sistema termodindmico simple consistente de
un solo medio homogéneo [6] en reposo en todo momento en
alguna regién R del espacio euclideo tridimensional. Una so-
la fase se describe por ciertas variables de estado, como por
ejemplo la energia interna E o el volumen V', entre otras [6].
La estructura de la fase se especifica por ciertas relaciones
funcionales entre las variables de estado [6]. Para tal sistema
fisico se propone una densidad lagrangiana muy sencilla que
tiene la siguiente forma funcional:

£=Htp,t); (8)

en donde p(z,t) es la densidad de masa y ¢ el tiempo. Es
conveniente hacer la siguiente definicién

£=o; )

con

A= Ap,t) (10)
la correspondiente lagrangiana por unidad de masa o lagran-
gianaespecifica. Con la condicién de invariancia (2) y toman-
do en cuenta la definicién (9), de (1) se obtiene el siguiente
resultado también de cardcter general:

ta
/ /pd)\dth:O, (1)
ty YR
en donde se utiliz6 la condicién de continuidad
dop = —pdiv (6x) (12)

que gobierna la variacion local de la densidad de masa [3, 6].
De acuerdo con la funcionalidad de A dada en (10), es claro
que

2 OA
poX = fp‘)a—p div (6x),
tinicamente porque como se dijo antes, 6t = 0, para toda t;

y se utilizé la relacién (12). Con este resultado sustituido en
(11) se obtiene lo siguiente:

: [ ,0A . ;
'/"-1 A[_a_z;l (P (T);él)
I I IO
raa (P Op) (512] dv dt =0; (13)

en donde se realizé una integracion por partes. Se puede apli-
car el teorema de Green al primer término de la integral an-
terior para obtener

t2 d 5OX i
—— | p*—=— &2’ t
[h /R 5t (p 8[)61 )j| dV d

L2
= f—/‘ fpza—/\ 8z da; dt.
y JS dp

En la segundaintegral, S es la superficie que limita a la region
Ry dd es la diferencial de drea. Supéngase que esa region no
estd deformada en el infinito y que la superficie de integracion
ha sido extendida al infinito, en donde la presi6én p>9A/dp es
cero sobre ella, de modo que la integral de superficie se anula
y en (13) solamente sobrevive lo siguiente:

e 0 O ;
—_— e 2 dV =\
/f. /R[aﬂ" (p 3ﬂ)}6x alst

Como las variaciones locales de x son arbitrarias y lineal-
mente independientes entre si y tanto dV' como dt son incre-
mentos elegidos de manera totalmente arbitraria y por tanto

(14)

Rev. Mex. Fis. 45 (3) (1999) 308-314



310

son distintos de cero, la relacion anterior sélo se satisface si
el integrando sc¢ anula [3]; es decir,

L3 EQ)—O
ant '08,0 o

Estas son las ecuaciones de campo. Es evidente que de la
relacién anterior se obtiene el siguiente resultado cuando se
integra:

(15)

5 OA
Y —_— = ’t
"5 f(V,t),

con f(V.t) alguna funcién termodindmica de estado cuyo
gradiente es cero. Sea

F(V,1) = E(V, 1),

(16)

(7

en donde E es la energia total interna del sistema que para
este caso solo depende de V' y ¢. Surge de la teorfa como una
consecuencia de la homogeneidad del espacio. Por lo tanto
en (16) se obtiene lo siguiente

Pl B (18)

Se propone que la densidad lagrangiana apropiada para
este caso, tenga la siguiente forma explicita:

(= p(—¢ +q), (19)

en donde £(p, t) es la energia interna especifica y ¢(t) la can-
tidad de calor por unidad de masa; cantidad que sélo es fun-
cioén del tiempo. Evidentemente, y de acuerdo con la relacién
9,

A=—c+44¢q, (20)
Y por supuesto
9 (2D 2 (DE
= — = _—= P, 2]
P i P p p (21)

con p la presion [3]. Por otra parte, y desde el punto de vista
de termodindmica cldsica [2],

E = pe. (22)
Sustituyendo (21) y (22) en (18) se tiene que
E=—pV. (23)

Al derivar esta tltima relacién con respecto al tiempo se ob-
tiene el siguiente resultado:
dE dv
dt pdt )
Este es ¢l cambio en el tiempo en la energia total si el
sistema estd aislado térmicamente. En este caso, el trabajo

adiabdtico [1] realizado sobre el sistema es sélo debido a un
cambio en el volumen de la regién que ocupa, es decir,

dR _ )dV
dt ) Tt

(24)

(25)
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Aqui R es el trabajo mecdnico realizado sobre el sistema [1].
Este dltimo resultado se aplica tanto a procesos reversibles
como irreversibles y estd sujeto a una sola condicién. Duran-
te el proceso completo, el sistema debe permanecer siempre
en un estado de equilibrio mecdnico, lo que significa que en
todo momento la presién debe ser constante a través de él [1].

4. El cambio en la energia
Enseguida se determinardn las consecuencias que resulten de

la invariancia de la accién frente a transformaciones tempo-
rales. De acuerdo con la funcionalidad de ¢ dada en (8)

at ol
0tl=—dtp+ =6t 26
dp i at el
Ahora,
g Al oy ; S+
0Tl =—0"t = —pdivv §7t, (27
dp
en donde se utilizé la ecuacion de continuidad [3]
{
5§ +pdivy =0 (28)
(

Por otra parte, es claro que

% T 9 0/ -
pa—divv = (divv + p"—— div v,
dp

ap
de modo que en (26) se obtiene el siguiente resultado:

e = (=1 divv ~ ,r:!?)—;\: divv + %(-) att;

y entonces,
I

; : 2 OA at
50— Coti = (—pp_ 292 1 oty o4
{.’.f() ( Dl—p p divv + Ot)6 t

Aqui,

(
D=—+ divv
dt
es el operador diferencial de Reynolds [3]. Con los resultados
obtenidos sustituidos en (7) se obtiene lo siguiente:

i 5 OA ol
D —divy— — | dttdV dt = 0.
‘/:, /R( +p 8p(1\v 8?)() tdVdt =0. (29)

Nuevamente, y por los mismos argumentos que se utilizaron
antes para este tipo de integrales, la relacién anterior sélo se
satisface si

Dl + pgg—i divv — % =i,

(30)
Esta es la ecuacion de balance de energia. De acuerdo con la
mecdnica teorica [4, 5], la uniformidad del tiempo tiene co-
mo consecuencia la ley de la conservacion de la energia. Se
dice entonces que la lagrangiana del sistema no debe ser una
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funcién explicita del tiempo. Para la termodindmica cldsica,
la condicién que 94/9t = 0 da como resultado el cambio
en la energia toral del sistema, como se verd a continuacién.
De la definicién del operador diferencial de Reynolds y de la
forma explicita de £ se tiene que

da dq
Fris

donde para obtener ese resultado se usé la ecuacién de conti-
nuidad. Entonces, en (30) se obtiene lo siguiente:

d _ dg
dt dt

Dl =—p—

(31

Aquf se utilizé la relacién (21). Por otra parte, se puede de-
mostrar por cédlculo directo que

P . dr

—divv = p—, 32

: P (32)
en donde aqui, T se refiere al volumen especifico. Finalmente
se cumple que

dE _dQ _ dv
at  dt Pat

en donde dV es el elemento de volumen en la regién ocu-
pada por el sistema. Este es el cambio en la energia total
interna por unidad de tiempo si el sistema no estd aislado
térmicamente. En ese caso, la energia es adquirida o cedida
de o hacia los alrededores u otros objetos en contacto térmico
con él, por transmisién directa a través de la frontera del sis-
tema; asf como también por el trabajo mecdnico. La parte del
cambio en la energia que no se identifica con algo mecdnico
es llamada la cantidad de calor recibida o cedida por el sis-
tema [1, 6].

(33)

5. La segunda ley de la termodinamica

Considérese Ahora el caso de un sistema termodindmico de
una sola fase [6] para el que su densidad lagrangiana tiene la
forma funcional siguiente:

L= 5.1, (34)

en donde s(p,e,t) es la entropfa por unidad de masa. Evi-
dentemente,

A= Ap,s,t) (35)

es la forma funcional de la correspondencia lagrangiana es-
pecifica. Por tanto,
aA ax
A=p—20 — ds.
poA =p Bp °F +p5, 08

Sea por definicién

= -T, (36)

con T la temperatura. Por otra parte, la entropia total de
cualquier sistema termodindmico se define como una fun-
cién del tiempo, de la energia y del volumen [1]; es de-
cir, § = S(E,V,t). Esa funcién se introduce en la termo-
dindmica cldsica proponiendo la relacién siguiente [1]:

8 = ka, (37)

en donde ¢ es la entropia definida en el 4mbito de la fisica
estadfstica [1] y & = 1.380 x 10716 ergs/grado, es la cons-
tante de Bolizmann que indica el nimero de ergs que hay en
un grado [1]. La entropia total asi definida resulta ser inde-
pendiente de loa pardmetros geométricos, de modo que

a8

68 = 5= 8o = 0. (38)

Sin embargo, y desde el punto de vista de la termodindmica
cldsica, también es cierto que S = ps; con s la entropia por
unidad de masa [2], de manera que se satisface la relacién
siguiente:

ds = sdiv (6x), (39)

en donde se utilizaron las relaciones (38) y (12). En conse-
cuencia, es evidente que

0 2 OA
5 (75 o) o<

g (p 8—2 + st) sz, (40)

poA =

E)r‘

Para alcanzar este resultado se realizé una integracién por
partes. Considérese el primer término del miembro derecho
de (40). Si ese resultado se sustituye en (11) y se utiliza el
teorema de Green se obtiene lor siguiente:

f [{ay( —+PT9)5I’] dv d
[ 4%

en donde nuevamente, S es la superficie que encierra a la
region R y da es el elemento de drea. La primera integral
de superficie es idéntica a la que aparece después de la rela-
cién (13); de modo que se anula por los mismos argumentos
que ahi se dieron. Para que la segunda integral de superficie
se anule es suficiente suponer que en la superficie de integra-
cién, 67 y da son perpendiculares entre sf, de modo que su
producto escalar es cero. En consecuencia, la integral de vo-
lumen en (41) se anula; de manera que con lo que queda de
(40) sustituido en (11) se obtiene el siguiente resultado:

AL

La relacién anterior sélo se satisface si

a [ ,0\ B
ﬁ (,0 a—p+[)TS) =1

ta
— izt daidf+/ %stéx da; dt, (41)

( 598, stﬂ b2’ dVdt =0, (42)

(43)
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y éstas son las ecuaciones diferenciales de campo para e.ste
caso. Es evidente que es posible Lacer la misma suposicién
que antes y escribir que
5 OA
2
— +pTs=E, (44)
con (S, V,t) la energia total interna del sistema. Para el ca-

so presente, se dard a la densidad lagrangiana la siguiente
forma explicita:

£ = —pe, (45)
dnicamente, porque la cantidad de calor en el estado de equi-
librio inicialmente considerado es una constante. Evidente-
mente, la correspondiente lagrangiana especifica es

A=— (46)

y por supuesto se satisface la relacién (21). Por tanto, en (44)
se obtiene el siguiente resultado:

E=TS-pV, (47)
en donde se tomé en cuenta la relacién (22). Esta es la for-
ma de Euler de la segunda ley de la termodindmica |3, 6]. Se
puede afirmar que la energfa total interna E(S,V,T') surge
del formalismo tedrico utilizado como una consecuencia de
la homogeneidad del espacio [3, 4].

6. Entropia y cantidad de calor

Si se toma en cuenta la funcionalidad de ¢ dada en (34), su

variacion temporal es la siguiente:

) ot ar

dte=—étp4 ?—gcﬁ + — 6"t
ap ds Bt

La definicion (5) de variacion temporal aplicada a s tiene co-

mo resultado que

(48)

ds
T i (5‘+
T
Por otra parte, y de acuerdo con la definicién (36), es posible

escribir que

(49)

ol
e -pT, (50)
de manera que en (48) se obtiene
. A il
= ( {divv — p? g—dlvv - pTd—S ;t) att;
Y por supuesto,
S . ﬂ‘r5+1' =
dt
( Dt = g g—dIVV“ T] + gf At (51)

Con éste dltimo resultado sustituido en (7) se tiene que

t2 5 ON
DE+ p? == divv
./t, fn( P ap

ds Of
— = — | §TtdVdt =0. (52
e 6t) e o
resultado que solo se satisface si nuevamente
5 OA ds dl
; P di R i 53
Dl + p delvv+pTrlt En (53)

Esta es la ecuacion de balance de energia. Si 90/t = 0, se
obtiene el cambio en el tiempo de la energia total del sistema

dE ds dV
— = 4
dt x dt P dt L

o también

dE =TdS — pdV. (55)
Esta es la llamada identidad termodindmica [1, 6]. Define la
diferencial total de la funcién £(S, V') que es la energfa in-
terna del sistema en el estado de equilibrio [1, 6]. En termo-
dindmica cldsica se considera que esa formulacién es debida
a W. Gibbs [6]. En ella, las variables p y T son definidas de

la manera siguiente [6):
OF
= | — 56
(3), oo

; (05)
)= | —
v )e

Si se compran los resultados (54) y (33) se obtiene la siguien-
te relacion:

aQ T(IS
dt —  dt’
que es la expresion para la cantidad de calor recibida por el
sistema [1, 2]. Es importante hacer la siguiente observacion.
El trabajo mecdnico dR y la cantidad de calor dQ cedida al
sistema en un cambio infinitesimal de estado, no son diferen-
ciales totales. Solo la suma dR + dQ, es decir, el cambio
en la energia dE es una diferencial exacta o total. Se puede
hablar de la energia £ en algin estado termodindmica dado,
pero no se puede hablar de la cantidad de calor que posee el
sistema en ese estado particular. Eso significa que la energia
de un sistema termodindmico no se puede partir en energia
mecdnica y energfa calorifica. EI cambio en la energia debi-
do a la transicién de un estado a otro, se puede dividir en la
cantidad de calor ganada o perdida por el sistema y en el tra-
bajo mecdnico realizado por o sobre él. Esa subdivisién no
estd determinada tnicamente por los estados inicial y final
del sistema sino que también depende de la naturaleza real
del proceso; es decir, el trabajo mecdnico y la cantidad de ca-
lor son funciones del proceso que experimenta el sistema y
no solo de los estados inicial y final [1].
Por otra parte, si un sistema termodindmico cerrado se
encuentraen algin instante en un estado macroscépico de no
equilibrio, entonces la consecuencia mds probable es que la

(57)
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entropia se incremente monoténicamente en sucesivos ins-
tantes. Esta es la llamada ley de incremento de la entropia o
segunda ley de la termodindmica. Fue postulada por R. Clau-
sius y fundamentada estadisticamente por L. Boltzmann [1].

7. La temperatura

Finalmente, considérese un sistema que se encuentra en un
estado de equilibrio termodindmico tal que el volumen que
ocupa no cambia. Para estudiar tal sistema fisico se propone
una densidad lagrangiana cuya forma funcional es la siguien-
le

€= {(s,1), (58)

en donde s(p,e,t) es la entropfa por unidad de masa. Evi-
dentemente,

A=X(s:1); (59)
es la correspondiente lagrangiana especifica. En consecuen-
cia,
A
PN = p%és = —pTsdiv (§x),

en donde se utilizo la definicion (36). La relacién anterior se
puede escribir de la siguiente manera:

poN = — 2 (psTéz') + %(psT) oz,

dxt
El primer término es cero de acuerdo con el resultado
(41). En ese caso

2 i rr
-[1 /R [axi (pTS)]J-l dVv dt = 0.

La relacion anterior solo se cumple si

J
B (pT's) = 0.
En ese caso, se cumple que
T8 = f(S2): (60)

en donde f(S,t) = E(S,t), con E la energia interna del sis-
tema, funcién termodindmica de estado que surge de la teoria
como una consecuencia de la homogeneidad del espacio.

Con respecto a la variacién temporal de la densidad la-
grangiana y tomando en cuenta las relaciones 49) y (50) es
claro que

de manera que
dt det ds OC\ .
5t — —btt=(—= — pT— + = | 67,
T ( & "at E)t)

Sustituyendo este resultado en (7) se obtiene que

2 r oI de ds 9] .
i T_ R (>+f EV if,, = 0;
/f /u [dt*” dt 81‘] e

resultado que sélo se satisface si

dl ds O

iy o i ekl (61)

Esta es la ecuacion de balance de energia para el caso
presente. Es evidente que si nuevamente 9¢/8t = 0 y se uti-
liza la forma explicita para la densidad lagrangiana dada en
(45), se tiene que®

dE _ _.dS
dt  dt’
o también
dE = TdS. (62)
De la ecuacion antrior se obtiene el siguiente resultado:
s _ 1 63
dE T e3)

En termodindmica cldsica se afirma que el inverso de la
derivada de la entropia S con respecto a la energia E, es una
constante para el sistema [1]. Entonces, es evidente que la
temperatura de dos sistemas que se encuentran en equilibrio
térmico entre si, son iguales; es decir, se cumple que para ese
estado de equilibrio termodindmico [1]

T] = T), (64)

y este resultado es valido para cualquier nimero de sistemas
termodindmicos en equilibrio térmico entre si. Es una expre-
sién de lo que se conoce con el nombre de principio cero o ley
cero de la termodindmica; en lanto que (63) es una ecuacion
que define el concepto macroscopico de temperatura [1].
Para terminar, es claro que si se deriva la forma de Euler
de la segunda ley de la termodindmica con respecto al tiempo,
se obtiene lo siguiente:
dE ds dT dVv dp

- —p— V=

e T, s . 65
dt dt * dt dt dt (63)

Si este resultado se compara con la relacién (54) se tiene
que
dT - @ B

SI -V = 0, (66)

y ésta es la bien conocida relacién de Gibbs-Duhem [1-3]

8. Conclusiones

Con la utilizacién de la metodologia propia de la mecdnica
tedrica y con el auxilio del principio variacional tipo Ha-
milton, es posible hacer una reformulacién novedosa de los
postulados fundamentales de la termodindmica cldsica. Con
ello se muestra que el esquema tedrico utilizado permite ha-
cer un tratamiento de esa disciplina en el espacio fisico de
configuraciones y presentarla como una rama de la mecdnica
analitica de Lagrange.
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(@) Como tanto p como T son constantes, se cumple que 4. C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics, Fourth
pT(ds/dt) = T(dS/dt). Edition, (University of Toronto Press., Toronto, 1970).
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