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En este trabajo consideramos el comportamiento hidrodindmico de un gas bidimensional, moderadamente denso, en la regién finita d

vgc[nres de (.md‘n y frecuencias. La teoria estindar de Enskog y el método de ocho-momentos de Grad. hacen p‘os‘ibte encoitrar l:; fel;:
ciones constitutivas genceralizadas en la regién donde se aplica la hidrodindmica generalizada. Mediante este procedimiento obtenemos los
coeficientes de transporte que posteriormente relacionamos con sus respectivas funciones de memoria. "

Descriptores: Teoria cinética; coeficientes de transporte generalizados

This paper presents the hydrodynamical behavior of a moderately dense bidimensional gas into the finit wave-vectors and frequencies
region. Enskog’s standar kinetic theory and Grad eight-moments method, make possible to find the generalized constitutive relations up to
the generalized hydrodynamic regime. By means of this procedure, we have obtained the transport coefficients which are related with its

corresponding memory functions.
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PACS: 51.40.+p: 05.20.Dd

1. Introduccion

El comportamiento hidrodindmico de un fluido simple estd
caracterizado por la densidad espectral de las fluctuaciones
espontdneas microscopicas que contienen toda la informa-
cion relevante del sistema. En términos generales estas fun-
ciones de correlacién son dificiles de evaluar directamente,
sin embargo, se pueden aproximar cerca del régimen hidro-
dindmico (longitudes de onda largas y frecuencias bajas) a
través de las ecuaciones hidrodindmicas de Navier-Stokes
que describen la dindmica de un fluido viscoso. En esta des-
cripcion los coeficientes de transporte y las variables termo-
dindmicas son datos adicionales del problema que provienen
de ciertos resultados experimentales, o bien de algiin modelo
microscopico [1-3].

Un estudio cuidadoso de la teoria cinética generalizada de
Enskog, permitié delimitar la aplicacion de la hidrodindmica
usual y definir el intervalo en longitudes de onda, frecuen-
cias y densidad, donde es necesario hacer una descripcién
hidrodindmica generalizada de un fluido de esferas duras. El
resultado basico de la teoria predice que el fluido se compor-
ta dindamicamente como si solamente tuviera algunos eigen-
modos efectivos de relajacion en el régimen cinético [4, 5].
En particular, se definen tres regiones de densidad reducida
§ = na® (donde n es la densidad de nimero local y a es el
didmetro molecular): el gas diluido § < 0.1, gas modera-
damente denso 0.1 < § < 0.35 y el régimen de gas denso
0.35 < & < 0.70. Para fluidos diluidos y moderadamente
densos, las ecuaciones de Navier-Stokes son vdlidas para vec-
tores de onda tales que ka < 1y ademds, paral < ka < 30

las extensiones analiticas de los modos hidrodindmicos si-
guen representando los rasgos principales del factor de es-
tructura dindmico.

Por otro lado, introduciendo una escala espacio-temporal
en la hidrodindmica usual podemos hacer una descripcién
hidrodindmica generalizada que nos permite conside-rar de
manera unificada las mediciones de dispersion ineldstica de
luz y neutrones en gases [6, 7], es decir, considerar una re-
gidn finita de vectores de onda y frecuencias a partir del
régimen hidrodindmico. Este procedimiento alternativo, de
cardcter fenomenoldgico, consiste en generalizar las relacio-
nes conslitutivas de manera que la respuesta de las fuerzas
termodindmicas se pueda considerar como proveniente de los
flujos disipativos del fluido con coeficientes de transporte ge-
neralizados que dependen del vector de onda y la frecuencia.

Excepto por algunos resultados de dindmica molecu-
lar [8], hasta hace poco no existia una deduccién mi-
croscopica de los coeficientes generalizados para fluidos sim-
ples en densidades moderadas. La forma en que podemos ob-
tenerlos de manera analitica, a partir de consideraciones del
comportamiento microscopico molecular, es a través de la te-
oria cinética de los gases. Para gases diluidos la solucién de
la ecuacion cinética de Boltzmann por medio del método de
momentos de Grad [9], conduce a ecuaciones hidrodindmicas
generalizadas para las variables relevantes del sistema que in-
cluyen al tensor de presiones, flujo de calor y algunas otras
variables no conservadas que son momentos de la funcién de
distribucion de orden tensorial mayor [10-13].

Nos queda claro que una descripcién hidrodindmica ge-
neralizada para gases diluidos tiene el inconveniente de es-
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tar limitada a densidades bajas. Para evitar en lo posible es-
ta restriccion, se ha implementado el método de momentos
de Grad a la teoria estdandar de Enskog, que es vilida pa-
ra gases monatémicos moderadamente densos de esferas du-
ras [14,15). Este procedimiento es bdsicamente una exten-
sion del tratamiento en densidades bajas, no obstante que las
colisiones binarias no localizadas y los efectos de apantalla-
miento colisional, presentes en todos los sistemas densos, ge-
nera importantes dificutades. En efecto, para gases densos se
deben incluir en la descripcion las contribuciones de los flujos
colisionales como contribuciones adicionales en las relacio-
nes constitutivas generalizadas [16].

En virtud de que recientemente se han reportado algu-
nos trabajos relativos al comportamiento hidrodindmico de
fluidos bidimensionales de discos suaves y rigidos, en rela-
cién con los procesos microscépicos de relajacién y trans-
porte [17-21], y debido al hecho de que consideramos un es-
tudio de este sistema como particularmente importante, por-
que presenta algunas simplificaciones en los algoritmos de
dinamica molecular, en este trabajo presentamos los resul-
tados del comportamiento de los coeficientes de transporte
generalizados para un gas moderadamente denso de discos
rigidos. El método de momentos de Grad se puede aplicar
a la ecuacién cinética estdndar de Enskog en dos dimensio-
nes, lo que nos lleva a conclusiones interesantes de los co-
eficientes de transporte en la regiéon donde es vilida de la
hidrodindmica generalizada. Concretamente, la extension del
comportamiento hidrodindmico al régimen cinético se logra
gracias a que la parte cinética del tensor de presiones y el flujo
de calor son considerados momentos relevantes dentro de la
descripcion. Posteriormente, un procedimento de reduccion
del espacio extendido de variables relevantes hacia el espacio
de variables conservadas nos conduce a las relaciones cons-
titutivas y ecuaciones hidrodindmicas generalizadas, dentro

2

del esquema general de funciones de memoria. Los calculos
corresponden a la aproximacion de ocho momentos de Grad,
en la expansion de la funcién de distribucién, y a orden mas
bajo en la densidad. Los coeficientes de transporte generali-
zados como funcion del vector de onda y la frecuencia con-
servan las caracteristicas mds importantes de relajacion en
la region finita. Estos coeficientes contienen explicitamente
a los tiempos de relajacién asociados, quienes dependen di-
rectamente de las integrales de colision molecular de discos
rigidos; esto evidencia la influencia del régimen cinético.

Asimismo, como en el caso de gases de Enskog, el sis-
tema que estamos considerando presenta ciertas dificultades
al incorporar las contribuciones de los flujos colisionales que
constituyen contribuciones importantes a los flujos en los sis-
temas densos. Aqui hemos desarrollado tnicamente la des-
cripcién que corresponde al primer orden en la densidad, es-
to es mds que suficiente para obtener la contribucién princi-
pal [15], en densidades altas, de los coeficientes de transporte
generalizados y de los tiempos de relajacién correspondien-
tes.

2. Modelo cinético

Consideremos un gas moderadamente denso de discos
rigidos descrito por la ecuacién cinética bidimensional de
Enskog [18]. Esto significa que la funcién de distribucion
f(x, ¢, t) evolucionaen el tiempo de acuerdo con la ecuacién
cinética siguiente:

a o
_f(_><(9722+c.w(x,c,t}:mf,f}; i

en ella no se han considerado fuerzas externas, c es la veloci-

dad moleculary .Jg (f, f) el kernel colisional de Enskog, es
decir,

P

Ie (f, F) = [ [3( (x+ Ef,f.) f(x,¢',t) f(x + ae, e}, 1) —x (xﬁ %e,t) _f(x,C,f)f(X*(LE,C],f.):I a(g - €)dedey. (2)

g-€20

En las ecuaciones anteriores (¢, ¢, ) y (c¢’, ¢}) son las ve-
locidades de dos particulas antes y después de la colisién,
g = c¢;—c es la velocidad relativa lineal, mientras que a es
el didmetro molecular y ¢ es un vector unitario con direccién
igual a la linea que une los centros moleculares en colisién,
apuntando hacia la molécula de referencia. La funcién y es la
funcidn de distribucién radial por pares para fluidos bidimen-
sionales en equilibrio local, evaluada en el punto de contacto
de los discos rigidos en colisién. Esta funcién toma en cuenta
las correlaciones espaciales y el hecho de que la probabilidad
de colision aumenta para gases densos. El factor y es funcién
de la densidad local, es decir, de la posicién y del tiempo,
ademads debe ser evaluada en el punto de contacto de los dis-
cos en colision (x & (a/2)e, t).

Laexpansién en serie de Taylor del kernel colisional de la
ccuacion de Enskog, hace posible expresarlo como una suma

de términos caracterizados por su dependencia en el didmetro
molecular, esto es,

Je(f, f) = I°f, fra) + J'(f, f; a®) + O(a®), (3)
donde
U f) = x [ (F#~ Fh)ate: & dedes, @

Il

PRy /‘[,\fs (FVE 4+ fY )

+

(SR

eV fi+ fhH)lalg-e)dedey ... (5)

J7se reduce a la contribucion del gas diluido multiplicado
por \, por lo cual, s ligeramente mds grande que la corres-
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pondiente al gas diluido. J/ es un término de segundo orden
en el didmetro molecular de disco rigido que contiene el pri-
mer orden en los gradientes de la funcién de distribucién,
de manera similar podemos construir los términos sucesivos
de orden superior. Es un hecho bien conocido que esta clase
de términos da origen al transporte colisional del sistema, un
mecanismo de transporte dominante en gases densos.

Ahora conviene definir las variables conservadas que
serdn usadas para describir el comportamiento hidrodindmico
del sistema:

n(x,f):/f(x,c,t)dc (6)

es la densidad de nimero, que define la densidad local
p(x.t) = mn, siendo m la masa molecular;

1
u(x,t) = H[cf(x,c,t)dc (7)

es la velocidad hidrodindmica, mediante la cuai podemos de-
finir la velocidad peculiar C =c —uy

1
pE(xt) =naKpT(x1) = / E'mCZ Jlixet)dey  (8)

que denota la temperatura cinética T (x,t) a través de la
energia cinética local del sistema pE(x, t), donde I{p es la
constante de Boltzmann.

Las ecuaciones de balance para estas cantidades se obtie-
nen directamente de la ecuacién de Enskog, el cdlculo es muy

d 1 4 1L 5
a( E+§pu)+\7- (/)Eu+§pu u+

En esta ecuacién la contribucion cinética de! flujo de calor se
representa como sigue:

q‘[‘.{x.f') = [%(mC"’ —4KgT)pCde, (14)

mientras que el momento colisional se puede expresar asi:

ql(x.t) = % [w.(c'2 ~ CP%af fy dl (15)

Debemos notar que la expansion del kernel colisional nos
conduce a varias contribuciones colisionales en la ecuacion
¢inética y en los flujos correspondientes. No obstante, po-
demos considerar solamente las primeras contribuciones de
cada flujo, debido a que esto nos proporciana la primera co-
greccion en la densidad del gas. Para obtener una solucion
aproximada de la ecuacién de Enskog, segiin el método de
momentos de Grad, vamos a considerar una expansién de la
funcién de distribucién alrededor de la maxwelliana local co-
rrespondiente a los invariantes colisionales del sistema, éstos
se encuentran definidos en las Ecs. (6)—(8), a saber,

©) B m —mC? .
fox e t) = ("'QWA'BT) . (21(”::“)' U

q""+q’+...)+(P"+P’+...)-u:U.
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similar al que se hace en gases diluidos, debido a que el kernel
colisional se anula para las variables conservadas. Después de
multiplicar esta ecuacion por las diferentes propiedades mo-
leculares y promediar sobre las velocidades resulta

dp o
o + V- (pu) =0, 9)
que es la ecuacion de continuidad, y el balance de impetu,

dpu K I
W+V-(puu+P‘+P ¥+ s} =00, (10)
Aqui el tensor de presiones P(x,t) = PN(x,t) + P! +
(x,t)--- estd formado de una parte cinética y otra contri-
bucién debida a los flujos colisionales, es decir,

PX(x,1) :/mCCf(x.c,t)dc (1)

Pl(x,t) =5 /)(m(C' _ C)eff1 dT, (12)
donde hemos denotado dI" =a(g - €) de dcy dc como el ele-
mento de drea que contiene la seccién transversal del disco
rigido (notemos que P!(x,t) representa el flujo de impetu
lineal producido por la transferencia colisional). De manera
similar se genera la ecuacion de balance para la energia local
del sistema,

(13)

En la expansion de Grad, se supone que podemos repre-
sentar la funcién de distribucién como una serie infinita de la
forma,

foxet) = fOx e Y S A HHD (@), (7)
82

donde H®)(c) son los polinomios multidimensionales de
Hermite y A(*)(x,t) los momentos correspondientes de la
funcién de distribucién. En adelante usaremos como varia-
bles relevantes los flujos fisicos relacionados con los momen-
tos de Grad. Esto significa que el flujo de calor y el tensor de
presiones cumplen un papel importante en la descripcion y
es por ello que necesitamos sus ecuaciones hidrodindmicas
de evolucién en lugar de las ecuaciones constitutivas usuales.
Los polinomios de Hermite tienen como variables indepen-
dientes la velocidad peculiar, de tal modo, que los momentos
asociados son justamente las contribuciones cinéticas de los
flujos. En contraste, las contribuciones del tensor de presio-
nes y flujo de calor, que vienen del transporte colisional de un
gas denso, no lienen una expresion directa en términos de los
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polinomios de Hermite. No obstante que las contribuciones
colisionales de los flujos no son variables independientes, se
pueden expresar en términos de los flujos cinéticos corres-

J

2p

1 m 2 < .
F®(x,¢,t) = fO(x,¢,1) [l + 35 (KBT) PR, 1)

Aqui hemos denotado con (°/) la parte cinética y sin traza
del tensor de presiones, para que al sustituir directamente la
funcién de distribucion f®)(x, ¢, ) en las definiciones de los
flujos colisionales de transporte, [Ec. (12) y Ec. (15)], poda-
mos obtener su representacion en esta aproximacion, es decir,

Pl(x,t) = (%PUK + nKpTé:;)xbp, (19)

(20)
|

q (x,4) = gxbﬂq’

([n(x,1)] = 1+ 0.7820bp(x, ) + 0.5322[bp(x, )]* + 0.3338[bp(x, 1)]* + 0.1992[bp(x, )]* + 0.1141[bp(x, t)]° + . ..

3. Ecuaciones de movimiento

Para avanzar un poco mds dentro del célculo, requerimos que
la funcién de distribucién f(B)(x,c, t) cumpla con la ecua-
cion de Enskog. En lugar de sustituir directamente la funcion
de distribucién, construimos las ecuaciones de movimiento
para las variables relevantes no conservadas mediante un pro-
ceso de integracién de la ecuacion cinética. Es un hecho bien
conocido que en este caso el término de arrastre en la ecua-
cion de Enskog introduce los momentos usuales del método

J

5 pOI
OFj

donde
8 = /m(CCC)iﬂ f(x,e,t)de
1 K K K
= 5(9‘:‘ 81+ qj du + q;" 8ij) (23)
¥
a
Shi=3 [xml(©C - CO), 11 ar
1 K K 1 K
=515 8+ g5 0u + 4 0ij ) xbp,  (24)
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pondientes, para ello sustituimos en las expresiones de los
momentos de orden superior una forma adecuada de la fun-
cién de distribucion. En la aproximacién de ocho momentos
la funcion de distribucién es la siguiente:

1/ m \° [ mC? ) K
el Pl =} g™ ) Gl O8]
CC+[;(KBT) (41{3']" 9 b

=

El segundo término de P!(x,t) es la contribucién a primer
orden en la densidad de la presién hidrostdtica que es pro-
porcional al factor de co-drea molecular bp = (ma®/2m)p,
en tanto que d;; es el tensor unitario bidimensional. Debe-
mos notar que las expresiones anteriores son vdlidas en gene-
ral para el caso de discos rigidos, sin importar el régimen de
vectores de onda que estemos considerando. En lo sucesivo
utilizaremos la siguiente expansion virial para y, adecuada a
sistemas bidimensionales [18]:

21

de Grad de orden superior. En efecto, vamos a tener una je-
rarquia de ecuaciones, en la cual necesitamos aplicar una su-
posicién de cerradura; en nuestro caso limitaremos el cédlculo
a ocho momentos. Esto significa que todas las integrales de-
ben ser calculadas con la funcién de distribucion de Grad en
la aproximacion de momentos cinéticos correspondientes a la
Ec. (18).

Siguiendo los pasos del proceso mencionado anterior-
mente, obtenemos que la parte linearizada del tensor de pre-
siones obedece la siguiente ecuacidn:

)y ¢ . 1 3 [ma?KgT
Bt + V, (Sfj; + S,’le)o + 2nKgT(1 + xbp)(Vu)?j - nI&BT(Vu)?j - Z(Vq" )?3] xbp = =2 i H:B nXPSK (22)

con ¢,j,0 = 1,2. Por otro lado, la ecuacién de movimien-
to linealizada para la parte cinética del flujo de calor tiene la

siguiente forma,
aqf\'
ot

KpT
m

1 (Kp\® [a?KpgT o
== gl (—B) XopVT = —/ T2 2B vgX. 25)
&~ m m

Aqui J¥, JT son los flujos del flujo de calor correspondiente,
asignados como un cuarto momento de la funcién de distri-
bucion que al ser evaluados dentro de la aproximacion que
estamos considerando los podemos representar como

+V (I + TN - V - (P°X 4+ pY)
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JE ’;—"CZ(CC),-jfdc
5 (KuT\? 6T
y
1
J=2 /2\( '—~C*C)ef f1dT
KeT [ Kul'. #
al ??z ( ‘,B bt P““) Xbp.  (27)

Con todos estos elementos, estamos listos para escribir un
conjunto completo linealizado de ecuaciones hidrodindmicas
en términos de las variables relevantes del sistema y sus deri-
vadas. La ecuacién de la densidad de nimero es

%+nv‘u=0;

la ecuacidén del impetu lineal es

(28)

m.wgE +nKp\WVT
ot
+ KT (\“" + %baﬁ) Vn + xP VP =0 (29)

donde v = [1 + (¢/4)xbn], v = 1,2,... representa una
notacion corta de las correlaciones espaciales que definen la
dependencia en la densidad de la ecuacion de movimiento.
Finalmente, la temperatura cinética obedece la ecuacién de
balance que ponemos a continuacion:

,11\'30—2 +nKpTxWVu+ x®vqkK =0. (30)

ot
Para las variables relevante no conservadas se aplica el
mismo procedimiento, de tal manera que la parte cinética del
tensor viscoso sin traza evoluciona seguin,

()P()]\
[é

+ 20K g Ty'? (Vu)

na’lKgT
—T1

i

(g ) =—2 YPIE, B

y la parte cinética del flujo de calor,

] N I’ - ) "
(—_:.)If— + 'Jruu(—:;?)‘\(‘”V]
: ; ; ma?KgT
¢ 2ol oy pox -\ JTEEES g (32)
m )
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Es evidente que podemos escribir un conjunto de ecua-
ciones similares para el tensor de presiones y flujo de calor
completo, lo dnico que necesitamos es tomar en cuenta la re-
lacién entre las partes cinéticas y colisionales de los flujos.
Las Ecs. (31,32) son ecuaciones del tipo de relajacién cuyos
tiempos caracteristicos se pueden expresar como

- Z.g _ m

P x 2yn V ma2KpT"’

o lf.‘ 1 m s
4 \ xn \ na2KgT" (33)

Notemos que estos tiempos de relajacién estdn asociados
con la interaccién colisional de discos rigidos, de modo tal
que solamente tenemos el didmetro del disco como pardametro
variable. Por otro lado, sus valores son mds pequefios que los
tiempos de relajacion del gas diluido Tp, TO no obstante, de-
bido al rango de variacién de \ con la dcnsidad siempre se
mantienen dentro del mismo orden de magnitud.

4. Ecuaciones constitutivas generalizadas

En este seccion del trabajo vamos a obtener las relaciones
constitutivas generalizadas del gas, para ello es necesario re-
solver las ecuaciones hidrodindmicas de las variables relevan-
tes no conservadas en favor de los gradientes de las variables
conservadas. Con el fin de llevar a cabo esta tarea, expresa-
mos las ecuaciones de los flujos en el espacio de Fourier y
tomamos su componente longitudinal, esto nos conduce a la
siguiente expresion,

o

(
(1- quTT).'kik PO i) — r;U—L ?[ik - u(k,w)]

!. ik - q’ (k,w)]zO, (34)
donde k es el vector de onda y w la frecuencia que re-
sulta después de realizar la transformacién. Aqui, 7y =
(mKBT/n)%/Qa es la viscosidad cortante usual del régimen
hidrodinamico para el sistema diluido bidimensional. Por
otro lado, la ecuacién de movimiento asociada con el flujo
de calor tiene una expresion muy semejante, a saber,

T”_ . (3)
(1 - iw-L)ikg® (k,w) — Ao
X

KT (k.w)

+ [\']gT

m

(3
rggfkik PO (kw) = 0. (35)
X
Como en el caso anterior, al simplificar las expresiones
aparece la wnduuwld.ld lcrmlul del gas en el régimen di-
luido Ao = 2(N3T/mm)2 )2 /a. La parte transversal de las
Ecs.(31) y (32) se obtiene con ayuda del operador de pro-
yeccion Q = 4;;—kk/k?, lo que nos da como resultado,
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tiene
ik - q(kw) = Mk,w)k®T (k,w)
— YT(k,w)k*[ik - u(kw)] (38)
ikik :P°(k,w) = nmv(kw)k*[ik - u(k.w)]

4
+ T(k,w}%T(k.w) (39)

Q - [ik-P°(k,w)] = nmu(k,w)k*Q - u(k,w), (40)

donde q(k.w). P°(k.w) son los flujos totales de impetu y
energia en la region finita de k,w. Al expresar las ecuaciones
de relajamiento de esta manera, podemos identificar directa-
mente a los coeficientes de transporte generalizados. Los re-
sultados que obtenemos son los siguientes: La conductividad
Iérmica generalizada,

(L (3))2 70
AMkw) = g X : ) [1 — L

/

- 33\ 2 0,052 -1
g L1KgT (\_) le%] . 4n
2 m X (1 - iw-E)

cuyo limite hidrodindmico lo podemos determinar directa-
mente:

2

\ 2
lim Akw) = TO (1 + g\bn) . (42)

(k,w)—(0,0)

Las componenentes longitudinal y/o transversal de la visco-
sidad cortante,
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70 - ‘\(2) 2 - ulk,w) — lT” \(3) 20 ; (e (l[\-(k,w)] -0 (36)
(1 - -iwl) Q - [ik- P (k,w)] — unTk Q- [ik-ulk,w 3
X
y “
3 - KpT (3) . ) 4 =
(1 - a’.uj—i) Q- iq" (k,w) + 2 Tg—\——() - [ik-P?™ (kw)] = 0. (37)
X T X
Nuevamente todas las variables son las correspondientes r
transformadas de Fourier de las variables relevantes que de-
penden del vector de onda k y la frecuencia w. . o ()2 | r;f
Para obtener una descripcion hidrodindmica generaliza- v(kw) = —— [l _ MT
da de un gas denso de discos rigidos en el espacio reducido nm.x
£ . ) | )
de variables conservadas p(k,w), u(k,w), T'(k,w), necesi- LKaT [\ TgT,?k! 1. .
tamos resolver las ecuaciones de movimiento del tensor de = - : T ML{) . (43)
presiones PO (kw) y del flujo de calor ¢* (k,w). Mediante 2 J
e . i .-“.34)y
un procedimiento que consiste en desacoplar las Ecs. ( o . ‘
(35) e incorporar posteriormentelos flujos colisionales de las ~ SU limite hidrodindmico correspondiente es
Ecs. (19) y (20) conforme la Ref. 14, obtenemos un conjun- ’ . s
to representativo de “‘ecuaciones constitutivas generalizadas™. i ulkw) = Jo (1 4 ben) . (44)
Parael gas denso bidimensional que estamos considerando se (k,w)—+(0.0) nmy 2

Mientras que Y (k,w), el coeficiente generalizado de efectos
cruzados, también denominado coeficiente de termostriccion,
es

T+ (2) 70
Pllops] = =2 T 5l 5] (45)
% X (1 - iw=E)
y
lim  T(kw)=
(k,w)—(0,0)

T 1 3 =
LMIF (1 RS 51!)11) (1 + Zkbn) T,?Ag, (46)

Para gases densos bidimensionales la viscosidad cortan-
te longitudinal y transversal coinciden completamente. No-
temos que tanto y como ") tienden a la unidad conforme
baja la densidad del gas, de modo tal que los coeficientes de
transporte tienden a sus valores usuales en régimen diluido.
Cabe mencionar la importancia de los tiempos de relajacién
que definen las diferentes etapas de evolucién del gas hacia
el estado de equilibrio y, a la vez, determinan el comporta-
miento con respecto al vector de onda y la frecuencia. Estos
resultados confirman de manera muy clara la transicién suave
del régimen cinético al régimen hidrodindmico. Por otro lado,
hemos determinado las expresiones analiticas de las transfor-
maciones que sufren los coeficientes de transporte usuales en
el régimen cinético para que se pueda preservar la estructura
general de las relaciones constitutivas. La dependencia en la
densidad del gas aparece de manera natural en los términos
que contienen las funciones de correlacién por pares. Esta ca-
racteristica es muy frecuente en los resultados que proporcio-
na la teorfa estdndar de Enskog para otros sistemas [22, 23].
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Re{Conductmdad Termica)

Kapa Omega

FIGURA 1. La parte real de la conductividad térmica generalizada,
como funcidn de las variables adimensionales ka y u,'rf,’. para un
gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad reducida
6 =0.144.

Vamos a analizar el comportamiento de los coeficientes
de transporte en funcién de ka (Kapa) y wrpo (Omega), el
vector de onda y la frecuencia adimensional, respectivamen-
te. En las graficas 3-D representamos separadamente la parte
real e imaginaria de los coeficientes generalizados quienes
se encuentran normalizados con respecto a sus valores del
gas diluido en el régimen hidrodindmico. Esto nos permite
tener en cuenta totalmente la influencia debida a la densi-
dad del sistema, cuyo valor mds representativo para gases de
Enskog es 4 = 0.144. La Fig. 1 muestra el comportamien-
1o de la parte real de la conductividad térmica generalizada
con respecto a las variables independientes. Como podemos
observar, corresponde a una funcién de relajacién que tiende
a cero conforme nos movemos hacia el régimen cinético. No
obstante, debido al valor relativamente grande de la densi-
dad, este coeficiente, junto con los coeficientes generalizados
restantes, esta por arriba de la unidad en el régimen hidro-
dinamico (ka = 0, w‘rf,’ = (). Este comportamiento gene-
ral, que también es caracteristico en gases diluidos y gases
densos de esferas duras, se presenta de manera menos pro-
nunciada en la parte real de la viscosidad generalizada, lo
que podemos apreciar en la Fig. 2. Con la misma influencia
en la densidad, pero con diferente escala en los ¢jes de las
variables independientes, en la Fig. 3 representamos el com-
portamiento de relajacion para la parte real del coeficiente
generalizado de efectos cruzados. Todos los coeficientes ge-
neralizados tienden a cero, no obstante de manera mds lenta
que cuando ocurre en gases diluidos, esta tendencia es menos
pronunciada conforme aumenta la densidad. En las Figs. 4 y
5, graficamos la parte imaginaria de la conductividad térmica
y viscosidad generalizada, cuyo maximo es mds pronunciado
que en los gases diluidos, y de manera similar a la parte real
con el aumento en la densidad tienden mds lentamente a cero.
Con un cambio de escala en las variables independientes, en
la Fig. 6 se encuentra la parte imaginaria del coeficiente de
efectos cruzados. Este coeficiente, que regularmente no es

Re(\Viscosidad)
o o
- o

-]
N

_—— 3 0a
S 02

Kapa Omega

FIGURA 2. La parte real de la viscosidad generalizada, como fun-
cién de las variables adimensionales ka y uurf,’. para un gas denso
bidimensional que se encuentra a la densidad reducida § = 0,144,

Re(Tarmostnccion)
o
e

o
=19

Kapa
Omega

FIGURA 3. La parte real del cocficiente de termostriccion, co-
mo funcién de las variables adimensionales ka y wr}‘," para un
gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad reducida
4 = 0.144.
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\\}‘;}{:@\ il

\%\\{'ﬁ““w
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Im{Conductmdad Térmica)

Kapa
Omega
FIGURA 4. La parte imaginaria de la conductividad térmica gene-
ralizada, como funcion de las variables adimensionales ka y u:".';,].
para un gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad

reducida & = 0.144.
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FIGURA 5. La parte imaginaria de la viscosidad generalizada, co-
. - , : . 0

mo funcién de las variables adimensionales ka y wr,, para un

gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad reducida

' =0.144.
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FIGURA 6. La parte imaginaria del coeficiente de termostriccidn,
como funcién de las variables adimensionales ka'y wrf," para un
gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad reducida
&=10,144.

tratado de manera muy clara en la literatura, tiene un com-
portamiento similar al que se obtiene para gases diluidos.

5. Comparacion con Funciones de Memoria

Para relacionar el modelo bidimensional Grad-Enskog con
los formalismos usuales de funciones de correlacién de la hi-
drodindmica generalizada, necesitamos reinterpretar los re-
sultados de los coeficientes de transporte del gas denso bi-
dimensional, en la regidn finita de k,w, como funciones de
memoria correspondientes al esquema de la ecuacién de Lan-
gevin generalizada [1, 2]. Recordemos que la desripcién de
un estado fuera de equilibrio de un sistema macroscépico,
puede llevarse a cabo en términos de un conjunto de varia-
ble relevantes (A;), que obedecen ecuaciones de movimiento
determinadas por la matriz de frecuencia £2,; (k) y la matriz
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de memoria Hjj(k,t). El comportamiento dindmico de tales
variables se expresa como sigue:

O_A‘_Ja(fkﬁ_ = i (k) A (k,t)

t
- / Hy(k, ) Ai(k,t — ') dt’ + Fj(k,t). (47)

4]

En esta ecuacion hemos indicado explicitamente la de-
pendencia sobre el vector de onda de todas las cantidades,
Fj es el valor de la fuerza fluctuante asociada con todas las
variables relevantes que no se tomaron en cuenta en esta des-
cripeién. Si las variables relevantes A;(k, t) se eligen de tal
manera que representen los procesos de relajacién lenta en el
fluido, entonces la ecuacién de Langevin es una buena des-
cripcion del comportamiento hidrodindmico en la regién fi-
nita de longitudes de onda y frecuencias. La matriz de fre-
cuencia ;;(k) determina a través de sus eigenvalores las
frecuencias de los modos colectivos de relajacion lenta. La
matriz de amortiguamiento o kernel de memoria, f;;(k,f)
contiene las constantes de amortiguamiento que son cantida-
des estrechamente relacionadas con los coeficientes de trans-
porte generalizados. En efecto, el método de momentos de
Grad proporciona un conjunto de ecuaciones de evolucién de
las variables relevantes, que suplementadas con las relacio-
nes constitutivas generalizadas, las podemos representar en
el espacio de Fourier de la forma siguiente,

—wAi(kw) = Lij(kw)A;(kw), (48)
donde
L,J(k‘u}) = IQU(]() = H,'J'(k.t].}vl,-(k,w)

estd formado de las variables relevantes conservadas adimen-
sionales,

Ak w) = [”(k‘““'),( o ) iku(k,w),

KpTy®)
1\ 7k,
(W) —(T“’)]. (49)

Bajo estas condiciones podemos representar los elemen-
tos distintos de cero de la matriz frecuencia:

, KsT
12 (k) = QO (k) = —\/—‘I::—\(B)k, (50)
, K
Qa(k) = aa(k) = -/ BL @k (51
m

y los elementos distintos de cero la matriz de memoria, estos
tltimos se expresan en términos de los coeficientes generali-
zados, esto es,

[
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Hys(kw) = v(kw)k?, Hyg(kw) = 262 sy,
nl g
KgT\? T(kw) . .
Hys (k) = Hup(kw) = - (--‘—“—) ) ys, (s3)
m nigT
Hiyy(kw) = Hss(kw) = v(kw)k?. (54)

Al escribir las ecuaciones hidrodindmica de esta manera,
vemos con claridad que los coeficientes de transporte gene-
ralizados representan la respuesta no-local y no-instantinea
del sistema. Ademds, en el caso del gas denso bidimensional
la respuesta del sistema, por efectos de deformacién cortante,
coincide tanto en la direccidn longitudinal como en la trans-
vesal. La matriz de memoria resulta ser simétrica [14], como
consecuencia de la reciprocidad de efectos cruzados en las
relaciones contitutivas generalizadas.

6. Conclusiones

Hemos presentado un estudio del comportamiento hidro-
dinimico generalizado de un gas moderadamente denso de
discos rigidos en la region finita de vectores de onda y fre-
cuencias. La teoria estandar de Enskog para este sistema, a

A. RANGEL-HUERTA

través del método de ocho-momentos de Grad, hace posible
considerar al tensor de presiones y al flujo de calor como va-
riables relevantes. Un estudio cuidadoso de los flujos termo-
dindmicos nos indica como incorporar los flujos cinéticos y
colisionales en la region finita de vectores de onda. Este pro-
cedimiento nos permite obtener expresiones analiticas de los
coeficientes de transporte generalizados cuyo comportamien-
to en laregion finita estd determinado por algunos tiempos de
relajacion caracteristicos, mientras que la dependencia en la
densidad estd presente a través de las funciones de correla-
cion por pares. Los coeficientes generalizados se reducen a
los coeficientes de transporte usuales de Chapman y Enskog
en el régimen hidrodindmico vy, por otro lado, a los resultados
del gas diluido en densidades bajas. Finalmente, hemos reali-
zado una comparacion de nuestro tratamiento con el formalis-
mo usual de la hidrodindmica generalizada. En este contexto
es posible identificar a los coeficientes de transporte como las
funciones de memoria que describen la respuesta no localiza-
da y no instantdnea del sistema.
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