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E:l. eSlc.lrabajo consideram~s el compo:tamiento hidrodinámico de un gas hidimensional. moLlerJdarnente denso. en la región finita de
vectores de onda y frecuenc.las. LJ leonJ estándar de Ensko1! y el método de ocho-momentos de Gnd h'ccn ~ .hl I I
• •• • • • • , • • L - • ." 1,,,SI e encontrar as re <l-
~Ion~~.(ons(ltlltl~as.generalll.adas el~ la reglOn don:Je se apIJca la hidrodinámica genernlizada. Mediante estc procedimiento ohtenemos los
l:(JeIlClcntes de tr,msporle que posterlormcnte relacIOnamos con "lIS respectivas funciones de memoria.

/)c.w.,.il'/orcs: TcoríJ cinéticJ; coeficientes de transporte generalizaLlos

Thi.s papcr pre:cnts the h~dr~ynamical bchavior 01' a mooerately dense hidimensional gas ,nto the linit wave.vcctors ami frequencies
rcgl{lIl. Ens.kog s Mandar klllctlC lheory and Grad eight-moments Illl'thod. make possible to lilld the gcncr.J!ized constilutivc relations up to
the gencrnhzcd hydrodynamic regimc. By mcans of this procedurc. we llave ohtained the transport cocflicienls which are rclaled with its
corrcsponding Illemory functions.

KeYlI"ort!.\': Kinelic theory; gcncralized lransport cocfllcients
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I. IntroduccilÍn

El comportamiento hidrodinámico de un Huido simple est,í
caracterizado por la densidad espectral de las f1uclUaciollcs
espontáneas microscópicas que contienen toda la informa-
ción relevante del sistema. En lérminos generales estas fun-
ciones de correlaci6n son difíciles de evaluar directamcnle,
sin clIlhargo. se pueden aproximar cerca del régimen hidro-
dinámico (longitudes dc onda largas y frecuencias hajas) a
través de las ecuaciones hidrodinámicas de Navicr-Stokes
que tkscrihell la din,ímica dc un fluido viscoso. En esta des-
cripción los coeficienles de lranspone y las variahles termo.
tlin<Ímicas son datos adicionales del prohlema que provienen
de cicrlos resultados experimentales. o hien de algún modelo
microscópico 11-31.

Un estudio cuidadoso de la teoría cinélica generalizada de
Ensktlg. permitió dclimilar la aplicación de la hidrodinámica
usual y definir el intervalo en longitudes de onda. frecuen-
cias y densidad, donde es necesario hacer una descripción
hidrodinámica generalizada de un fluido de esferas duras. El
resultado hásico de la leoría predice que el l1uido se compor-
ta dinámicamente como si solamente tuviera algunos eigen-
modos efectivos tle relajación en cl régimen cinético [4,5].
En panicular. se definen tres regiones de densidad reducida
l"5 = 1/(/3 (donde '11 es la uensitlad tic número local y a es el
di<Íllletro molecular): el gas diluido l"5 :s 0.1, gas modera-
dal11C'nte denso 0.1 :s 6" :s 0.35 y el régimen de gas denso
0.35 S; b :S U,70. Para fluidos diluidos y moderadamente
t1C'IlSOS.las ecuaciones tic Navicr-Stokes son válidas para vec-
torcs dc onda lales que ka. :s 1 y además, para 1 :s ka ::;30

las extensiones analílicas de los modos hidrodinámicos si-
guen representando los rasgos principales del faClor de es-
tructura dinámico.

Por otro lado, introduciendo una escala espacio-temporal
en la hidrodinámica usual podemos hacer una descripción
hidrodin¿ímica generalizada que nos permite conside-rar de
manera unificada las mediciones tic dispersión inel<ística de
luz y ncutrones en gascs [G, 71. es decir. considerar una rc-
gión finita dc vectores de onda y frecuencias a p¿lflir del
régimen hitlrodin<Ímico. Este procedimiento alternativo, de
Car¡íclcr fellolllenol¡)gico. consiste en generalizar las relacio-
nes constitutivas tic manera que la respuesta de las fuerzas
termodinámicas se pueda considerar como provcniente de los
flujos disipativos dellluido con coeficientes de transporte gc-
neralizados que dependcn del vector tle onda y la frecuencia.

Excepto por algunos resultados de dinámica molecu-
lar 18J. hasta hace poco no exislía una deducción mi-
croscópica de los coefkientes general izados para l1uidos sim-
ples el1 densidades moderadas. La forma en que podemos oh.
tenerlos de manera analítica, a partir de consideraciones del
comportamiento microscópico molecular, es a través de la tc-
oría cinética dc los gases. Para gases diluidos la solución de
la et:uaci6n cinética de Boltl.mann por medio del método de
momenlOs de Grad 19). conduce a ecuaciones hidrodinámicas
generalil.adas para las v<lriahles relevantes del sistema que in-
cluyen al tensor de presiones, llujo de calor y algunas otras
variahles no conservadas que son momentos de la función de
distrihución de orden tensorial mayor 110-13].

Nos queda claro que una dcscripci6n hidrodinámica ge-
neralizada para gases diluidos tiene el inconveniente de es-
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lar limitada a densidades bajas. Para evitar en lo posible cs.
la restricción, se ha implementado el método de Illomentos
de Grod a la leoría estándar de Enskog, que es válida pa-
ra gases monatómicos moderadamente densos de esferas du-
ras (1-1, 15]. Este procedimiento es básicamente una exten-
sión lid tratamiento en densidades bajas. nu obstante qu~ las
colisiones binmias no localizadns y los efectos de Jpantalla-
miento colisiona!, presentes en lodos los sistemas densos, ge-
nera importantes dillcutadcs. En efeclo, pma gases densos se
deben incluir en la descripción las contribuciones de los flujos
colisionalcs como contribuciones adicionales en las relacio-
nes constitutivas generalizadas [16].

En virtuu de que recientemente se han reportado algu-
nos trahajos relativos al comportamiento hidrodinámico de
!luidos hidimensionales de discos suaves y rígidos, en rela-
ción con los procesos microscópicos de relajación y tmlls-
porte 117-21 J, y dehido al hecho de que consideramos un es-
tudio de este sistema como particularmente importante, por-
que presenta algunas simplificaciones en los algoritmos de
dinámica molecular, en cste trabajo presentamos los rl~stll-
tados del comportamiento de los coefkientes de transporte
generalizados para un gas moderadamente denso de discos
rígidos. El método de momentos de Grad se puede aplicar
a la ecuación cinética estándar de Enskog en dos dimensio-
nes, lo que nos lleva a conclusiones interesantes de los co-
efkientes de transporte en la región donde es válida de la
hidrodin<imica generalizada. Concretamente, la extensión del
comportamiento hidrodinámico al régimen cinético se logra
gracias a que la parte cinética del tensor de presiones y el !lujo
de calor son considerados momentos relevantes dentro dc la
descripción. Posteriormente, UIl procedimento de reducción
del espacio extendido de variahles relevantes hacia el espacio
de variahles conservadas nos conduce a las relacioncs cons-
titutivas yecuacioncs hidrodinámicas generalizadas, dentro

I

del esquema general de funciones de memoria. Los cálculos
corresponden a la aproximación de ocho momentos de Grad.
en la expansión de la función de distribución, y a orden más
hajo en la densidad. Los coeficientes de transporte generali-
zados como función del vector de onda y la frecuencia con-
servan las características más importantes de relajación en
la regi6n linita. Estos coefkientes contienen explícitamente
a los tiempos de relnjación asociados, quienes dependen di-
rectamente de las integrales de colisión molecular de discos
rígidos; esto cvidencia la inlluencia del régimen cinético.

Asimismo, como en el caso de gases de Enskog, el sis-
tema que estamos considerando presenta ciertas dificultades
al incorporar las contribuciones de los !lujos colisionales que
constituyen contribuciones importantes a los llujos en los sis-
temas densos. Aquí hemos desarrollado únicamente la des-
cripción que corrcsponde al primer orden en la densidad, es-
to es más que suficiente para ohtener la contrihución princi-
palll::>]. en densidades altas. de los coeficientes de transporte
generalizados y de los tiempos de relajación correspondien-
tes.

2, Modelo cinético

Consideremos un gas moderadamente denso de discos
rígidos descrito por la ecuación cinética bidimensional de
Enskog [181. Esto significa que la función de distrihuci6n
¡(x, e, f) evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ecuación
cinética siguiente:

Df(x,c,t)
DI +c.vf(x,c,t)=hU,f); (1)

en ella no se han considcmdo fuerzas externas, C es la vcloci-
dad Illoleeular y .1" (j, /) el kernel colisional de Enskog, es
decir,

.le U, /) = .1
g-f2::fl

[,(X+-'2",t)f(x,c',t)f(x+af,c'"I) ( a )f( ]-y x- '2,,1 x,c,t)f(x-"',c"t) a(g.<)df(le,. (2)

(4)

.En las ecuaciones anteriores (C,CI) y (C',C~) son las ve-
IOcH.!;.ldesde dos partículas antes y después de la colisión,
g =. cl -c es la velocidad relativa lineal, mientras que ti es
el thámetro molecular y ( es un vector unitario con dirección
igual a la línea que une los centros moleculares en colisi6n
apuntando hacia la molécula de referencia. La funci6n .\ 'es I~
función de distribución radial por pares para fluidos hidimen-
sionales en equilihrio local, evaluada en el punto de contacto
de los discos rígidos en colisi6n. Esta funci6n lOma en cuenta
las correlaciones espaciales y el hecho de que la prohabiliJad
de colisión ~lumcnta para gases densos. El factor X es función
de la ~ensidad local, es decir, de la posición y del tiempo,
,ulemas dehe ser evaluad<t en el punlo de contacto de los dis-
cos en colisión (x ::i: (a/2)(1 l).

La expansión en serie de Taylor del kernel colisional de la
ecuaci6n de Enskog, hace posihle expresarlo como una sUllla

'1----------------
de términos caracterizados por su dependencia en el diámetro
molecular, esto es,

hU, f) = JOU,J; a) + JI U,f; ,,') + 0(,,3), (3)

donde

JOU,f) = X / U' f{ - f j,) "(g . ,) d, del,

JIU,/) ="/[\(.(I'vf{ +fvf,)

1
+ 2('. vx)(I' f: + f j¡)],,(g . ,)du/e¡ ... (5)

.lOse reduce ;¡ la contrihución del gas diluido multiplicado
por \' por lo cual. es ligeramente más grande que la corres-
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que es la ecuación oe continuidad. y el oalance de ímpetu,

sin~il,aral que se ha¡,;een gases diluidos. dehido a que el kernel
C()lIS,IOI~alse anula para las variables conservadas. Después de
tIlulllphcar esta ecuación por las diferentes propiedades mo-
leculares y promediar sobre las velocidades rcsulta
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pondie~lIe al !!as diluido. JI es un término de segundo orden
en el (!Itímelro molecular de disco rígido que contiene el pri-
mer orden en los gradientes de la funci6n de dislrihución
de manera similar podemos construir los términos sucesiv()~
ele o,rde~ superior. Es un hecho hien conocido que esta clase
dc ¡cm,lInos da origen al transporte colisional del sistema, un
Illccamsmo de Iransporte dominante en gases densos.

Ahora conviene definir las variables conservadas que
ser<Ínusadas para describir el comportamiento hiJroJintímico
del sistema:

DI'Dt + v . (pu) = O, (9)

es la densidad de número, que define la densidad local
p( x. f) = 11m, siendo In la masa molecular;

es la velocidad hidrodinámica. mediante la cual poJemos de-
finir la velocidad peculiar e = e - 11 Y

¡,E(x,t) = IIJ,,,T(x,t) = ( klllC' f(x,c,t)de, (X)
" -

II(X, t) = 2. J ef(x, e, t) de (7)
11

( 11 )

( 12)

( 10)

I " Jp (x,t)=2 .\m(C'-c)<f!Idr,

r Jp '(x. t) = mCCf(x. e. t) de

Dpui5f + v . (1'"" + pi' + pI + ... ) = O.

Aquí el tensor de presiones P(x, t) = pf\' (x, t) + pI +
(x, t) ... eSlj formado de una parle cinética y otra contri-
bución debida a los flujos colisionales, es decir.

y

(6)II(X,t) = J f(x,e,t)de

que denota la temperatura cinética T(x, t) a través de la
energía cinética local del sistema pE(x, t). donde l\11 es la
constante L1eBollzl1Iann.

Las ecuaciones de balance para estas cantidades se obtie-
nen din.'ctamenlc de la ecuación de Enskog, el cálculo es tIluy

I

donde hemos denotado dr =u(g . c) dE del de como el ele-
mento de área que contiene la sección transversal del disco
rígido (nolemos que pI (x. t) representa el flujo de ímpetu
lineal producido por la Iransferencia colisiona!). Dc manera
similar se genera la ecuación de balance para la energía local
del sistema.

iJ ( 1 .,) ( 1 2 r )Dt pE + 2Pw + V, pEu + 21'" u + q' + ql +... + (1,1' + pI + ... ) .u =0. ( 13)

En esta ecuación la contriouci6n cinética del l1ujo de calor se
representa C0l110 sigue:

,{(x.t) = J ~(lIlC2- 4l\8T)pCde, (14)

En la expansión de Grad, se supone que podemos repre-
sentar la función de distrihuci6n corno una serie intinitJ de b
forma.

( 17)f(x.c,t) = fIO)(x.c,t) L ~A('I(x,t)JI(')(e),
.".•

donde //(s)(c) son los polinomios multidimensionJles de
Hermite y A(s)(x, t) los momentos correspondientes de IJ
función de distrihución, En adelante USJrernos como varia-
hles relevantes los flujos físicos relacionados con los momen-
los de Grad. Esto significa que el flujo de calor y el tensor de
presiones cumplen un papel importante en la descripción y
es por ello que necesitamos sus ecuJciones hidrodinámicas
de evolución en lugar de las ecuaciones constitutivas usuales.
Los polinomios de Hermite tienen como variahles indepen.
dientes la velocidad peculiar, de tal modo. que los momentos
asociados son ju",lamente las contriouciones cinéticas de los
flujo",. En contrasle. las contril"luciones del tensor de presio-
nes y !lujo de calor. que vienen del transporte colisional de un
gas denso. no tienen una expresión directa en términos de los

(1 tl)

( 15)

( Ill) (-lIlC')f(Ol(x.e.t) = no r T exp oJ' T .
_7T \}l ~ \u

mientras que el momento colisional se puede expresar así:

I " J '2 .)q (x. t) =:¡ \IlI(C - C-l<f!I dI'.

J)ehL'lllos notar que la expansión del kernel colisional nos
conuu<:L'a varias contriouciones colisionales en la ecuaci6n
cinética y en los llujos correspondientes. No ohstante. po-
demos considerar solamente las primeras contribuciones de
cada l1ujo. ochido a que eslo nos proporcirllla la primera co-
rrecci6n en la densidad del gas. Para obtener una soluci6n
aproximada de la ecuación de Enskog. seglin el método dc
momentos de Grad. vamos a considerar una expansión dc la
fUIl(:i6nde distrihución alrededor de la maxwelliana local co-
rresp(lIIdiL'ntc a los jnv~uiantes colisionales del sistema, ésh)S
se encuenlran definidos en las Ecs. (6)-(8), a saher,

R•.". Mn. n,. 45 (4) (1999) :nn-37R



polinomios de Hcrmitc. No obSlant~ que ~as contri.hucion~s
colisionalcs de los flujos no son vanables tndcpcm.llcntes, se
pUl'dcn expresar en términos de los !lujos cinéticos corrcs-

l
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pondicntcs. para ello sustituimos en las expresiones de los
momentos de orden superior una forma adecuada de la fun-
ción de distrihución. En la aproximación de ocho momentos
la función de distrihución es la siguiente:

[
1 ( 111 )" 1 ( m )' ( mC' 1) 1,( 1) c]¡1')(x,e,I)=¡IOI(x,c,l) 1+

2p
KHI' pOh(x,t):CC+¡; ¡'BT 4KHI'- '1 x,' .

( 18)

A4uí hemos denotado con (01\') la part~ ci.nél~ca y sin trala
del tensor de presiones. para que al sustItUir (i1rcctamcnIC la
función de distribución /(8) (x, e, t) en las defIniciones de los
flujos colisionales de traosporte, lEc. (12) Y Ec. (15)], poda-
mos obtener su representación en esta aproximación, es deCIr,

pl(X,t.) = (~pOK +nKlJTJ.}hb(,. (19)

3 r
'11 (x, t) = ¡.\bp'l' (20)

I

IEI segundo término de pI (x, t) es la contribución a primer
orden en la densidad de la presión hidrostática que es pro-
porcional al faclor de eo-área molecular bp = (7ta' /2m)p,
en tanto que 61j es el tensor unitario bidimensional. Debe-
mos notar que las expresiones anteriores son válidas en gene-
ral para el caso de discos rígidos, sin importar el régimen de
vectores de onda que estemos considerando. En lo sucesivo
utilizaremos la siguiente expansión virial para \" adecuada a
sistemas hidimcnsionales ¡181:

\ [n(x, t)1 = 1 + O.7820bp(x. t) + O.5322[bp(x, 1)]' + O.3338[bp(x, t)]' + O¡9gz[/,p(X, 1)]' + O.1141[bp(x, t)]5 + .. . (21)

3. Ecuaciones de movimiento

Para avanzar un poco más dentro del cálculo, requerimos que
la función de distribución ¡(8)(X,c,t) cumpla con la ecua-
ción de Enskog. En lugar de sustituir directamente la función
de distribución, construimos las ecuaciones de movimiento
para las variables relevantes no conservadas mediante un pro-
ceso de integración de la ecuación cinética. Es un hecho bien
conocido que en este caso el término de arrastre en la ecua-
ción de Enskog introduce los momentos usuales del método

I

I
de GraL!de orden superior. En efecto, vamos a tener una je-
rarquía de ecuaciones, en la cual necesitamos aplicar una su-
posición de cerrudura; en nuestro caso limitaremos el cálculo
a ocho momentos. Esto significa que todas las integrales de-
ben ser calculadas con la función de distribución de Grad en
la aproximación de momentos cinéticos correspondientes a la
EC.(I8).

Siguiendo los pasos del proceso mencionado anterior-
mente, obtenemos que la parte linearizada del tensor de pre-
siones obedece la siguiente ecuación:

1pOK
( ij 1" I o . o----¡j( + vI(S,j, + S,;,) + 2nK lJT(1 + .\bp)(VlI),; -

donde

1, IS,;, = m(CCC),;, ¡(x, c, t) dc

[
• o 1 J"] J7ta2J{lJT 01<n¡, llI'(vu).}. + -(V'I ')?; \bp = -2 n.\P,}' (22)

4 m

I
con i,j,l :::::1,2. Por otro lado, la ecuación de movimien-
to Iinealizada para la parte cinética del flujo de calor tiene la
siguiente forma,

y

(23)

(24)

7ra2l\nT r
---1t.\'1'. (25)

m

Aquí JI';, JI son los flujos del flujo de calor correspondiente,
asignados como un cuarto momento de la función de distri-
bución que al ser evaluados dentro de la aproximación que
estamos considerando los podemos representar como

Rel'. Mex. H,. 45 (4) (1999) 370-378
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y

_ ,) (['liT)', 3J\IIT 0."- -1' -- (Ji' +. --1'
/11 ) 111 1) (26)

. Es e~i~enle que podemos escrihir un conjunto de ecua-
ciones slImlares para el tensor tic presiones y flujo de calor
completo, lo único que necesitamos es lomar en cuenta la re-
lación entre las panes cinéticas y eolisionales de los flujos.
~as Ees. (31,32) son ecuaciones del tipo de relajación cuyos
tiempos característicos se pueden expresar l'omo

r" nll'
TIl= - =

\ 2\11 Tia:! K lJ T'

r" 111
Tr¡ = ..'!.. = (33)

\ \1l 1ra'lf\" n T'

Notelllos que estos tiempos de relajación están asocj¿.ldos
con la interacción colisional de discos rígidos, de modo tal
que solamente (enemos el diámetro del disco como parámetro
variahle. Por otro lado, sus valores son más pequeños que los
tiempos de relaJ'ación dcl1!as diluido TO TO no ohstante d"-~ J!' (/' <, •••..

hido al rango de variación de .\ con la densidad siempre se
mantienell dentro del mismo orden de magnitud.(2H)

(27)

On
- +"V'H =().01 '

_ ') 1\"117' ( A'uT ~ 7pOK)- --- p--U+- \bp.
1fI 7Jl 8 '

Con todos estos elementos, estamos listos para cscrihir un
conjunto completo lincali,ndo de ccu<lcioncs hidrodinámicas
en términos de las variahles relevantes del sistema y sus deri-
vadas. La ecuación de la densidad de número es

la ecuación del ímpetu lincal es 4. Ecuaciones constitutivas generalizadas

y la parte cinética del flujo de calor,

Para las variahles relevante no conservadas se aplica el
mismo procedimiento, de tal manera que la parte cinética del
tensor viscoso sin traza evoluciona según,

TO (:!)
(1 - i""..1'.)ikik:pOI'(k,,,) - '10-\ -k~[ik .1I(k,w)J

\ \

_ ~T°.\(3) k'[ik . ql' (k wJI= O (34)
'2 l' \ "

TO (:1)

(1 - i"..'!..)ik,t (k,w) -, '\0-\ -k'T(k.wJ
\ \

/"IIT \(:1). .+ --r"--,kik ,1'01, (k.w) = O. (35)
/11 q \"

donde k es el vector de onda y w la frecuencia que re-
sulta después de realil.ar la transformación. Aquí, '/0 =
(1111\- H T/ 7r) ~ /2a es la viscosidad cortante usual del régimen
hidrodinamico para el sistema diluido hidimensional. Por
otro lado, la ecuaci6n dc movimicnto asociada con el flujo
dc calor tiellc ulla expresión muy semejante, a saher,

En esle sección del trahajo vamos a ohtener las relaciones
constitutivas generalizadas del gas. para ello es necesario re-
solver las ecuaciones hidrodinámicas de las variables relevan-
tes no conservadas en favor de los gradientes de las variahles
conservadas. Con el fin de llevar a caho esta tarea, expresa.
mos las ecuaciones de los flujos en el espacio de Fouricr y
tomamos su componente longitudinal, esto nos conduce a la
siguiente expresi6n,

ITa' h'IJT [,O" (31)
H\ Ij ,

'/11

donde \1") = [1 + ("(l)xb"J,,, = 1,2, ... representa una
notación corla de las correlaciones espaciales que definen la
dependencia en la densidad dc la ecuación de movimiento.
Finalmente, la temperatura cinética ohedece la ecuación de
halance que ponemos a continuación:

O"
11/11 DI + 111\"11\ (.l)V'T

+ [,'uT (\ IRI + 0\ 1m') V" +\ (2)V p0" = () (29)
O"

0'1" .) (/"")' I'l)~./'-- + _11111 -- \ '
¿)f 11/

[,'u T I'l) ~ pOI,'
+--\ ,"

111

Como en el caso anlerior, al simplificar las expresiones
aparece la contluclivitlad térmica del gas en el régimcn di-
luido .\0 = '!.(I\"jlT/IIJ1r)~ la. La parte transversal de las
Ecs.(J 1) Y (32) ~e ohtiene con ayuda del operador de pro-
yección C2 = ái) -kk/".l, 10 que nos da como resultado,

RCI'. Mc.\". Fú. 45 (~) (1999) 370-:nX



HIDRODINÁMICA GENERALIZADA EN GASES BIIlIMENSIONALES MODERADAMENTE DENSOS DE DISCOS RíGIDOS 375

y

1'1 1 ,l').
(
1 _ iw T,;:) (). [ikpOK(k,w)J _ '10-' -k'q. [ik' n(k w) - -T"-k'q. (ik. '1"(k,w)] = O

( \' ':21'\

(
TO) .' 1\"HT ( \ (:l) . )01":

1 _ i"" .,' q .,'1" (k.".') + --T6-(2' [/k/ (k,w)] = O.
11I \

(36)

(37)

!vlientras que Y(k,w), el coeficiente gencralizado de efectos
cruzados,tamhién denominado (oc!iciente de tefmostricción,
es

Nuevamente todas las variables son las correspondientes
Iran~rorll1adas de Fourier dc las variahles relevantes que de-
pcnden del \'cclm dc onda k y la frecuencia w.

Para obtener una descripción hidrodinámica generaliza-
da dc un gas denso dc discos rígidos en el espacio reJucido
de voriahks conservo"as p(k, ""). n(k, w), T(k. w). necesi-
tamos resolver las ecuaciones de movimiento del tensor dc
presiones pO[\" (k,w) y dcll1ujo dc c<llm ql\' (k,w). Mediante
un procedimiento que consiste en desacoplar las Ecs. (34) Y
(35) e incorporar posteriormente los llujos colisionalcs dc las
Ecs. (19) Y (20) conformc la Re!'. 14, ohtenemos un conjun-
to representativo dc "ccuaciones constitutivas generalizadas".
Para el gas denso hidimcnsional que estamos considerando se
tiellc

ik, 'l(k,w) = A(k,w)k'T(k,w)

- Y(k, w)k2[ik . l1(k,w)J OH)

ikik :l'''(k.w) = 1l11,,/(k,w)k'[ik. l1(k,w)J

( (2))' [ TO/10 \ . lJ
1/(k.w) = ---- 1 - '''''-

H/I/ \ "

1/' T ((:1))' 00", ]-1\LJ.\ T"Tq'" .+::¡-- -- ,.'
_ 111 , (1 - iw~ )

su límite hidrodinámico (orrcspondientc es

1, ( 'lo ( 1 )'1111 " k,w) = -- 1+ :-.\/'"
(/.:,,,,,)--+(11,0) 111/1 \ 2

T ,(2) TD

Y(k.w) = -- '1 ,. A(k,w)
,1 , (1 - iw-"-)

\

(43)

(44)

(45)

,,~.1

+ Y(k,w)yT(k,w) (9)

Q' [ikpo(k,w)) = 11llll/t(k.w)k'Q. lI(k,w), (40)

donde l¡(k,w), I'°(k.w) son los flujos 10lales de ímpellJ y
energía en la región finita de k,w. Al expresar las ecuacioncs
de relajamiento de esta mancra, podemos identificar dire(la-
mente a los (oelicicntcs de transporte generalizados. Los rc-
sultados que ohrencmos son los siguientes: La conductividad
¡érmi(a gencralizada,

t.'uyo límite hidrodin;:ímico lo podcmos detcrminar dirc(ta-
mentc:

lim A(k,w) = AO (1 + ~"11l)2 (42)
(1...••.•)--+(0,0) \.t.

Las (OlllpOnenentes longitudinal y/o transversal dc la visco-
siJad cortante,

y

lim Y(k,w) =
(/.: •...,)--+(0.0)

(46)

Para gases densos hidimensionalcs la viscosidad cortan-
te longitudinal y transversal coinciden complctamente. No-
tcmos quc tanto \ como \(v) tienden a la unidad conforme
haja la densidad del gas, dc modo tal que los coeficientes de
transporte tienden a sus valores usuales en régimen diluido.
Cahe mencionar la importancia de los tiempos dc relajación
que definen las diferenles ctapas de evolución del gas hacia
el.estado de equilihrio y, a la vel, determinan el comporta-
111Ientocon respecto al vector de onda y la frecuencia. Estos
resultados confirman de manera muy clara la transición suave
del régimcn cinético al régimen hidroJinámico. Por otro lado,
hemos determinado las e.xpresiolles analíticas de las transfor-
maciones que sufren los coeficientes dc transportc usuales en
el régimen cinético par" que se pueda preservar la estructura
gencral de las relaciones constitutivas. La dependencia en la
densidad del £•.IS aparece de manera natural en los términos
que contienen las funcioncs de correlación por pares. Esta ca.
ra<.:terísticaes muy frecuente en los resullndos que proporcio-
na la teoría eSli.índarde Enskog para otros sistemas [22,23].
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"
FI(;UI<A l. La parle real de la wnduc!ividaJ térmica generalizada.
romo función de l¡lSvari;-¡hlcs .ldimensionalcs ka y WT

J
? para un

gas Jl'IlS0 bidimensional que se encuentra ¡) la densidad reducida
,\ = 11.1-14.

Vamos a analizar el comportamiento de los coeficientes
dc transporte en función dc k(l (Kapa) y WT,~ (Omega). el
vector dc ond,l y la frecuencia adimensional. respectivamen-
te. En las gr.ilkas 3.D representamos separadamellte la parle
real e imaginaria de los coeficientes generalizados quienes
se encuentran normalizados con respecto a sus valores del
gas diluido en el régimen hidrodinámico. Esto nos permite
tener en cucnW totalmente la inHucncia dchida a la densi.
dad del sistema. cuyo valor más representativo para gases de
Enskog es J :::::0.144. La Fig. I muestra el comportamien-
to de la parte real de la conductividad térmica generalizada
con respecto a las variahles independienles. Como podemos
ohscrvar. corresponde a una función de relajación que tiende
a cero conforme nos movemos hacia el régimen cinético. No
ohslanle, dehido al \'alor relativamenle grande dc la densi-
dad. este coeficiente, junto con los coeficientes generalizados
restantes, está por arriha de la unidad en el régimen hidro-
dinámico (ka::::: O,WT~ = O). Este comportamiento genc-
ral. que tamhién es característico en gases diluidos y gases
densos de esferas duras, se presenta de manera menos pro-
nunciada en la parte real de la viscosidad generalizada, lo
que podemos apreciar en la Fig. 2. Con la misma inlluencia
en la densidad, pero con diferente escala en los ejes de las
\'ariahles independientes, en la Fig. :3 representamos el COIll-
portilmiento de relajación para la parte real del coeficiente
generalizado Je efectos cruzados. Todos los coeficientes ge-
llt,'ralizaJos tienden a cero, no obstante de manera más lenta
que l'uando ocurre en gases diluidos, esta tendencia es menos
pmnulH.:iada conforme aUlllenta la densidad. En las Figs. 4 y
5, gralicamos la parte imaginaria de la conductividad térmica
y ....+"•.:osioao generalizada, cuyo máximo es más pronunciado
que en los gases diluidos, y de manera similar a la parte real
con el aumento en la densidad tienden más lentamente a cero.
Con un cambio de escala en las \'ariables independientes. en
la Hg. 6 se clH.:uentra la parle imaginaria del coeficiente de
efectos cruzados. Este cocliciente, que regularmente no es

FIGURA 2. La parle feal de la viscosidad genemlizada. como fun-
ción de las variahlcs adimensionales ka y wr,? para un gas denso
hidimensional que sc encuentra a la dcnsidad reducida ti = 0.144.

". ,

FJ(;UI{A J. La parle real del codkicnte de termostrilTión. co-
mo función de las variahles adilllt.'nsi('lnalcs ka y (,o..'T~, para un
gas denso hidimellsional que se encuentra a la densidad reducida
6=0.114.

o. - o

""

Ff(it't<A 4. La parte imaginaria de la conducti ....idad térmica gene-
ralizada. como funci{111de la••....ariahles adimensionalcs ka y ".':T~,

para un gas denso hidimensional que sc en•.:uentra a la densidad
reducida f~ = O.l.H.
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L,,(k.w) = inij(k) - llij(k,f),yA,(k.",')

-iwA;(k,w) = Li,(k.w)A](k,w).

donde

,-!I/,,(k, 1')A,(k,1 - 1') di' + F,(k,I). (47)

"
En esta ccuación hemos indicado explícitamente la de-

pendencia sohre el vector de onda de todas las cantidades,
Fj es el valor de la fuerza fluctuante asociada con todas las
variahlcs relevantes que no se tornaron en cuenta en esta des-
cripción. Si las v"r¡ahles relevantes Aj(k, 1) se eligen de lal
manera que reprcsenten los procesos de relajación lenta en el
lluido. entonces la ecuación dc Langevin es una buena des-
cripción del l'omportamiento hidrodinámico en la región fi-
nita de longitudes de onda y frecuencias. La matriz de fre-
cuencia nij(k) delermina a través de sus eigenvalores las
frecuencias de los modos colectivos de relajación lenta. La
matriz de amortiguamiento o kernel de memoria, Ilij(k,!)
contiene las constantes dc amortiguamiento que son cantida-
des estrechamentc relacionadas con los coeficientes de trans-
porte generalizados. En efecto, el método de momentos de
Grau proporciona un conjunto de ecuaciones de evolución de
las variahlcs relevantes, que suplcmcntadas con las relacio-
nes constitutivas generalizadas, las podemos reprcscntar cn
el cspacio de Fourier de la forma siguicnte,

III1lRODINÁMICA GENERALIZADA EN GASES BIDIMENSIONALES MODERADAMENTE DENSOS DE IlISCOS RiGIDOS 377

de memoria ll'j(k,t). El componamienlO dinámico de tales
variahles se expresa como sigue:

~
~

03-~

•• •

.",

l:'~
•.~.,
'"
"

••

¡<I(;URA5. La parle imaginaria de la viscosidad generalIzada. eo.
1110 función de las variables adimensionales /.:(1 y WT~, parn un
gas denso hidimensional que se encuentra a la densidad reducida
J = 0.144.

• •

"

FHiURA (1. La parle imaginaria del coeficiente de lcrmostrirciúll.
romo fum:ión de las variahles adimcnsioll<llcs 1.'11" y WT¡?, para un
gas denso bidimensional que se encuentra a la densidad reducida
J = U ¡.'.1.

tratado dc manera IIlUY clara en la literatura, liene un com-
portamiento similar al que se ohtiene para gases diluidos.

esuí formado dc las variahles relevantes conservadas adimen.
sionales,

..l(k.w) = [,,(~¡.w), c\¡¡;\ (8») l ikll(k,w).

(_1_) l T(k,w)] (49)
\(81 T'

5. Comparación con Funciones de Memoria

Para relacionar el modelo hidimensional Gratl-Enskog con
los formalismos usuales de funcioncs de correlación de la hi-
dro<.Jin,-ímicageneralizada, necesitamos reinterprelar los rl'-
sultados de los coeficientes de transporte oel gas denso hi-
dimensional. en la rcgión finita de k,,,,,,',como funciones de
mcmoria correspondientes al esquema de la ecuación de Lan-
gevin generalizada 11,21. Recordemos que la desripción de
un estado fuera de cquilihrio dc un sistema macroscópico.
pUl'de llevarse a caho en términos de un conjunto de varia-
hle relevantes (A¡). que ()hcdecen ecuaciones de movimiento
detl'rminadas por la matriz de frecucncia njj (k) y la matriz

Bajo estas condiciones podernos representar los elemcn-
tos distintos dc l'ero de la matriz frccuencia:

(51 )

y los elementos distintos oe cero la matriz de memoria, estos
últimos se expresan en términos de los (oclicientcs generali-
nidos, esto cs.

lIe. ,l/ex. Fr.. 45 (4) (1999) 370-378
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Al cscrihir las ecuaciones hidrodin<Ímica dc esta manera,
\'(,1II0S (on claridad que los coefJeientes de transporte gene-
ralizados representan la respuesta no-local y no-inslant:ínca
del sistema. Adem<Ís. en el caso del gas denso hiliimclIsiollal
la respuesta tll'l sistema, por efectos de deformación cortante,
coincitlc tanto en la dirección longitudinal como en la Irans-

vl'sal. La matriz tic memoria resulta ser simétrica [1-11.como
consecuencia tic la reciprocidad de efectos cruzados en las
relaciones conlitulivas gcncralitadas.

H,,(k,w) = I'(k,w)h", H13(k,w) = '\(k¡:w) k'.
11 \f)

(52)

(5.1 )

(5-1)

través del método de ocho-momentos de Grad, hace posible
considerar al tensor de presiones y al flujo de calor como va-
riables relcvantes. Un estudio cuidadoso de los flujos termo-
dinámicos nos indica cómo incorporar los !lujos cinéticos y
colisionales en la región finita de vectores de onda. Este pro-
cedimienlo nos permite onlener expresiones analíticas de los
coeficientes dc transpone generalizados cuyo comportamien-
lo cn la región finita está determinado por algunos tiempos de
relajación característicos. mientras que la dependencia en la
densidad eslá presente a través de las funciones de correla-
ción por pares. Los coeficientes generalizados se reducen a
los coeficienles de transp0r!e usuales de Chapman y Enskog
en el régimen hidrodinámico y. por otro lado. a los resultados
del gas diluido en densidades najas. Finalmente. hemos reali-
zado una comparación de nuestro tratamiento con el formalis-
mo usual de la hidrodin;lmica generalizada. En este contexto
es posihle idcntilicar a los coeficientes de transp0r!e como las
funciones de memoria que dc'\crihen la respuesta no localiza-
da y no inslantánea del sistema.

(•. Conclusioncs

liemos presentado UIl estudio del comportamiento hidro~
din:ímico !.!cncralizado de un gas moderadamente denso dc
discos rígi:los en la región finita de vectores de onda y fre-
cuencias. La teoría estandar de Enskog para cste sistcma. a
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