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1. Introduccion

El estado de equilibrio de un sistema termodindmico se pue-
de describir en términos de la energia o de la entropia, pro-
poniendo a cualquiera de ellas como la variable dependiente.
Esto es debido a la notable simetria que existe entre esas fun-
ciones. Es una consecuencia del hecho que los principios de
mixima entropia y de minima energia son totalmente equiva-
lentes. El principio de méaxima entropia caracteriza el estado
de equilibrio termodindmico como uno que posee la médxima
entropia para una energia total dada; en tanto que ¢l prin-
cipio de minima energia describe ese mismo estado como
aquel que tiene la minima energia para una entropia total da-
da. En ambas representaciones analiticas los pardmetros ex-
tensivos son las variables independientes, mientras que los
pardmetros intensivos surgen en la teoria como entidades de-
rivadas. Por otra parte, los pardametros que se miden y contro-
lan con mayor facilidad en el laboratorio son los intensivos,
de modo que normalmente, y desde el punto de vista prictico,
se les considere como las variables independientes y se pien-
se que el cardcter de cantidades derivadas le corresponde a
los pardmetros extensivos. Esa diferencia entre lo que usual-
mente ocurre en la prictica y el esquema analitico que se uti-
liza, ha propiciado la bisqueda de un formalismo matemitico
en el que las propiedades extensivas sean sustituidas por los
pardmetros intensivos en su papel de variables independien-
tes. Esa herramienta matemdtica existe en la mecdnica tedrica
con el nombre de la formulacién de Hamilton [1-3].

2. Los momentos generalizados

Para aplicar el esquema de Hamilton a sistemas termo-
dindmicos, se propone una densidad lagrangiana general co-
mo una funcion continua y con derivadas continuas hasta de
tercer orden en sus argumentos que tiene la siguicnte forma

funcional:

E=8(S. Vb (1

en donde t es el tiempo, S(t) la entropia total y V' (t) el vo-
lumen. Enseguida se define el momento generalizado como
cierta derivada de la densidad lagrangiana. Sin embargo, y de
acuerdo con la funcionalidad de ¢, se proponen las siguientes
dos posibilidades para definir ¢l momento generalizado en el
dmbito de la termodindmica:
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en donde T'(t) es la temperatura y p(t) la presién. A conti-
nuacién se propone una funcion conocida como la densidad
hamiltoniana que depende del tiempo y los momentos gene-
ralizados y las coordenadas generalizadas. En este caso, esa
funcion se puede definir de cualquiera de las dos formas si-
guientes:
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Como se verd a continuacion, cada representacion propuesta
describe algtin proceso termodindmico especilico.

3. La energia libre de Helmholtz

Considérese un sistema termodindmico de una sola fase con-
sistente de un solo medio continuo homogéneo y algin even-
to que cambia su estado. Supongase que ese cambio es debido
a un proceso adiabdtico infinitesimal que mantiene constante
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el valor de la entropia. Para esa situacion fisica y de acuerdo
con (2) y (4) se tiene que

1= TS —¢ ©)

en donde T'y S son las variables candnicas conjugadas. Da-
do que =1 es el momento generalizado y V' la cn_ordenudla
generalizada, la densidad hamiltoniana propuesta tiene la si-
guiente forma funcional:

H=H(T,V.t) (N
Su derivada total con respecto al tiempo es
17 : .. OH
ﬂia?{T_*_c')”H - . (8)

a or "oV ot
en donde el punto significa la derivada total con respecto al
tiempo. Por otra parte, la derivada total con respecto al tiem-
pode (6) es
TH ot dt
e PR . R ©)

dt av ot
De acuerdo con la mecdnica tedrica, las relaciones (8) y
(9) son compatibles si se satisface la siguiente condicion ge-
neral:

oM O

S e 10
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y se cumplen las siguientes relaciones:
dH s ] c’?H__‘J (1
ar ¥ oo

A los resultados (11) se les llamard las ecuaciones
canonicas de Hamilton. En el estado de equilibrio termo-
dinamico se tiene que H = H(T, V), de modo que se sa-
tisface la siguiente identidad termodinamica:

dH = —-SdT — pdV. (12)

Este dltimo resultado se puede escribir de otra manera si se
hace la siguiente integracion por partes:

—SdT — pdV =d(—pV )+ Vdp— SdT.

Sin embargo, y de acuerdo con la relacién de Gibbs-
Duhem [4, 5],

-SdT' +Vdp=0.

De la forma de Euler de la segunda ley de la termo-
dindmica [4. 5],

E=TS -pV,
se tiene que d(H — £ + T'S) = 0; de manera que
H=E-TS, (13)

en donde [(t) es la energia total del sistema. A esta nue-
va funcién termodindmica de estado se le conoce como la

energia libre de Helmholtz'y s¢ le designa' con la letra F'. En
érminos de ella, la identidad termodindmica (12) es

dF = =SdT - pdV;

en tanto que (10) se transforma en

oF _@ _0
at at ’

mientras que las ecuaciones canénicas de Hamilton (11) to-

man la siguiente forma:

OF\ _ , 3_F> -
(5?)\/#15 ! (BV T 4

4. La funcion de calor

(14)

Supéngase que el cambio de estado de un sistema termo-
dindmico cualquiera es debido a un proceso isotérmico re-
versible e infinitesimal, que se realiza a volumen constante.
Para esa nueva situacion fisica, y de acuerdo con las defini-
ciones (3) y (5), la densidad hamiltoniana apropiada tiene la
siguiente forma:

H=pV —¢, (15)
en donde p y V' son ahora las variables candnicas conjuga-
das. Como p es el momento generalizado y S la coordena-
da generalizada, la densidad hamiltoniana tiene la siguiente
forma funcional: H = H(p, S,t). Si se repite el cdlculo del
parrafo anterior, se puede probar que se satisface la condicién
general (10) y se cumplen las siguientes relaciones:
oH OH

047')— — =T.

‘/’ 3" a S

(16)
Estas son las correspondientes ecuaciones candnicas de
Hamilton. Como para el equilibrio termodindmico H =
H(p, S). la respectiva identidad termodindamica es

dH =Vdp+ TdS.

Si en el segundo término del miembro derecho del resultado
anterior se efectda una integracion por partes y se usan las re-
laciones de Gibbs-Duhem y la forma de Euler de la segunda
ley de la termodindmica [4, 5], se puede demostrar que

H=E+ypV. (17

A esta nueva funcion termodindmica de estado se le conoce
como la funcion de calor o el contenido de calor. También
se le llama la entalpia del sistema y se le denomina con la

letra 1V, La correspondiente identidad termodindmica toma
la siguiente forma:

dW =V dp+ TdS.

La condicién general (10) es ahora

ow ot
a ot
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¥y las ecuaciones canénicas de Hamilton (16) son las siguien-

tes relaciones:
aow e
35 ] =T (18)

aw
dp & =i y

5. Laidentidad termodinamica

Para el caso de un sistema termodindmico de una sola fase
que no estd aislado térmicamente Y experimenta un proce-
so infinitesimal que cambia su estado, la ganancia o pérdida
de energia se debe a dos mecanismos. Uno es el trabajo
mecdnico realizado sobre o por el sistema y el otro es la can-
tidad de calor adquirida o cedida por él. Para esa situacién
fisica se propone la siguiente relacion entre las densidades
hamiltoniana y lagrangiana:
?iS + EV —2¢.
as oV

De acuerdo con (2) y (3), asi como de la forrna de Euler
de la segunda ley de la termodindmica [4, 5],

H(S,V,1) =

al O(‘
(]CJS AT V=-TS+pV=-EF;
con FE(t) la energia total interna del sistema. Sea
E(S,V,t) = —((S,V,t) de modo que
H(S,V,t) = —L(S,V, 1). (19)

Su derivada total con respecto al tiempo es
OH .  OH_. OH or . ot. ot
+ '.——,I Fe=— === = 4—," - —.
AV ot as av ot
Para que este resultado sea compatible se requiere la satis-

{accion de la condicion (10) y que se cumplan las siguientes
relaciones:

OH OH
a5 Y v
Estas son las ecuaciones candnicas de Hamilton. El estado

de equilibrio termodindmico queda definido por la relacién
V, S), de manera que

(20)

= —p.

funcional H(
dH =TdS — pdV.

Si en el miembro derecho del resultado anterior se realizan
dos integraciones por partes y se utilizan las expresiones para
la forma de Euler de la segunda ley de la termodindmica y
para la relacion de Gibbs-Duhem [4, 5], se puede demostrar

que

H(S, V)= E(S,V);

y, por supuesto, se cumple que ¢(S,V) = —E(S, V). Por
tanto, para el estado de equilibrio la identidad termodindmica

CS

dE =TdS — pdV; (21)

mientras que las ecuaciones candnicas de Hamilton son aho-

ra
35) )
—_— = & ' —
(85 v . (DV ) -

Ademds, la condicién general

OF _ ot _
ot '__a_f'_o

se cumple idénticamente.

= —p. (22)

6. Trabajo y cantidad de calor

En un proceso adiabitico infinitesimal la entropia total per-
manece fija. Para que el sistema esté siempre en equilibrio
mecdnico la presién debe ser constante durante el proceso
completo. En ese caso, de la forma de Euler de la segunda
ley de la termodindmica [4, 5] y de (13) se obtiene el siguien-
te resultado:

dH = —pdV;

de modo que H = H(V,¢) Gnicamente. En esas circunstan-
cias, el cambio de estado del sistema solo es debido a una
variacion en el volumen que ocupa; de manera que se puede

afirmar que
dH _ (dR
dt — \ dt "
en donde R es el trabajo mecdnico realizado sobre el sistema
y se cumple que
dR _ v
dt . 4 5 dt

A partir de la relacién (13) y de la de Gibbs-Duhem [4, 5], se
puede demostrar por cdlculo directo que H = E(V,t), con £
la energia total interna del sistema.

Durante un proceso isotérmico tanto la temperatura como
¢l volumen ocupado por el sistema permanecen constantes,
de modo que el cambio de estado solo es debido a la cantidad
de calor ganada. En ese caso, de (17) y de la forma de Euler
de la segunda ley de la termodindmica [4, 5] se liene que

(23)

di=TdS. (24)

Se puede probar por cdlculo directo que de la rela-
cion (17) y de la forma de Euler de la segunda ley de la ter-
modindmica [4, 5], se tiene que H = E(S, t). Como por otra
parte

ds  dQ
TW = I-
se cumple que
dH dQ
il i 25
dt dt’ i)

en donde Q es la cantidad de calor recibida por el sistema.
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7. La energia libre de Gibbs

Los resultados (22), (18) y (14) muestran que dadas cuales-
quiera de las variables termodinamicas de estado E, Wy F'
como funciones de los pardmetros apropiados, se pueden ob-
tener las otras cantidades termodindmicas mediante la cons-
truccion de las respectivas derivadas parciales. Por esa pro-
piedad es que a esas variables de estado se les llama a menudo
los potenciales termodindmicos por analogia con el potencial
mecdnico. También se les conoce con el nombre de funciones
caracteristicas; esto es, la energia E con respectoa V'y S, la
funcién de calor W con relacién a S y p y la energia libre de
Helmholtz F' como funciénde V' y T'.

Sin embargo, la teoria requiere de un potencial termo-
dindmico que sea funcién de Ty p. Si T es el momento ge-
neralizado y p la coordenada generalizada, la densidad ha-
miltoniana tiene la siguiente forma funcional:

H =H(T,pt)-
En ese caso, la densidad lagrangiana es
# =L S.4)

que tiene la misma forma funcional que la entalpfa, de mane-
ra que se puede escribir que para este caso,

(= E+pV. (26)
Por tanto, se cumplen las siguientes relaciones:
ot OFE v
= = — =W 27
295 ~ 08 o W
Por consiguiente,
H=T5-¢ (28)

endonde Ty S son las variables candnicas conjugadas. Se
puede demostrar por medio del procedimiento analitico que
se ha venido utilizando, que también se satisface la condicién
general (10) y se cumplen las siguientes relaciones:

M_g o, M,

aT Y p T a8
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Estas son las correspondientes ecuaciones canénicas de Ha-
milton. Como para el estado de equilibrio H = H(T,p) se

tiene que
dH = SdT — Vdp.

Por otra parte, de (26) y (28), se puede verificarque H = —®,
con

d=F-TS+pV, (30)
una nueva funcion termodindmica de estado conocido como
el potencial termodindmico o la energia libre de Gibbs. En
término de ella la identidad termodindmica es

d® = —SdT + Vdp; (31}
en tanto que la condicién general (10) es ahora
o ot
— o, 2
at ot 32)
y las ecuaciones candnicas de Hamilton son las siguientes re-
laciones:
5‘11')
- =8
(57),
y
ae
—] =V 33
( dp ) T —

8. Conclusiones

La utilizacién de los métodos de la mecdnica teérica y con el
auxilio de las definiciones apropiadas, fue posible hacer una
reformulacién novedosa de los potenciales termodindmicos
en el espacio de fases.
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