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COIllO sc vertí a continuación. cada represcntación propuesta
descrihe algúll proceS(l lernl(ldin¿ímin) cspccílico.

en donde f l'S el tiempo, S{f) la cntropía total y F{f) el vo-
lUlllen. Enseguida.se define cl momento generalizado como
cicrta derivada de la densidad lagrangiana. Sin embargo. y de
¡¡cuerdo con la funcionalidad dc r. se proponen las siguicntes
dos po,sibilidalies para definir d momento generali/ado en el
:írnbih) dc la tCrIllOdin;ímica:

en donde 1'(/) cs la temperatura y pU) la presión. A conti-
Iluaciún se proponc una funci<Ín conocida como la densidad
hamiltoniana que dC¡lL'nde dd tiempo y los Illomcntos gene-
rali/ados y las coordenadas gencralit.adas. En este caso, esa
función se pll~dc delinir de cualquiera de las dos formas si-
guicntes:

1. Intrndllcci<Ín

El estado de equilibrio dc un sistema tennodin;Ímico se puc-
de dcsnibir ell términos de la encrgía o de la entropía, pro-
ponicndo a cualquicra dc ellas como la variablc dependienle.
Esto cs lkbido a la notable simetría que existe cntre csas fun-
cioncs. Es una consecuencia del hecho que los principios de
lll;Í:xima cnlropía y de mínima energía son totalmcnte equiva-
lClltcs. El principio dc lIl:íxima entropía caracteriza el estado
dl' equilibrio termodirl<Ímico como uno que po..;ee la m:íxima
entropía para una energía total dada; en talllo que el ruin-
cipio de mínima energía dcscrihe ese mismo estado como
aquel quc ¡icne la mínima encrgía para una cntropía total da-
da. En ambas represcntacioncs analíti<:as los l){Ircímerms l'X-

r('l/sil'os son las variahles independientes. mientras que los
IJurlÍ/IIl'rros illtl'1I.\'il'()S surgen en la tcoría como entidades dc-
rivadas. Por otra partc. los pariÍmetros que se miden y contro-
lan con mayor facilidad en el lahoratorio son los intensi,"os,
dl' modo quc normalmcnte. y desde el punto de vista pníctico.
se les considcrc como las variahles independientes y Sl' picn-
SI.' que l'1 car:ícter de cantidades derivadas le correspondc a
Jos padmetros l'x[ellsivos. Esa diferencia cntn: lo que usual-
mente Ol'tIlTe en la pdctica y el esqucma analítico que se lIti-
lila. ha pnlpiciado la blísqucda de un formalismo matelll:ílico
en cl que las propiedades extensivas sean sustituidas por los
par:ímetros intensivos cn su papel de variables independien-
tes, Esa herramicnta matemática existe en la Illec;ínica tcúrica
con el nombre de la formulaciún de Hamilton ll-:~l.

funcional:

1= I(S, l',1):
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(.¡ )
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2. Los nHllllentos generalizados

Para aplicar L'l esquema úe lIamiltoll a sistemas termo-
dinJnlicos. se propone una densidad Iagrangiana general co-
rno una funci<Ín continua y con dcriv~l(las continuas hasta d~
tercer orden cn sus argulllcntos que tiene la siguiente forma

3. La energía lihre de Helmholtz

Considl'rese UlI sistellla terlllodinJmico de una sola fase con-
sistente de un solo Illcdio continuo homogéneo y alglín cven-
to LJuecambia su cst<ldo. Supóngase que ese cambio es dehido
a un proceso adialütiL'o infinitesimal que manticne constante



415

dI' = -8 <lT -[,,1\1;(6)H=-Ts-e

EL ESQUEMA DE HAMILTON EN LA TER~10DlNÁMICA

e/leroía libre de He/ml/aflz. y se le de.sig.na.con la letra F. En
. Par'. "S3 situación física y d~ acuerdo b 12)el valor de la cntropla. ~ '" términos oc ella. la identidad tcrmOdlllamlCa ( es

con (2) y (4) se tiene que

en donde T y S son las variables canónicas conjuRadas. Da-
do que - T es el momento ge"erali¡.odo y F la co.ordellmJ,a

gencralizada, la densidad hamihoniana propuesta tIene la 51-

guit:ntc forma funcional:

( 15)

( 14)(DI') = _p.
0\1 T

H = JN - 1,

(DI') _ -S Y
DT 1'-

4, La runcilÍn de calor

Supóngase que el cambio de estado de un sistema termo-
dinámico cualquiera es dehido a un proceso isotérmico rc-
versible e infinilesimal, que se realiza a volumen constante.
Para esa nueva situación física, y de acuerdo con las defini-
ciones (3) y (5), la densidad hamilioniana apropiada tiene la
siguiente forma:

en tanto que (10) se transforma en

DI' __ íJf = fl'
DI - DI '

mientras que las ecuaciones canónicas de Hamilton (tI) to-
man la siguiente forma:

(9)

(8)

(7)'H = H(T, I',t.)

dH . ar. De- = -ST - -\1 - -.
di D\I 01

De acuerdo con la mecánica teórica, las relaciones (8) y
(9) son compalihlcs si se satisface la siguiente condici6n ge-
neral:

dH _ aH], DH¡,_ DH.
di - DT + D\I DI '

en donde el punto significa la derivada total con respecto al
tiempo. Por otra parte, la derivada total con respeclo al tiem-
po de (6) es

Su Lh:rivada lotal con respecto allicmpo es

y se cumplen las siguientes relaciones:

iJ ¡{ oe
DI - DI;

OH
-=-SDT y

DH
'1\/ = -J!.
(.

(1 fl)

( 1 1)

en donde fJ y F son ahora las variables canónicll.\' cOlljuga-
das, Como p es el 11101110110 Refleralizado y S la coordena-
da gcncralizada, la densidad hamiltoniana tiene la siguiente
forma 11Ineioll,l: '}{ = H(fI, S, 1). Si se repile el cálculo del
párrafo anterior, se puede prohar que se satisface la condición
gcner¡1I (10) Yse cumplen las siguientes relaciones:

A los resultados (1 1) se les llamará las ecuaciones
ul/l/Jllica'\" de Hmlli/lOlI. En el estado de equilihrio tcrlllO-
din;ímico sc tiellc que H = H(T, V), de modo quc se S;l-

lisfacc la siguiente idcntidad termodinámica: Éstas son las correspondientes ecuaciones canomeas de
HWlliftoll, Como para el equilihrio termodinámico 'H =
H(p. S). la respectiva identidad termodinámica esdH = -S dT - pd\'. ( 12)

y
OH
DS = T. ( 16)

dH = I'dp+TdS.

Si en el segundo término del miembro derecho del resultado
anterior se efectúa ulla integración por partes y se usan las rc-
laciones ue Gihhs-Duhem y la forma de Euler de la segunda
ley de la lermodin:ílllica [4, 51. se puede demostrar que

A esta nueva función lcnnOlJin¡ímica de estado se le conoce
como la fimcidll dc calor o el colltcllido de calor. También
se le llama la eutalpro del sistema y se le denomina con la
letra 1". La correspondiente identidad termodinámica toma
la siguiente forma:

Este último resultado se puede escrihir lle otra manera si se
hace la siguiente integraci6n por partcs:

-SdT- I'd\' = d(-I'I') + 1'<11'- SdT.

Sin emhargo, y de acuerdo con la relaci6n de Gihhs-
lJu/¡C11I [.1. ,~)I.

-S dI' + l' dJI = fl.
Oc la forma de Euler de la segunda ley de la termo-

dinúmica [,1. 5j,

E=TS-JN,

H = E+ fll'. ( 17)

se tiene que d(H - E + TS) = O: de manera que

H = E- TS. (13 )

dll' = \' dI' + T dS.

I.a condición general (10) es ahora

en dondc BU) es la energía total del sistema. ¡\ esta IlUC-

va función tcrmodinámica de estado se le conoce como la

RC'I~Mt'x. Fú. 45 (4) (1999) 4 14-H 7
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Y las cc~aciones canónicas de Hamillon (16) son las siguicn.
les relaciones: ;~ienlras que las ecuaciones canónicas de HarnillOfl son aho-

(OW)-- -V
01) S- y (OW) = 'OS 7.

p
( 18) y (22)

5. La identidad termodinámica Además, la condición general

Para el caso de un sistema termodinámico de una sola fase
qu~ n,o.CSI~ aislado térmicamente y experimenta un proce-
so IIlfllllleSllnal que camhia su estado, la ganancia o pérdida
tic energía se dehe a dos mecanismos. Uno es el Irahajo
Illcc<Ínico realizado sobre () por el sistema y el otro es la ca~l-
liJau de calor adquirida () cedida por él. Para esa situación
física Sl' propone la siguiente relación entre las densidades
halllilltlllian:l y lagrangiana:

H(SY, t) = g~s+ ::v - 2£

De acuerdo con (2) y (3), así como de la forma de Euler
de la sel~unda ley de la termodinámica [4,51.

OE Df
Dt~-at=O

se cumple idélllicmnente.

Ií. Trahajo y cantidad de calor

En un proceso adiahático intlnitcsimal la entropía total per-
manece fija. Para que el sistema esté siempre en equilihrio
mecánico la presión dehe ser const~mte durante el proceso
completo. En ese caso, de la forma de Eulcr de la segunda
ley de la termodinámica [4,5] Yde (13) se obtiene el siguien.
te resultado:

dH = -pdV;
O( 0(.
-5+ -1' = -TS+I'V =-gOS 01' '

con E(t) la energía total interna del sistema. Sea
£(5. V.I) = -1'(5,17,1) de modo que

de modo que.H = H(V, t) únicamente. En esas circunstan-
cias, el camhio de estado del sistema solo es uehido a una
variación en el volumen que ocupa; de manera que s(':puede
afirmar que

dH = TdS - ¡,dV.

Para que este resultado sea compatible se requiere la satis-
facción tic la condición (10) Yque se cumplan las siguientes
relaciones:

I~stas son IlIS ('{'lwciones canónicas de Hamilto". El estado
de equilihrio lermodin~ímico queda definido por la relación
tuncional H(V, S). de manera que

(23)

(24)dH = TdS.

Se puede probm por cálculo directo que de la rcla-
ción (17) Yde la forma de Euler de la segunda ley de la ter-
lIlodimímica [4,5], se tiene que H = E(5, t). Como por otra
parle

A partir dc la relación (13) Yde la de Gibbs-Duhem [1,5], se
puede demostrar por dleulo directo que 11.= E(V, tj. con E
la energía total interna del sistema.

Durante un proceso isotérmico tanto la temperatura como
el volumen ocupado por el sistema permanecen constantes.
de moJo que el cambio de estado solo es dehido a la cantidad
dc calor ganada. En ese caso, de (17) Yde la forma dc Euler
de la segunda ley de la termodinámica [4,5] se tiene que

(dR) = _p'IV
df "ti dt

dH (dR)
di = JI ",ti'

en donde n es el trabajo meciÍnico realizado sohre el sistema
y se cumple que

( 19)

(20)
OH
01' = -1'.y

H(S, 1',1) = -1'(5, V, t).

Si en el miemhro derecho del resultado anterior se realizan
dos integraciones por panes y se utilizan las expresiones para
la forma de Eu1cr de la segunda ley de la termodinámica y
para la relaci6n de Gihhs-Duhem [4,5], se puede demostrar
que

Su derivada lotal con respecto al tiempo es

TdS=dQ,
di dt

H(5. 17) = E(S, 17);

y, por supueslo, se cumple '1ue ((5, V) = -E(S, Vi. Por
lanto, para el estado de equilihrio la identidad termodinámica
es

se cumple que

dH
dt

dQ
= dt' (25)

,IE=TdS-pdF; (21 ) en donde Q es la cafllit1ad de calor recibida por el sistema.
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dH = SdT - Vdp.

Por otra parle, de (26) y (28), se puede vcrifiearque"ll = -<l>,

con

una nueva función termodinámica de estado conocido como
el pOlellcial lermociillámico o la energ{a libre de Gibbs. En
término de ella la identidad termodinámica es

Éstas son las correspondientes ecuaciones canónicas de Ha-
milton. Como para el estado de cquiJihrio H = H(T,p) se
tiene que

(31 )

(30)'~=E-TS+pV,

d<l>= -SdT + Vdp;

Los resultados (22), (18) Y (14) muestran quc dadas cuales-
quiera de las variahles termodinámicas de estado E, Uf YF
como funciones de los parámetros apropiados, se pueden ob-
tener las otras cantidades tcrmodinúmicas mediante la cons-
trucción de las respectivas derivadas parciales. Por esa pro-
piedad es que a esas variahles de estado se les llama a menudo
los PO(cllril.,ies termodinámicos por analogía con el potencial
mecánico. También se les conoce con el nombre defunciones
camcterísticlls; esto CS, la energía E con respecto a F y S,la
función de calor ~F con relación a S y p y la energía libre de
HelmholtZ F como función de V y T.

Sin cmoargo, la teoría requiere de un potencial tcrmo-
din{¡mico qtlC sea función de T y ]}. Si T es el momento ge-
neralizado y l' la coordenada generalizada, la densidad ha-
Illilloniana tiene la siguiente forma funcional:

7. La ener~ía Iihre de Gibhs

H = H(T,I', t).

En ese caso. la densidad lagrangiana es

í = í(p, S,/);

en tanto que la condición general (10) es ahora

D.~ Dí
- = - =0Dt Dt (32)

que liene la misma forma funcional que la entalpía, de mane-
ra qlll~se puede escribir que para este caso,

í = E + I'V. (26)

y las ecuaciones canónicas de Hamilton son las siguientes re-
laciones:

Por tanto. se cumplen las siguientes relaciones:

Dí DE
DS = DS = T y Dí = V

DI' . (27) y

Por consiguiente,

"11 = TS- í, (28)

(
O<\> )- -VDp T - .

(33)

La ~t~lización de los métodos de la mecánica teórica y con el
aUXIliode las definiciones apropiadas, fue posihle hacer una
reformulación novedosa de los potenciales termodinámicos
en el espncio de fases.

8. Conclusiones

(29)
DH
DI' = - v.y

en donde T y S son las wlriable.\' canónicas conjugad{ls. Se
puede de~nostr~~ por medio del procedimiento analítico que
se ha venHJoutilizando, que también se satisface la condición
general (10) y se cumplen las siguientes relaciones:

DH
DT = S

1. L.D. Landau and E.M. LifshitL, Stalislical Pltpics. (Addison-
Wesley Publishing Co., London, Pans. 1958).

2. 11.Goldstein, Cla.uical MecJumics, (Addison-Wesley Publis-
hing eo., London. 1959).

3. ~. Lanczos, Tlle Varialional Principies o/ Mechanics, 4th Edi-
(Ion. (Univcrsity ofToronto Press, 1970).

4. H.B. Callen. Thermodynamics (Joho Wiley and Sons, Ine. New
York, 1965).

5. A. Fierros Palacios. Re\'. Mex. Fú. 4S (1999) 308.

G. ~. TrucsucJl anu S. Bhamtha, Tlle conce¡)ts and logic o/ Clas-
.Hwl Th('mlO{~\'/Iall1icsas a Tlteory o/ Heat £/Igines, (Spnnger-
Verlag. Ncw York. 1977).

7. C: Trucsdcll. Termodinámica Racional (Ed. Reverte, S.A., Me-
Xleo, 1963).

8. 1. Serrin, Malhemarical Principies o/ Classical Fluid Mecha-
lIio lIanubuch uer Physic, V111/1, (Spnnger-Verlag Berlin
1959). ' ,

9. 1. Gyarmali. Non-equilibrium Thermodynamics, (Springcr-
Vcrlag. New York. 1959) p. 87.

Rel'. Mex. Fís. 45 (4) (1999) 414-417


