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La dimímica del modelo anisótropo del IX del tipo ilianchi (universo mixmmlt'r) con materia y la constante cosmológica ha sido estudiada.
Este modelo puede ser considerado para describir el universo preintlacionario donde la conslante cosmológica es producida por la energía
de vacio del campo inflacionario. Hay un punto crítico de silla cn el espacio fase del sistema y un fuerte atractor de Siuer. La estruclura
del espacio fase junto al punto crítico es muy l'omplicada. presentando 6rbitas ilimitadas que escapan de las orbitas periódicas inestables.
Aun con una pequeña anisotropía, el universo oscila por un tiempo grande en la vecindad del punto crítico antes de colapsarse o escaparse
al universo de de Sillero mostrando el compcrlamiento caótico. Nuestros resultados amplian los resultados de Olivera el (/1. [Phys. Rel'. [) 56
(1997) 730J obtenidos para el caso de dos escal<ls anisótropas.

f)e,Kriptol"l'.\".' Universo mixmasler; constante cosmológica

The dynamics of anisotropic Bianchi typc-IX mudel (MixlnaSler Universe) with matter and cosmological constant is sludied. The madel can
he l.:ollsidered as describing the preilll1ationary universe where Ihe cosrnological collstant is arised from the vacuum energy of the inRalion
!leld. There are a critical saddlc-point in the phase space of the ~ystem and a strong asymptotic de Sitter atlractor. The structure of Ihe phase
-"pace near (he critical poi nI is very complicatcd. presenting the unbounded orhits escaping !"romullstahlc periodic orbilS. Even for very small
allisotropy, the universc oscillmes a long lime in the neighborhooJ of the critica! point hcfore collapsing or escaping 10 the de Sittcr universe.
cxhihiling the chaolic hchavior. Our results extend Ihe resuhs of OJiviera el al. 1"")'.\'. R('I'. [) 56 (1997) 730) for (he case of two anisotropic
scalc funcliolls.

Kt'.\'Imrds: Mümastn Universe; cosmological constant

PACS 98.80.lIw; 95.IO.Fh; 98.80.Cq

I. Introducción

Entre los modelos cosmológicos conocidos, uno de los más
inlercsantes es el universo mixmll.fler, el cual pertenece al
tipo IX por la clasificaci6n de Bianchi y descrihe una cos-
mología vacia, homogénea y anisótropa, en donde la grave-
dad pura exhihe caos [1-6]. El comportamiento ca6tico en el
acercamiento a la singularidad fue descuhierto por Belinskii,
Khalatnikov y Lifshitz [7,8) Y está caracterizada por una se-
rie de las épocas tic Kasner, las cuales pueden ser definidas
por el movimiento libre en los términos tlel minisuperespa-
cio 11, 3J.

Un rasgo importante del modelo IX del tipo de Bianchi
es que cuando la materia y la constante cosmológica positiva
están incluidas. este modelo es el único dentro de los modelos
cosmológicos expandidos de Bianchi, el cual requiere que el
valor absoluto de la constante cosmológica sea hastante gran.
de en comparación con la curvatura espacial para exhihir la
evolución hacia el universo de de Silter [91.

Recientemente el papel de la anisolropía y la constan.
te cosmológica en el estado preinllacionario del modelo IX
dc Uianchi con dos escalas anisótropas fue investigado en la
Ref. 10. Fue mostrado que la constante cosmol6gica condu.
ce a la aparición de un punID crítico de silla y que el sistema
es un sistema inestahle en entorno del punto crítico, con la

estructura del espacio fásico muy complicada, la cual con.
sistc de l'ilinllros emanados de las 6rbitas pcriodicas inesta.
hles. Este, en la presencia aún la anisotropía suave, produce
la dinámica caótica: los grados gravitacionalcs de libertad
están oscilando por un tiempo largo cerca del punto crítico
antes que se derrumharse o escaparse a la fase de de Sitter.

En nuestro trabajo hemos aplicado los métodos analíticos
y numéricos para estudiar lejos y cerca del punto crítico
la dinámica del modelo IX de 13ianchi, que es totalmente
nnis6lropa (universo mixmaster con tres escalas de aniso.
tmpía) con la materia y la constante cosmológica. El artículo
está organizado en la forma siguiente. En la Seco 2 conside-
ramos las características principales del universo mixmnster
vacío. Aplicando el criterio local de inestahilidad. hasado en
el compartamiento del vector de desviaci6n, moslramos que
el enlomo del origen da las coordenadas, el modelo es estable
y lejos del dicho punto el sistema es inestahle y manifiesta el
comportamienlo caótico. En la Seco 3 estudiamos en enlor-
no del punto crílico la dinámica del universo preinflacionario
anisótropo con la conslanle cosmol6gica y la materia en la
forma dc un polvo. Encontramos, que como en el caso de dos
escalas anisótrupas. el sistema tiene dos puntos críticos, de
los cuales uno es el punto crítico degenerado y corresponde
a la singularidad donde el universo nació. Otro punto crítico
pertenece al origen de las coordenadas y presenta el universo
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estático de Einstein. El estudio analítico y numérico del sis-
tcma lincalil.ado en el entorno del punto crítico muestra una
estructura del espacio de fase muy complicada, la cual con-
siste de los cilindros homoclínicos emanados de los 6rhitas
periódicas inestahles. A diferencia del universo vacío el mo-
delo es incslahlc en el entorno del origen de las coordenadas.
En la Seco -l discutilllOS Jos resultados ohtenidos.

Los resultados del análisis numérico los ohtuvimos utili-
zando el palluete MAI'LE V(R.3) y el palluete Poincaré [13].
Los par,ílllclros (11. t]2 Y trJ que aparecen en las gr;Hicas están
rl'lacionados con n, {1+. fJ-. ]J1t. P+ Y ]J- (ver Seco 1) de la
siguiellte manera: (jI :;:: (J+. fJ2 = /.L, (j;i :;:: n, PI :;:: P+.

J'!. :;:: /1_,1':1 :;::]'0' Todos los cálculos se hicieron en la com.
putadora Pentium 233 con 64MB memoria de RAM.

2. Dimímica del uuivcrso Mixmastcr

La métrica del universo I1liXI1lflSrer tiene la siguiente for-
ma 11-3]:

[', (1'+ + /31'- + 1'0) -u
:3Pn (u' + 11+ 1)'

!):.! = (1'e - /3/,- + Po) (1 + 1/) (5)
:~J',t (u' + ti + 1)'

P, = (-2/,+ + 1',,) 11(1+ u)

~31J<I (u'+1I+1)'

FIGURA l. El potencial anisótropo del universo mumaster y las
curvas de nivel del mismo

de las soluciones de Kasncr t1ehcmos fijar:

(3)I { ., ., ., I [ (.) 1 }H = 2" -jJ;¡ + 11+ + V: + e-. n \1 P:!:. - 1

1 = /(/'+ dlJ+ + 1'- dlL + 1'" do -/í di), (2)

en la cual

donde N(t) es la función de lapso, al cOS'I/)(lfJ +
sinlj' !'jiu e d</J, n~ = sin1/; dfJ - cos 1/Jsin () dQ. a3 = dl/J +
ros 6d9. (J,) = diag(li+ + /31i-. 13+- /313-, -2/3+) cs
una malri¡; diagonal con la traza igual a cero y o(t) está rela-
cionada con el volumen del universo V ex: exp( -30).

Con la elecci6n de la función del lapso apropiada, la ac-
ci6n para este modelo es 11]

es el super.hamiltoniano con el potencial anisótropo

. 1 _,.< 4 _.,,, 10
\ (Ii",) =1 + 3" v, - 3" -v+ cosh(2v313_)

+ ~".I¡J+ [cosh(4/3/L) - 1], (4)

el clIal tielle la forma rrillllXlt1llr (Fig. 1). La curvatura esca-
lar :1R del espacio tres-dimensional esta relacionada con el
potencial \' por medio de :l¡¡ = (:3/2)e'O (1 - \') . Esta ac-
ción dehe ser suplementada con la condición H = O, pam
reproducir las ecuaciones de Einstein satisfactoriamente.

Por tanto, la dinámica mi.ulUlster puede ser vista como
la din:illlica dc una partícula en un potencial dependiente del
liempo. Los llltlvimil:n!Os simples pucden ser ohtcnidos dc la
ohscn'<lci6n siguiente. Para ¡J fijo el término e-,lo (F - 1) es
despreciahlc, cuando n aUlI1enta, resulta que cada término Pi

-) ,) ,)' ,
en JI es constante y J1~t = ¡rt + p=-. Esas son las epocas de
Kasllcr dondc (d¡J+/r1o)"1 + (d/L/dnl~= 1, pucsto que las
ecuaciones de Halllilton dan t!iJ:f::/t!n = -V::t.j¡)n. Para co-
Ilcctar las notaciones de arriha con la parametrización común

Dentro de cada época de Kasner las trayectorias son rectas.
En la Fig. 2 se muestra una serie de épocas de Kasner en las
cuales se ve un movimiento Iihre entre una rellcxión y otra.
Después de una rellcxión en la pared del potencial. a la tra-
yectoria nueva se le conoce C0l110 una nueva época de Kasner.

En sistemas hamiltonianos la aparición del comporta-
miento caótico se caracteriza, entre otras cosas, por la pérdida
de la estabilidad dellllovimientoen el espacio. fase. Esta ines.
tahilidad puede verse C0l110 una divergencia exponencial en-
tre dos trayectorias inicialmente cercanas e implica que la
distancia entre ellas,

tenga la forma siguiente:

(7)

domk ('M. cs cl exponcnte de l.iapullov.

Rel'. Mc.\. F(.\'. -15 ((l) (1l)l)9) ¿)()7-(IOJ
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(8)
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FIGURA 2. Serie de rcncxioncs dcl universo en un potencial
anisótropo en cxpnnción. Dentro de cada época de Kasner la tra-
yectoria es una recia.

Consideremos Jos trayectorias muy cercanas z(t) ==
(.•.,,(t), p,,(t» y z' (1) = z(l) + E(I) en el espacio-fase. La
ecuación de dcsviaci()n (la ccuaci6n de Jacohi) se escrihe co-
mo

dE:
di = M(I) 'E,

en donde rvl(t) = .J . lIc!"s se llama la matriz hamillonia-
na 1111 y es la rnatri/. resultante de multiplicar la matriz sim-
pléclica por la matriz hcsiana, correspondiente al hamiltonia-
no del sistema mecánico y cuyos valores propios son los que
a¡KlfCCCn en el exponente de Liapunov [12].

La solución dc la Ec. (X) podemos huscarla en la forma
dI) = U(t) .[(0). U(O) = l. donde la malriz U(I) satisface

FIGURA 3. La parte real de A, para el universo vacío,

FIGURA 4, La parte real de A] y A~para el universo vacío,

0(1) = M(I) . U(t). (9) COIllO el expOllcnte principal característico de Liapunov:

con el cual tellemos un criterio de inestabilidad. Si J1i > O.
existe al menos una dirccción a lo largo de la cual las tra-
yectorias inicialmente cercanas se divergen en promedio co-
rno exp(JIJ 1), o hien el sistema muestra un comportamiento
inestahle.

La definición (12), tamhién es posihle aplicarla en el caso
general cuando 1\;1(1)dependa del tiempo, pero en esta situa-
ción I/¡(I. :(t)) depelllle de las Irayeelorias iniciales 0(/).

Universo mi.H1U1sfc,: En este caso hay seis valores pro-
pios c.:orresponliiclltes a la matriz 1\-1. para los cualcs encon-
Iramos que ,'RAI = -\J?A1, ~RA:l= -:RA1, RAs = -RAfi.

En las Figs, J y 4 se presentan las gráficas de :RA1, ~RA2 Y
J~A:i,de las cualcs solo Al tienc la parte real esencialmen-
te distinta de cero c.:ercadel origen dc las coordenadas. Esto
produce la inestahilidad CII el sistcma, cuando cstá lejos del
origen, y por lo tanto el comportamiento caólico (Fig. 5).

La solución formal de esta ecuación puede ser escrita como

U(I) = ('XI' {l M(T)dT} U(O). (10)

Imagincmos por el momento quc la matriz hamiltoniana no
depcndc del tiempo y sea {Ak} el conjunto de los valores
propios. Usando la hase de los vectores propios correspon-
dientes. podemos ver que U(I) = {expl'\dt))) es una matriz
diagonal.

La divergencia exponencial de las trayectorias inicial-
mcnte cercanas depende de si la partc real de al menos uno de
los valores propios Re(..\I..')= ~(Ak + Ak). es positiva. Esto
cs posihle verlo tomando el logaritmo de la traza del producto
U+U.

;1 IIITr[U+U(I)1 = ;1 111Tr[,'xp(,\¡ +'\;.)11, (11)

permitiendo que f vaya al infinilO. En estc límite sólo el valor
propio con la mayor parte real positiva sohrevive y se deflnc

1
1/1 '" Iilll :- 111 Tr[U+(I)U(t)].

1•.•..•00 21 ( 12)
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FIGURA 6. Las órhitas generales para el hamilloniano linealizado
(.\ = 0.25).

FIGURA 5. enos en el universo mixmaster. Las secciones de Pain.
C<l!"é: {j:l = lj3 = ]JI = 1'3 = O. Arriba se puede ver las trayectorias
regulares e irregulares. Con el tiempo las trayectorias regulares se
desaparecen y el movimiento se convierte al movimiento caótico
(ahajo).

3. Universo preinflacionario anisótropo

Si la constante cosmológica y la materia sin adicionales gra-
dos dc libertad están incluidas en la acción, el supcrhamillo-
niano se modifica en la forma siguiente:

(13 )

donde (' = T¡WTltTIJ es la densidad de la energía de la materia en el propio sistema de referencia para lo cual TI! = iV-1Óg. y
T/j/' es el tensor de energÍa-momentum de la materia.

Ahora consideremos el modelo IX del tipo de Bianchi con la constante cosmológica A y la materia en forma de polvo.
Supongamos que el término con la constante cosmológica está originado por la energía de vacio del campo de inflación. El
super-hamiltoniano (13) puede ser escrito en la siguiente forma:

donde la constante Eo está relacionada con la energía total
del universo: 2, exp( -30) = Eo.
J.1. Dinámica del modelo en entorno de los puntos

críticos

El sistema dinámico (14) tiene un punto crítico cuando

1 ,) ') .,) 1"1 ,)_.)
]{ =2(P¡+w",!¡) + 2(¡J2 + tu",!,)

l.) ,) ,)
- 2(¡'j - W"'lj) + f = O, (16)

donde

Los dos primeros tCl'minos del hamiltoniano linealiza-
do (16) producen el movimiento rotacional, y el último
término da las trayectorias hiperbólicas. En la fig, 6 pre-
sentamos las órbitas generales obtenidos para A = 0.25 Y
Eo = ODDDDDDDD.

1
11=-1\1(4.\),13+=13-=0,1'0=1'+=1'-=0, (15)

2
con la energía asociada Eo = En = 1/ V4X. Este punto
crítico representa el universo estático de Einstein. Hay otro
punto crítico, 13+ = /3- = 0, n = oo. el cual es un punto
crítico degenerado y corresponde a la singularidad cuando el
universo nadó.

Lineali¡.ando la Ec. (14) cerca del punto crítico. obtenc.
lllOS

1
'/D = ,L\ ' E=

1
3(41\)3/2 (Eo - En).

Re\-'.Mex. Fú. 45 (6) (1999) 5lJ7-úOl
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fIGURA 7. Retrato fásico del sistema (A = 0.25). La scparalriz
corresponde a );:¡ energía Eo :::; Ecr = 1.

FIGURA 8. La parte real de ...\1para el universo con materia (A =
0.25).

Otro rasgo importante del sistema (14) es que tiene ulla
variedad invariante ,/\11 definida por

que colapsarse (Fig, 10). Tomando en cuenta que Er siempre
es positiva, podemos ver que para E > O las órbitas se van al
atractor de de SiHer. Si E < O. existe dos opciones: escape
cuando E r + [ > Oo colapso cuando E r + E < 0, En otras pa~
labras, en el caso general no es posible decir con certeza que
el universo va a inllacionarse o colapsarse pasando el entorno
dél punto crítico. El resultado depende de la distribución de la
energía entre los grados de libertad rotacional e hiperbólico.
La nointegrabilidatl del sistema resulta que la redistribución
de la energía entr,e dichos grados de libertad tiene LfI1 caraclcr
caótico y produce el éxito caótico a la inflación.

(17)

(18)= O.

13+ = 13- = p+ = 1'- = O

con el hamiltoniano

H 1 2 + 1 -40 2 \ -60 1E e-3u= -p -e - -1. e - - o
202 3 3

Sobre .-\.1el sistema de ecuaciones dinámicas del modelo se
reduce al siguiente:

n = PO< (19) 3.2. Transición a inflación

el cual es un sistema integrable y su solución está escrita co-
rno

En la aproximación lineal el sistema es un sistema sepa.
rabIe y podemos introducir dos conSlanlcs de movimiento

de las cuales E,. se refiere C0ll10 la energía rotacional y Eh co-
mo la energía de movimiento hiperbólico. Si Er + e > 0, el
movimiento est<Írestringido sobre las órbitas que escapan al
¡¡tractor de de Siller (Fig. I 1). Si [r + E < O, las 6rbitas tiene

1'0 = '" / ~Ae-"o + ~Eoe-3o - e-40.

El retrato fásico de este sistema está en la Fig. 7, donde las
curvas integrales presentan los universos del tipo IX de Bian-
chi homogéneos e isótropos con polvo y la constante cos-
mológica con A = 0.25.

El punto crílico perteneciente a la scparalriz. la cual co-
ITesponde a la energía crítica Eo ~ Ecr ~ 1/V4A Y está
definida por

Igual como en el caso del universo vacío hay seis valores pro-
pios de la matriz hamiltoniana. para los cuales encontramos
'iue ')?A, = -'lI'\2,'l1'\3 = -'J1,\ .•, !R'\5 = -'lIA". En las
Figs. 8 y l.) se muestran las gr:íticas de RA1, R'\2 YRA3, de
las cuales solo Al tiene la parle real esencialmente distinta del
cero en enlomo del punto crítico. A difcrencia del universo
vacío ]f.\ 1 no es igual a cero en el origen dc las coordenadas.
Este origina la inestabilidad del sistema en entorno del punto
crílico,

En el experimcnto numérico hecho aquí asumirnos .\ ==
O,2~.entonces En = l. Para varias condiciones iniciales in-
vestigamos el comportamiento de las órbitas en la vecindad
la scparatriz. Dando varios valores a la energía Eo, el conjun.
to dc condiciones iniciales las clijimos de la forma siguiente:
'/2 =1'2 = 0,'11 = 11I-",'1" = 5.10-4,1'1 E (-IO-"IlJ')
Y J):I se encuentra del super-hamiltoniano H = O. Hacien.
do algunos cálculos encontramos que dentro del intervalo
6J.E ~ lO-il hay dos opciones: colapso o escape al universo
dc de Sitler.

En las Figs. 10-13 prescntamos los resultados de la
investigación numérica, Para la energía Eo El
0.9999999825 estudiamos el comportarnienlo dc 50 órbitas,
las cuales eslán oscilando alrededor del punto crílico an-
tes de C()I~lpsarsc.Si la energía aumenla. pero no alcnnza la
energía crítica. las órhitas pueden escapar al universo dc Sit-
ter (Fig. I 1, E" = E2 = O.DDDDDDDDD).En el caso cuando

(20)

(21 )

_ 1 2 2 2 1 2 2 2)
E" - 2(Pl + lVO(/¡) + "2(Jl:1 + Wo(h '

1:1 'l '1,e¡, = -2(1'3 - 10 '13)

> 4 4 c~ 1 'l~
IJ- + (,- n - _i\f.,-U<A - --e-' "= O.
o 3 - fl'\3v,\

Re\'. /t4ex. FiJ. 45 (6) (1999) 597-603
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FIGURA 11. ESC.lpc de 50 órhita" al universo de de Siucr (A
0.25, Eo;:;: 0.999999999). Ab¡uo la n1l5ma gr~ítka que arriba con
la resolución más alt ••y en entorno del punto crítico.

_a, a~~,

11 ~. C'

FIGURA 9. La parte real de ).3 y ..\5 para el universo con materia
(A = 0.25).

FIGURA 10. Colapso de 50 órbitas (A = 0.25, Eo
0.9999999825). Abajo la misma grálka que arriba pero con la re-
~olllción más alta y en entorno del PUnlOcrítico. Nolelllos las osci-
ladones alrededor del punto crítico así como también de la separa.
trizo

Eo E (El. El) encontramos que para 100 órbitas unas de
ellas escapan y las demás se colapsan (Fig. 13). Si Eo <- En.
siempre ooservilmos el escape de las órhitas hacia el universo
de de Sitter.

La investigación numérica muestra que existe un interva-
lo de la energía (1.0 - ~E, 1.0 + i),E) dentro del cual unas

FIGURA 12. ESl:apc [COI,lPS'J] de I(X) 6rbitas (A = 0.25, Eo ;:;:
0.0000000075 l.

6rbitas escapan y las demás se l'olapsan, El resultado depende
dc la redcstribul.:iún de la cncrgía enlre los grados de lihertad
hipcrb61ico y rotacional, el cual es un prol.:eso impredecihle
dehido a la no inlegrabilidad del sistema. Como COllSel.:UCIl-
cia cualquier pcqueila fluctuaci6n en las condiciones iniciales
puede cuasar el resultado linal indeterminado: colapso n es-
cape, Esto implica la dinámica Gl6tica en entorno del punto
crítico.

Rl'\'. Me.\". ¡".ú. -lS (6) (Il)l)l) 597-60J
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FIGURA 13. Exito caótico a la inflación: la misma gráfica que
en la Fig. 12 pero con la resolución más alta CA = 0.25, Eo =
0.9999999975).

4. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la dinámica del modelo IX
del tipo Bianchi, el cual nos puede proveer de una dcscrip-
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ción del estado prcinllacionario del universo. Los principales
ingredientes de este modelo son la constante cosmológica, la
materia y la anisotropía. Nuestros resultados extienden los re-
sultados obtenidos por de Olivicra el al. [10] para el caso de
dos escalas de anisotropía y confirma sus conclusiones prin-
cipales sobre el éxito caótico a la inllación.

La extrema sensibilidad y la anisotropía llevan el siste-
ma rápidamente al movimiento caótico. Junto a la singulari-
dad, la dinámica mixmaster tiene un comportamiento regu-
lar denlro de cada época de Kasner (f'ig. 2) Y un comp0rIa-
miento caótico cuando entra a uno de los rincones del po.
tencial (Fig. 5). La presencia de la anisotropía, igualmente
en forma de pequeñas perturhaciones junto con la constante
cosmológica, produce en el espacio fase un punto de silla.
Asociada al centro de silla tenemos una variedad de órbitas
periódicas inestahles y los cilindros emanados de las órhitas
inestables (Fig. 6). Esto conduce a la dinámica caótica: los
grados gravitacionales de Iihertad están oscilando por un
tiempo largo cerca del punto crítico antes de colapsarse o es-
caparse a la fase de de Siucr.
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