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Errata

Por un error totalmente involuntario en el nimero 5 del Volumen 45 de la Revista Mexicana c{e F isica en la seccién de ensenanza
se publicé el articulo titulado “Simultaneous measure of rcl‘racliyc indf:x and thickness of dielectric plane parallel p}atfaf; _hy
fringe counting: a case for generalized regression”, el cual habia sido retirado por los autores al darsF cuenta de que tenia serios
errores. Posteriormente enviaron una nueva version corregida, en espaiiol, la cual se reproduce aqui.

Erratum

Due to an error the paper entitled “Simultaneous measure of refractive index and thickness of dielectric plane parallel plates
by fringe counting: a case for generalized regression” was published in the section of education of the number 5, Volume 45
of the Revista Mexicana de Fisica. This article had been retired by authors when they detected severe erros. A new corrected
version, in spanish, was recived which is published here.
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Se propone la medicién del indice de refraccion y del espesor de placas dieléctricas plano-paralelas como un ejercicio de laboratorio de
optica empleando la técnica del conteo de franjas de interferencia. La placa bajo inspeccién se inclina en uno de los brazos de un inter-
ferometro, causando que las franjas de interferencia sufran un corrimiento. Ajustando las franjas para obtener anillos concéntricos, éstos
sufren un encogimiento o expansién aparentes dependiendo del valor del corrimiento inducido. El conteo de anillos colapsdndose o expan-
diéndose proporciona una idea de los cambios respectivos de fase como funcién del dngulo de inclinacion, de modo que las lecturas pueden
compararse con el corrimiento tedrico, el cual puede hallarse bajo consideraciones geométricas. Ademis, debido a la forma matematica del
comportamiento de la fase, las lecturas tomadas representan un ejemplo de datos apropiados para un ajuste de regresién generalizada. Dado
que algunos paquetes de computo incluyen funciones disefiadas para realizar tales ajustes, pueden emplearse directamente para complemen-
tar el procesamiento de datos y realizar una comparacién cuantitativa con la teoria. Se presenta el reporte de resultados experimentales y se
discuten varias alternativas de ajuste. De entre ellas, se destaca la posibilidad de la simultdnea medicién del indice de refraccién y del espesor
de la placa.

Descriptores: Interferémetros; experimentos y arreglos experimentales; interferencia; paralelismo

Measurement of refractive index and thickngﬁ; ofa plane parallel diclectric plate is proposed as a laboratory exercise on Physical Optics em-
ploying the technique of counting interference fringes. The plate under inspection is tilted in one of the arms of an appropiate interferometer,
thereby causing the interference fringes to shift. When the fringes are adjusted to be concentric rings, the shift produces an apparent shrinkage
or expanding of the rings. Counting fringes which contract or expand gives an idea of the phase changes as a function of tilting angle. Such
readings can be compared with the theoretical shift, which can be found by geometric considerations. Besides. due to the mathematical form
of the derived phase behavior, the readings become an example of data to be subject of a generalized regression fitting. Because some math
software packages include functions designed to do such a fitting. they can be directly used to complete the experimental data processing,
thus making a quantitative comparison with the theory. The report of experimental results and discussion on several alternatives for fitting
are presented. Among these, the simultaneous estimation of both refractive index and thickness are emphasized.

Keywords: Interferometers; laboratory experiments and apparatus; interference: parallelism
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1. Introduccion

El contar franjas de interferencia constituye una técnica para
estimar diferencias de trayectorias dpticas (en mdltiplos de
longitudes de onda, por ejemplo) entre dos ondas que inter-
lieren. Consiste en registrar el nimero de franjas que cruzan
por un determinado punto de referencia mientras se modifi-
ca la trayectoria éptica de uno de los haces [1]. La técnica
se utiliza ampliamente en prdcticas de laboratorio al usar in-
terferometros del tipo Michelson o del tipo Fabry-Perot para
medir desplazamientos desconocidos (en unidades de longi-
tud de onda, por ejemplo) o longitudes de onda desconoci-
das [2].

Por otro lado, el paralelismo entre las caras de una pla-
ca transparente puede inspeccionarse insertindola en uno
de los brazos de un interferémetro, como uno del tipo
Twyman-Green, observando el patrén de interferencia. Con
este método, es posible medir el indice de refraccion de la
placa si se conoce su espesor (o si se mide separadamen-
te) [3]. Si se conoce el indice de refraccién, en reciprocidad,
puede determinarse el espesor [3]. Para medir indice de re-
fraccion y espesor de capas transparentes, se ha propuesto el
uso de la técnica interferométrica con diferentes longitudes
de onda, iluminando la capa bajo estudio a un dngulo de ilu-
minacion constante (interferencia espectroscopica a dngulo
constante [4]). Otro tipo de mediciones, conocido como ob-
servacion de franjas monocromadticas a dngulo variable, re-
quiere de dos longitudes de onda diferentes para poder deter-
minar espesores e indices de refraccion [4]. A lo largo de este
trabajo, para examinar paralelismo de placas transparentes se
describe una técnica basada en contar franjas de interferencia
de un patrén monocromdtico mientras la placa bajo inspec-
¢ion se inclina por pasos respecto al haz que la atraviesa. En
particular, se muestra que la técnica desemboca en un método
para estimar simultancamente tanto el indice de refraccion de
la placa, como su espesor, en lo que resulta ser un problema
de ajuste alineal. Se presentan algunas alternativas para rea-
lizar dicho ajuste con un paquete comercial [5] y se discuten
algunos resultados tipicos correspondientes.

2. La diferencia de caminos opticos propia de
placas inclinadas

Se considerard el corrimiento de las franjas de un patron
de interferencia formado por la superposicién de dos on-
das monocromaticas, una de las cuales atraviesa una placa
dieléetrica plano paralela segin un determinado dngulo de
incidencia.

2.1. Corrimientos de interferencia

La Fig. 1 muestra un rayo, incidiendo en una placa plano
paralela, formando un dngulo @ respecto a la normal de la
superficie de entrada. Un rayo semejante se desvia de su tra-
yectoria original, y cruza a la placa por una nueva trayectoria
AB. Ladiferencia de camino 6ptico (DCO) respecto a otro
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FIGURA 1. Determinacion del DCO como funcién del dngulo de in-
cidencia ¢. ¢’ es el dngulo de refraccion, n, el indice de refraccion
de la placa, y d su espesor. El indice de refraccién externoes n = 1.
Caminos 6pticos considerados desde el punto E: EAn + ABn, +
DD'n (rayo cruzando placa); C"'C"'n+C" D'"'n+ D" D"'n (ra-
yo externo). Incorporando las igualdades anotadas junto a la figura,
DCO resulta n, AB — nAD. Figura insertada: caso de incidencia
rasante. ¢. es el dngulo critico.

rayo inicialmente paralelo, pero que no cruce por la placa, es
n, AB — n AD. Puede mostrarse que el DCO es expresable
como

dnyp

1-— n?®sin ¢

‘!?i‘,

DCO =
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donde d denota el espesor de la placa, n;, su indice de refrac-
ci6n, y n el indice de refraccion del medio externo a la placa
(y por el cual se supone atraviesa el rayo de referencia). Para
¢l caso en que n = 1, la Ec. (1) se simplifica a la siguiente

expresion
W RPN e

ng

DCO = dny

Cuando un haz de rayos ha cruzado por la placa y es luego
superpuesto con otro haz de referencia compuesto por rayos
externos, la diferencia de fase ideal ®(¢) en el campo resul-
lante es

b(d) = é;—d \ﬂ:]. — sin® ¢ — \/1 —sin® ¢ 3)

con A la longitud de onda asociada a ambos haces. Como un
resultado de la superposicion de haces, las anteriores condi-
ciones proporcionan un patron de irradiancia de interferencia
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FIGURE 2. Arreglo experimental usado para contar franjas (interferémetro Mach-Zehnder). P: placa transparente plano paralela, M1, M":
espejos, L: sistema expansor y colimador, BS1: divisor de haz de entrada, BS: divisor de haz salida.

I(7, ¢) de la forma
1(F,¢) = a{l + mcos [a(F. ¢) + ®()]}, (4)

donde puede reconocerse que el patrén debe sufrir un despla-
zamiento por una cantidad ®(¢) cuando el dangulo ¢ cambie.
En la ecuacién anterior, a7, ¢) denota una cierta distribucion
de frente de onda sobre la posicién 7 en el plano de observa-
cion [a (7, @) incluye el desplazamiento lateral del haz], a es
la irradiancia de fondo, y m es la modulacién de las franjas
de interferencia.

2.2. Patrones de franjas circulares

En el caso de ondas planas incidentes, el término a(7, ¢) por-
ta la informacién de cierta cantidad de aberracién esférica de-
bida al cruce del haz por la placa. Cuando uno de los haces
se desenfoque ligeramente, ¢l patrén de interferencia consis-
tird esencialmente en franjas anulares concéntricas, aparte de
la correspondiente deformacién debida al resto de las abe-
rraciones y al desplazamiento lateral del haz. Estas dos con-
tribuciones, sin embargo, pueden despreciarse realizando las
observaciones siguiendo al centro del patrén circular. En esta
situacion, el corrimiento de fase ®(¢) causa que el radio de
cada franja parezca “encogerse” o “crecer”, segin ®(¢) va-
ya disminuyendo o incrementindose en valor. Asi, el patrén
de anillos de interferencia pareceria se encoge o se expande.
Contar franjas consiste entonces en ir registrando el nimero
de anillos que se han contraido (o emergentes) hacia el cen-
tro comin. De acuerdo a las observaciones previas, es posi-
ble atender tinicamente a ®(¢) como si fuese el efecto. mds
importante en los cambios inducidos en el patrén de interfe-
rencia cuando la placa se incline tal como se ha descrito.

Una inspeccién de la Ec. (3) muestra que ®(¢) es una
funcion periédica de periodo 7 y con valores maximos y
minimos dados por ®yax = ®(7/2) y S pin = $(0), respec-
tivamente. Entonces, el ancho del rango de valores de ®(¢)
¢s una caracteristica definible como &y = &, — $,..,,
resultando en la relacidn

2 [Var =1 - (ne - 1], )
y relacionada directamente con los datos experimentales que
se obtengan como resultado del contar las franjas. Nétese que
el valor @,,4, corresponde al caso de incidencia rasante (esto
es, ¢ = m/2), y una subsecuente refraccién dentro de la placa
al dngulo critico ¢' = ¢.. (ver la inserci6n de la Fig. 1). Esta
situacién no es facil de obtener experimentalmente debido a
los efectos de difracci6n de los bordes.

by =

3. Arreglo experimental

Se favorecid el uso de un interferémetro tipo Mach-Zehnder
sobre uno tipo Michelson (o uno tipo Twyman-Green). En el
primero, el haz cruza por la placa s6lo una vez: en el segundo,
pasa dos veces. El interferémetro Michelson puede propor-
cionar por éllo una mejor sensibilidad. Es también probable
que elimine el efecto de desplazamiento lateral: pero puede
también introducir mds errores por considerar [6]. Estos pue-
den evitarse con el Mach-Zehnder, permitiendo efectuar las
mediciones y el procesamiento mds directamente. Se reporta
el uso de un haz colimado proveniente de un ldser de He-Ne
emitiendo a A = 632.8 nm. La luz incide en un divisor de
haz BS1, del cual se separa en dos haces siguiendo sendas
trayectorias (Fig. 2). En una de ellas (BS1-M1-BS) se coloca
la placa sobre una platina rotatoria. La segunda trayectoria
conforma el haz de referencia. La colimacién de los haces se
realiza con un sistema Gptico apropiado que incluye un ex-
pansor de haz, un filtro espacial (modal) ¥ una lente colima-
dora (sistema L, Fig. 2). Desenfocando ligeramente la len-
te colimadora, pudo conseguirse un patrén-de interferencia
consistente en franjas anulares observadas atrds del divisor
BS (anillos en frente de BS, Fig. 2). El conteo de las franjas
anulares expandiéndose o contrayéndose se realizé tomando
al centro de los anillos como referencia al tiempo en que se
inclinaba la placa (un cubre-objetos comercial). Esta inclina-
cién se realizo girando el tornillo de la platina rotatoria. Las
divisiones de la platina se encuentran cada dos grados. Enton-
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FIGURE 3. Datos experimentales (cuadrados) obtenidos con el in-
terferémetro de la Fig. 2. Un ajuste preliminar de A®(¢) para los
datos usando la Eq. 6, suponiendo d = 1.5 x 10~* m, proporciona
np = 1.514, @y = 927.507 radianes, y Ag = 1.095°.

ces, se requirié estimar un grado para realizar algunas me-
diciones. Asi, se leyeron dngulos ¢ después de contar el
paso de un nimero Ny de franjas igual a diez (2r Ny = 20w
radianes) por el punto de referencia. Se prest6 especial aten-
cion para localizar el rango angular dentro del cual ocurre la
transicién de contraccién a expansion y viceversa (dentro de
una incertidumbre de 27). Otra dependencia angular obser-
vada fue el desplazamiento lateral de la posicion del patron.
Por ello, resulté necesario seguir visualmente el centro del
patrén dentro de cierto rango. Un resultado tipico de corri-
miento de fase (presentados en radianes, en vez del ndmero
de franjas Ny) como funcién del dngulo de entrada ¢ (en
grados) se muestra en la Fig. 3 (cuadrados). Se muestra en la
misma grafica un ajuste alineal preliminar a describirse en la
siguiente seccion.

4. Procesamiento de los datos con regresion ge-
neralizada

Para verificar si el comportamiento general de los cambios
de fase obtenidos por el conteo de franjas, como funcién del
angulo de incidencia ¢, sigue las prescripciones descritas en
la Sec. 1, se llevé a cabo un ajuste de los datos experimenta-
les. mostrados en la Fig. 3, con regresion generalizada. Los
cambios relativos de fase A®(¢) = ®(¢) — Pmin son apro-
piados como funciones de ajuste debido a su relacion mas
directa con los datos dado que el valor @i, se desconoce.
En el ajuste, se tomé en cuenta el error A¢ en la posicién
de la placa respecto a la marca de 0° de la platina rotatoria.
Aqui, de la Ec. (3), se encuentra que

5 :
Ad(p) = %@ [\/u;’ —sin®(¢ + Ag)

x \ﬁ_ sin? (i Ad) = fr — 1)]. 6)

Diversas alternativas de ajuste con la Ec. (6) se presentan en
las siguientes secciones.

R. PASTRANA-SANCHEZ, G. RODRIGUEZ-ZURITA, AND J. VAZQUEZ-CASTILLO

4.1. Determinacion de dos parametros con regresion ge-
neralizada

Como ajustes preliminares de los datos de la Fig. 3, se rea-
lizaron ajustes con regresién generalizada [5] con dos de los
tres pardmetros desconocidos suponiendo el valor de uno de
ellos. Se muestra brevemente a continuacion los resultados
de dos posibles casos, denotados por Caso A (imponiendo un
valor para d, con n, y A¢ como valores por ajustar) y por
Caso B (usando un valor para n,, con d y A¢ como valores
por ajustar). '

Caso A. Ajuste de datos con regresion generalizada y deter-
minacién de indice de refraccion

Se buscé un ajuste con regresion generalizada empleando a la
Ec. (6), sus derivadas parciales de primer orden con respecto
an,yaAgp,ysuponiendo conocido al espesor d. Estas deri-
vadas permiten el uso de la funcién gen fit(vx, vy, vg.F),
particularmente Wtil en esta clase de ajustes [5]. Después de
varios intentos, se alcanzé un ajuste visualmente aceptable
suponiendo d = 1.5 x 10™* m. Dicho ajuste arroja los valo-
res n, = 1.514, #y = 927.507 radianes, y Ao = 1.095°.
La grifica de este ajuste es la mostrada en la Fig. 3.

Caso B. Ajuste de datos con regresién generalizada y deter-
minacion de espesor

Por otro lado, suponiendo un valor de 1.52 para el indice
de refraccién, usando para un segundo ajuste también a la
Ec. (6), pero aunada a derivadas con respecto a dyadAg[3],
se obtienen los valores d = 1.486 x 1074 m, &y =
930.454 radianes, y A¢ = 1.174°. Los resultados se corres-
ponden con el caso A.

Los ajustes usando la Ec. (6) proporcionan valores de
indice de refraccion n, y de espesor d cercanos a los espera-
dos [7]. A través de dichos ajustes, pueden estimarse los va-
lores de @1y y de A¢, proporcionando un ancho del rango de
variacion de fase de aproximadamente 81 franjas. La clase de
ajustes para determinar simultincamente ambos pardmetros
requiere de otro enfoque, expuesto en la siguiente seccion.

4.2. Determinacién simultinea de tres parametros (ngp,
A¢, d) con regresion generalizada

Primero, es de notarse que diferentes pares de valores d y 1,
pueden corresponder al mismo valor del ancho @y, . De he-
cho, puede mostrarse a partir de su definicién que un valor
dado de @y origina la siguiente relacién d versus ny

B APy 1
o2 (21— (ne - 1)’

cuya grafica, para diferentes valores de ®w, puede ver-
se en la Fig. 4 como ejemplo. En ella, el par coordenado
(1.5,1.5 x 10~*) resulta aproximadamente un punto en la

d

(7)
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FIGURE 4. Espesor d como funcién del indice de refraccién n,, pa-
ra el caso de un ancho de rango de variaciones de fase &y con
valor de 930 radianes (—). Los restantes valores de & presenta-
dos con otros trazos son 730 (- - -), 530 (--), y 330 (—) radianes.

curva correspondiente al ancho &y = 930. Pero diferen-
tes pares (1, d) correspondientes a un mismo ancho - no
despliegan la misma curva de corrimiento de fase Ad (o),
como puede verse en la Fig. 5a para seis diferentes valores
de indices de refraccion listados en la misma figura y supo-
niendo ¢y = 930. Para mayor claridad en los diferentes
trazos, se muestra sélo un cuarto de periodo del corrimiento
de fase A®(¢). Para calcular cada curva de la Fig. Sa, en ge-
neral denotada por A®,(¢), se usé la Ec. (5) con Ag = 0.
Mientras menor es el indice de refraccién, mds estrecha re-
sulta ser la curva A®(¢). En la Fig. 5b, se muestran las di-
ferencias entre los corrimientos de fase (determinadas por
APr(¢) — A, (¢), denotando con Adp(4) a una refe-
rencia fija dada) para los mismos seis conjuntos de valores
de AP®(¢). Como referencia, se tomé el conjunto de valo-
res A®p(¢) correspondiente a n, = 1.8 (y, de acuerdo a
la Ec. (7), d = 1.344 x 10~* m). Entonces, las diferen-
cias mds altas son con los indices mds bajos. Cada diferencia
se encuentra dentro de un rango comprendido entre los 50 y
60 grados, y en otro entre 120 y 130 grados.

Estas propiedades dan cabida a la posibilidad de una de-
lerminacién simultdnea de d y de n, en un enfoque alter-
nativo, en el cual se considere a A®(¢) de la Ec. (6) escri-
ta en términos de Py, eliminando entonces a d mediante la
Ec. (7). Lo anterior proporciona

1 Lot o it ;
m_ e — 1)[ .n,, sin“(¢ + Ag
— /1= sin%(¢ + Ag - (np — 1)], 8)

expresion que puede usarse en lugar de la Ec. (6). Con una
estimacién del valor de @y a partir de los datos, y con el
ajuste de AP (&) segiin la Ec. (8) empleando n, y Ad¢como

AP(D) = Dy

950
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FIGURE 5. a) A®(¢) para diferentes valores de d [Ec. (D] y n,
(Pw = 930). Para valores bajos de indice de refraccién, la curva
A®(¢) es mds estrecha. b) Para los mismos valores, se muestran
las diferencias AP r(¢) — Ad,(6) como funcién de . APg(p)
corresponde al midximo valor de indice de refraccién usado (1.8).
Asi, la mayor diferencia corresponde al menor indice de refraccion

Ancho del rango = 927.507 radianes

Corrimicno de fuse (radianes]
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FIGURE 6. Ajuste empleando la Ec. (8) suponiendo $yy =
927.507 radianes. Esto proporciona ny = 1.52y A¢g = 0.815°. El
cilculo del espesor consecuente da d = 1.495 x 10~* m, mientras
que (Pumax = 1.7 x 10°, ®,5, = 772.023) radianes.

dos parimetros independientes (junto con las primeras deri-
vadas respecto a 1, y a A¢), puede determinarse d median-
te la Ec. (7). Suponiendo ¥y = 927.507 radianes para los
datos de la Fig. 6 (y de acuerdo con uno de los ajustes an-
teriores), este método arroja ny, = 152y A¢p = 0.815°.
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El célculo correspondiente con la Ec. (7) proporciona d =
1.495 x 10~* m. El valor de indice de refraccién no se apar-
ta mucho del valor nominal comercial [7]. El valor del es-
pesor se encuentra dentro del rango directamente medido
(0.15 + 0.05 mm).

Este segundo método de ajuste presenta algunas carac-
teristicas para la determinacién de pardmetros en baja pre-
cision convenientes de indicar. Primero, no requiere de una
medicion independiente de uno de los pardmetros (sea d o
1,). Segundo, se basa en el valor experimental de @y, que
es un valor a estimarse a partir del mismo conjunto de datos.
Sin embargo, el ajuste tendrd buenos resultados en la medi-
da en que se estime @y . Un mejor ajuste demanda de una
medicion de $yy con precision mejor a 27 (medicion del or-
den fraccionario). Como un comentario marginal, cabe ha-
cer notar que diferentes pares de valores (d,n,) con la misma
¢y mostraran, en general, diferentes valores de aberracion
esférica (compdrese a la Ec. (5) con el criterio de equivalen-
cia entre cubre-objetos tal como es discutido en la Ref. 7).

Una tercera clase de ajuste es aquel que considera a los
tres parametros previamente buscados como desconocidos e
independientes. El hecho de proporcionar, en general, valo-
res de @y menores a los conseguidos mediante los ajustes
anteriores es atribuible a la poca informacién ofrecida por
la precision de los datos extremos, ilustrando la importan-
cia de su particular determinacién con precisién mejor que
la usada. Como consecuencia de los valores proporciona-
dos para &y, se obtienen valores diferentes para d y para
1, Para esta clase de ajuste aplicado al mismo conjunto de
datos, como ejemplo se presentan los resultados siguientes:
n, = 1.6, d = 1.411 x 107* m, A¢ = 0.798 radianes y
$ - = 909.253 radianes.

Ademis de los pardmetros n, y d, la desviacion angular
A¢ puede ser determinada en cada clase de ajuste. Los valo-
res de @ a4y ¥ de @, pueden calcularse también.

5. Comentarios finales

El contar franjas de interferencia como una medida de los
cambios de fase generados al inclinar una placa plano para-
lela dentro del rango angular comprendido entre 0 y 360 gra-
dos sirve para verificar que el comportamiento correspon-
diente estd de acuerdo al predicho por el cdlculo geométrico
del DCO. La técnica puede derivar en un método de inspec-
cion de paralelismo en placas transparentes basado en contar
franjas, por lo cual puede servir como un ejemplo adicional
a los mds conocidos dentro de un laboratorio de 6ptica de
ensenanza. Algunos métodos para inspeccionar paralelismo
se revisan en las Refs. 8 y 9, mientras que otros mds re-
cientes y especificos han sido publicados en la Ref. 10. El
conteo de franjas, aunado a los ajustes apropiados de regre-
sion generalizada puede también servir para la medicion si-
multdnea de indice de refraccion y de espesor. Después de en-
sayar diferentes ajustes alternativos, puede reconocerse que
una estrategia recomendable demanda de una buena estima-
cion del ancho del rango de corrimiento de fase ¢y (mejor
que 27) para mejorar la precision en la determinacién de di-
chos pardmetros (medicién del orden fraccionario). Para po-
ner en relieve el método descrito, se remarca el antecedente
del uso de la interferencia espectroscopica con dngulo cons-
tante propuesto para la medicion de espesores e indices de
refraccién de capas transparentes [4]. Otra técnica alternati-
va emplea observaciones de franjas de interferencia mono-
cromdticas bajo dngulo variable, pero requiere de dos lon-
gitudes de onda diferentes [4]. En contrapartida, la técnica
aqui propuesta determina simultdneamente espesor ¢ indice
de refraccién usando dngulos variables, necesitando sélo una
longitud de onda. Como préctica de enseanza, se hace notar
que los ajustes presentados pueden realizarse con paquetes
comerciales para aplicaciones matemdticas avanzadas [5] y
el experimento puede realizarse formando un interferémetro
tipo Mach-Zehnder [6].
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