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rol' un error totalmente involuntario en elnúmcro 5 del Volumen 45 de la Revista Mexicana t/(' P(üca en la sección de enseñanza
se puhlicó el artículo titulado "Simullaneous mcasure of rcfr~,lCti.vc itHJ~X and thickness of diclcctri~ plane paraJlel p!at~~ .h~
frinoe counring: a case for generalized regression", el cual hahw SIlJOretirado por los autores al darse cuenta dc que tema senos
crro~es. Posteriormente enviaron una nueva versión corregida, en español. la cual se reproduce aquí.

Erratunl

Duc 10 <.Inerror lhe paper enlitled "Siml1ltaneous meaSl1rc 01' rcfraclivc illdex amI thickness of dielectric plane parallel plates
hy fringc counting: a case for gcneralized rcgrcssion" was published in lhe section 01' etlucation nI' the numbcr 5, Volume 45
uf the R('visra Mexicana de Púica. This article had bcen rctirctl hy authors when ¡hey detcctcd scvere erros. A new corrected
vcrsion. in spanish, was recivcd which is published herc.
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Se propone la medición del índice de refracción y del espesor de placas dieléctricas plano-paralelas como un ejercicio de laboratorio de
úptic<.lempleando la técnica del conteo de franjas de interferencia. La placa bajo inspección se inclina en uno de los brazos de un inter-
ferúl1letro, causando que las franjas de interferencia sufran un corrimiento. Ajustando las franjas para ohlener anillos concéntricos, éstos
sufren un encogimiento o expnnsión aparenles dependiendo del valor del corrimiento inducido. El conleo de anillos colapsándose o expnn.
diéndose proporciona una idea de los cambios respectivos de fase como fUllción del ¡Íngulo de inclinaciÍln, de modo que las lecturas pueden
compararse nll1 el corrimiento tc{lrico. el cual puede hallarse bajo consideraciones gcomélricas. Adem¡Ís. debido a la forma matemátic<l del
comportamiento de la fase, las lecturas tomadas represenlan un ejemplo de datos apropiados para un ajuste de regresión generalizada. Dado
que algunos paquetes de cómputo incluyen funciones diseñadas pnra realizar tales ajustes. pueden emplearse direct;:¡mcnte para complemen-
t<lrel procesamiento de datos y realizar una comparación cuanlitativa con la temía. Se presenla el reporle de resultados experimentales y sc
disculen varias alternativas de ajuste. De entre ellas. se destaca la posihilidad úe la simulltínca medi(:i6n úel índice de refracción y del espesor
de la pl.IC;:\.
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1. Introducción

rayo inicialmente paralelo, pero que no cruce por la placa, es
1/" ..lB - 11 A.D. Puede mostrarse que el DeO es expresahle
como

donde el denota el espesor de la placa, "p su índice dc rcfrac-
ci6n, y H el índice de refracción del medio externo a la placa
(y por el cual se supone atraviesa el rayo de referencia). Para
el caso en que H = l. la Ec. (1) se simplifica a la siguiente
expresión

( 1)
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FIGURA l. Determinación del DeO como (unción del ángulo de in~
cidcncia <p. <p' es el ángulo de rcfra(Tión. 1tp el índice de refracción
de la placa. y ti su espesor. El índice de refracción externo es 11 = 1.
Caminos ópticos considerados desde el punto E: EAn + ADHp +
VD' 11 (rayo cruzando placa): G/" G" 11+ G" DI! n + D" DI/fn (ra-
yo externo). Incorporando Ins igualdades anotadas junto a la l¡gura,
DCO resulta HpAD - '/IAD. Figura insertada: caso de incidencia
rasante. <p~es el üngulo crítico.

2. La diferencia de caminos líptic()s propia de
pIafas inclinadas

El L'onlar franjas de interferencia constituye una técnica para
C'slimar diferencias de trayectorias ópticas (en múltiplos dc
longitudes de onda, por ejemplo) entre dos ondas que inter-
fieren. Consiste en registrar el número de franjas que cruzan
por un determinado punto de referencia mientras se modili-
ca la trayectoria óptica de uno de los haces [IJ. La técnica
se utiliza ampliamente en prácticas de lahoratorio al usar in-
lL'rfcrümclros del tipo :Vlichc)son o del tipo Fabry-Pcrot para
medir desplazamientos desconocidos (en unidades de longi-
lud de onda. por ejemplo) o longitudes de onda desconoci-
das 121-

Por otro lado, el paralelismo entre las caras de una pla-
ca transparente puede inspeccionarse insertándola en uno
de los hrazos de un inlerferómetro, como uno del tipo
l\vyman-Cireen, ohservando el patrón de interferencia. Con
este llIélOoo. es posible medir el índice de refracción de .Ia
plaL'a si se conoce su espesor (o si se mide separad amen.
11:) ¡:q. Si _,e conoce el índice de refracción, en reciprocidad.
puede determinarse el espesor [31. Para medir índice de re-
fracción y espesor de capas transparentes, se ha propuesto el
uso de la téL'nica interferométrica con diferentes longitudes
dI.: onda, iluminando la capa hajo estudio a un ángulo de ilu-
lIlinaci6n constante (interferencia espectroscópica a üngulo
constante [-1D. Otro tipo de mediciones, conocido como oh~
scrvaciún de franjas monocrom:íticas a ángulo variable, re-
quiere de dos longitudes de onda diferentes para poder deter-
minar espesores e índices de refracción [41. A lo largo de este
u.ahajo. para examinar paralelismo de placas transparentes se
descrihe una técnica basada en contar franjas de interferencia
de un patrún monocromático mientras la placa hajo inspec-
ción se inclina por pasos respecto al haz que la atraviesa. En
particular, se muestra que la técnica desemboca en un método
para estimar simultáneamente t•.1Il1O el índice de refracción de
la placa. como su espesor, en lo que resulta ser UII problema
tk ajuste alinea\. Se presentan algunas alternativas para rea-
lilar dicho ajuste con un paquele comercial [51 y se discuten
algunos resullados típicos correspondientes.

con>. la longitud dc onda asociada a amhos haces. Como un
resultado dc la superposici6n de haces, las anteriores condi-
ciones proporcionan un patrón de irradiancia de interferencia

Cuando un haz de rayos ha cruzado por la placa y es luego
superpuesto con otro haz de referencia compuesto por rayos
externos, la diferencia oe fase ideal fl>(<p) en el campo resul-
fante es

21'id (J 2 J')'1'(</»=--:\ ",.-sin </>- I-sin-</>

Se cOllsiderará el corrimiento de las franjas de un patrón
de interferencia formado por la superposición de dos Ol1~

das 1110nOL'nJm<iticas, una de las cuales atraviesa una placa
dieléclrica plano paralela según un determinado ángulo de

incidencia.

2.1. Corrimicntos de intcrfercncia

La Fig. l muestra un rayo, incidiendo cn una placa plano
j1arakla, formando un ángulo 4J respecto a la normal oc la
superlicie de entrada. Un rayo semejante se desvía de su tra-
yectoria original. y cruz.a a la placa por una llueva trayectoria
..\13. Ladikrencia de camino 6ptico (DCO) respecto a otro

DCO = dHp
u"2 sill 4J /

1 - --.-, - - dy I - sin2 1>,
/tÍ>

(2)

(3)
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FIGURE 2. Arreglo experimental usado para conlar franjas (intcrferómelro t\1ach-Zehnder). P: placa transparente plano paralela, MI, M':
espejos. L: sistema cxpansor y colimador, RS 1: divisor de ha/. de entraJa, BS: divisor de haz salida.

[(r, tIJ) de la forma

(5)¡(r.,;,) = a{1 + 111 cos[aV q,) + <j>(q,)J}, (4)

donde puede reconocerse que el patrón debe sufrir un despla-
zamiento por una cantidad ~(<P) cuando el ángulo </> cambie.
En la ecuación anterior. 0('-:', 9) denota una cierta distribución
de frente de onda sobre la posición r en el plano de observa-
ción la(i;', ci» incluye el desplazamiento lateral del haz], (l es
la irradiancia de fondo. y 111 es la modulación de las franjas
de interferencia.

2.2. Patrones de franjas circulares

En el caso de ondas planas incidentes, el término o(r, 1» por-
la la información de cierta canridad de aberración esférica de-
bida al cruce del haz por la placa. Cuando uno de los haces
se desenfoque ligeramente, el patrón de interferencia consis~
tirá esem;ialmente en franjas anulares concéntricas. aparte de
la correspondiente deformación debida al resto de las abe-
rraciones y al desplazamiento lateral del haz. Estas dos con.
tribucioncs, sin embargo, pueden despreciarse realizando las
observaciones siguiendo al centro dcl palrón circular. En esta
situación, cl corrimiento de fase $(4)) causa que el radio de
cada franja parezca "encogersc" o "crecer". según 1"(1') va-
ya disminuyendo o incrementándose en valor. Así, el palrón
de anillos de inrerferencia parecería se encoge o se expande.
Contar franjas consiste entonces cn ir registrando el númcro
de anillos que sc han contra ido (o emergcntes) hacia el cen-
tro común. De acuerdo a las observaciones previas, es posi.
hle atender únicamcnte a 1'(4)) como si fuese el efecto,más
importante en los cambios inducidos en el patrón de interfe.
rencia cuando la placa se incline tal como se ha descrito.

Una inspección de la Ec. (3) muestra que ("(9) es una
función periódica de período 1r y con valores máximos y
mínimos dados por <Pmax = 4'(rr /2) jo' (Ilmin = 4>(0), respec-
tivamente. Entonces. el ancho del rango de valores de '1>(<p)
es una característica definible corno (I1w = <P1ll3X - (l'min,
resultando en la relación

2~d[ c---7 ](11w = -- v np - 1 - (np - 1) l

"Y relacionada directamente con los datos experimentales que
se obtengan como resultado del contar las franjas. NÓlese que
el valor 1Jmax corresponde al caso de incidencia rasante (esto
es, (j) = 1r /2), Y una subsecuente refracción dentro de la placa
al ángulo crítico <p' = cP~(ver la inserci6n de la Fig. 1). Esta
situación no es fácil de obtener experimentalmente debido a
los efectos de difracción de los bordes.

3. Arreglo experiment:ll

Se favoreció el uso de un interferómetro tipo Mach-Zehnder
sohre uno lipo Michelson (o uno tipo Twyrnan.Grcen). En el
primero. el haz cruza por la placa sólo una vez; en el segundo.
pasa dos veces. El interferómetro Michelson puede propor-
ritmar por éllo una mejor sensibilidad. Es también probahle
que elimine el efecto de desplazamiento lateral; pero puede
también introducir más errores por considerar [6J. Éstos pue-
den evitarse con el Mach-Zehnder, permitiendo efectuar las
mediciones y el proccsamiento más directamente. Se repona
el uso de un haz colimado proveniente de un láser de He.Ne
emitiendo a ), = 632.8 nm. La luz incide en un divisor de
haz SS 1, del cual se separa en dos haces siguiendo sendas
trayectorias (Fig. 2). En una de ellas (BS ) -M I-BS) se coloca
la placa sobre una platina rotatoria. La segunda trayectoria
conforma el haz de referencia. La colimación de los haces se
rcaliza con un sistema óptico apropiado que incluye un ex-
pan sor de haz, un filtro espacial (modal) y una lente colima-
dora (sistema L, Fig. 2). Desenfocando ligeramente la len-
te colimadora. pudo conseguirse un patrón "de interferencia
consistente en franjas anulares ohservadas atrás del divisor
SS (anillos en frente de SS, Fig. 2). El conteo de las franjas
anulares expandiéndose o contrayéndose se realizó lomando
al centro de los anillos como referencia al tiempo en que se
inclinaba la placa (un cubre.objetos comercial). Esta inclina-
ción se realizó girando el tornillo de la platina rotatoria. Las
divisiones de la platina se encuentran cada dos grados. Enton-
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4.1. Determinación de dos parámetros con regresión ge-
neralizada

i_

I
j¡

Como ajustes preliminares de los datos de la Fig. 3, se rea-
lizaron ajustes con regresión generalizada [5] con dos de los
tres parámetros desconocidos suponiendo el valor de uno de
ellos. Se muestra brevemente a continuación los resultados
de dos posibles casos, denotados por Caso A (imponiendo un
valor para el, con IIp y t:1~como valores por ajustar) y por
Caso H (usando un valor para IIp• con d y 6f/J como valores
por ajustar). .

Caso A. Ajuste de datos COII regresión generalizada y deter-
minación de "u/ice de refracción

Caso B. Ajuste de datos con regresión generalizada y deter-
mi,wción de espesor

4.2. Determinación simultánea de tres parámetros (Ilp•

6.4>. <1)fun regresión generalizada

cuya gráfica. para diferentes valores de -Pw. puede ver.
se en la Fig. 4 como ejemplo. En ella. el par coordenado
(1.5,1.5 x 10-'1) resulta aproximadamente un punto en la

Primcro. es de notarsc que diferentes pares de valores d y Hp

pueden corresponder al mismo valor del ancho (~w. De he-
cho. puede mostrarse a partir de su definición que un valor
dado de (h\' origina la siguiente relación ti versus 1!p

(7)I

Jn~-I-(llp-I)'
d=

Por otro lado, suponiendo un valor de 1.52 para el índice
de refracción, usando para un segundo ajuste también a la
Ec. (6), pero aunada a derivadas con respecto a d y a Ó-$ [5J.
se ohtienen los valores d = 1.48G X 10-4 m. <I>w =
930.454 radianes, y ~<b = 1.1740

• Los resultados se corres-
ponden con el caso A.

Los ajustes usando la Ec. (6) proporcionan valores de
índice de refracción 11/1 Yde espesor d cercanos a los espera.
dos [7J. A través de dichos ajustes, pueden estimarse los va.
lores de ([lB' y de ti.cfJ, proporcionando un ancho del rango de
variación de fase de aproximadamente 81 franjas. La clase de
ajustes para determinar simulláneamente ambos parámetros
requiere de olro enfoque. expuesto en la siguiente sección.

Se buscó un ajuste con regresión generalizada empleando a la
Ec. (6), sus derivadas parciales de primer orden con respecto
a '111' y a 64>. y suponiendo conocido al espesor d. Estas deri.
vadas permiten el uso de la función genfit(vx, vy, vg. F).
particularmente útil cn esta clase de ajustes [5}. Después de
varios intcntos, se alcanzó un ajustc visualmente aceptable
suponiendo d = 1.5 X 10-4 1Tl. Dicho ajuste arroja los valo.
res "p = 1.51.1, <~l\. = 927.507 radianes. y i:>ó = 1.095°.
La gráfica de este ajuste es la mostrada en la Fig. 3.

4. I'rocesamiento de los datos con regresión ge-
neralizada

ces, se requirió estimar un grado para realizar algunas me-
diciones. Así. se leyeron ángulos 4> después de contar el
paso de un número NI de franjas igual a diez (2r. NI = 201T
radianes) por el punto de referencia. Se prestó especial aten.
ciún para locaJi/.ar el rango angular dentro del cual ocurre la
transición de contracción a expansión y viceversa (dentro de
una inccnidumbrc de 21r). Otra dependencia angular obser-
vada fue el desplazamiento lateral de la posición del patrón.
Por ello. rcsultó necesario seguir visualmente el centro del
patrón dcntro de cierto rango. Un resultado típico de corri-
miento de fase (presentados en radianes, en vez del número
de franjas SI) como función del ángulo de entrada <p (en
grados) se muestra en la Fig. 3 (cuadrados). Se muestra en la
misma gráfica un ajuste alincal preliminar a describirse en la
siguiente sección.

FIGURE 3. Datos experimentales (cuadrados) obtenidos con el in-
terferómetro de la Fig. 2. Un ajuste preliminar de .6.c.Jl(iP) para los
datos usando la Eq. 6. suponiendo d == 1.5 X 10-4 m, proporciona
11" = 1.514, <Pw ;;: 927.507 radianes, y ó"<jJ == 1.095°.

Para verificar si el comportamiento general de los cambios
de fase obtenidos por el conteo de franjas, como función del
án~ulo de incidencia 4>. sigue las prescripciones descritas en
la Seco 1, se llevó a caho un ajuste de los datos expcrimenta-
ks. mostrados en la Fig. 3, con regresión generalizada. Los
cambios relativos de fase i:>1>(.;'» = 1>(.;'» - 1>min son apro-
piados C0l110 funciones de ajuste debido a su relación más
directa con los datos dado que el valor -Pmin se desconoce.
En el ajuste. se tomó en cuenta el error ~r:Pen la posición
de la placa respecto a la marca de 0° de la platina rotatoria.
Aquí. de la Ec. (3), se encuentra que

i:>1>(.;\) = 2:d [J1lf. - SiIl
2(4) + i:><jJ)

x JI - Si1l2(<I> + i:><j» - (np - 1)]. (6)

Diversas alternativas de ajuste con la Ec. (6) se presentan en
las siguientes secciones.
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FIGURE 4. Espesor d como función del {ndice de refracción up pa-
ra el caso de un ancho de rango de variaciones de fase (J.l¡.i' con
vnlor de 930 radianes (-). Los restantes valores de (hv presenta.
dos con otros trazos son 730 (•• -), 530 (--). Y 3~0 (-) radianes.
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FIGURE 5. a) 'u(I'(,p) pam diferentes valores de d [Ec. (7») y f1p
(1>¡v = 930). Para valores hajos dc índice de refracción. la curva
6'1>(41) es más estrecha. h) Para los mismos valores. se muestran
las diferencias Do'loR(q,) - Do'¡',,(oP) como función de oP.li'~R(oP)
corresponde al m¡íximo valor de índice de refracción usado (1.8).
Así, la mayor diferencia correspon<lc al menor índice de refracci<ln

FIGURE 6. Ajuste emplc.mdo la Ec. (8) suponiendo 4>1V =
927.507 radianes. Esto proporcionn "" = 1.52 Yt:J.rjJ = 0.815°. El
C<iJculodel espesor consecucn!e da ti = 1.495 x 10-" m, mientras
que ('hua" = 1.7 x 10:1. 'I'mill = i72.023) radianes.

dos par4Ímclros independientes Uunto con las primeras deri-
vadas respecto ¡¡ "" y a .,ó,(?), puede determinarse d Illedian-
Il~la E<..'.(7). Suponiendo 'h~,= 927.507 radianes para los
dalos dc la Fig. (l (y de acuerdo con uno de los ajustes an-
teriores). este método arroja 11

"

= 1..32 Y 1:19 = 0.8130.

.:.:urvacorrespondiente al ancho (Pw = 930. Pero diferen-
tes pares (Hp• el) correspondientes a un mismo ancho tila' no
despliegan la misma curva de corrimiento de fase .ó.l)(tP).
como puede verse en la Fig. 541 para seis diferentes valores
de índices de refmcción listados en la misma figura y supo-
niendo (h"" = 930. Para mayor c1uridad en los diferentes
Irazos, se muestra sólo un cuarto de período del corrimiento
de fase ~(II(4». Para calcular cada curva de la Fig. 5a, en ge-
neral denotada por tl.1o,,(,p). se osó la Ee. (5) eon Do,p = O.
Mientras menor es el índice de refracción, más estrecha re-
sulla ser la curva ~(I)(<p). En 141Fig. 5b. se muestran las di-
ferencias entre los corrimientos de fase (determinadas por
Do'lo,,(,p) - Do<!o" (,p). denolando con Do<I>,,(,p) a una rel"c-
rencia fija dada) para los mismos seis conjuntos de valores
de .6,'1'(4)). Como referencia, se lomó el conjullto de valo-
res L\(I)u(tP) correspondiente a 1l¡¡ = 1.8 (y, de acuerdo a
la Ec. (7). d = 1.344 x 10-' rn). Enlonces. las dit"cren-
cius más altas son con los índices más bajos. Cada diferencia
se encuentra dentro de un rango comprendido entre los 50 y
60 grados, y en otro entre J 20 Y 130 grados.

Estas propiedades dun cabida a la posibilidad de una de-
terminación simultánea de ti y de 1l

"

en un enfoque alter.
nalivo. en el cual se considere a Do<I>(,p) de la Ec. (6) escri-
ta en términos de (!'tF, eliminando entonces a el l11ediJnte la
Ec. (7). Lo anterior proporciona

I [ /., .'0~'Io(ó) = 10\1" -===---- V n- - SIIl-(O;> + DoÓJll~- 1 - (71p - 1) . p ,

- JI - sill'(,p + Doó - (11" - 1)]. (~)

expresión que puede usarse en lugar de la Ec. (ó). Con una
estimación del valor dc 'III\' a partir de los datos. y con el
ajuste de .6,(1)(6) según la Ec. (8) empleundo 1l,} y ~ócomo

Re\'. I\-k.r. Ft:\.. 45 (6) (199<» 624-62X
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El cálculo correspondiente con la Ec. (7) proporciona rl =
1.495 X 10-4 m. El valor de índice de refracción no se apar-
la mucho del valor nominal comercial [7]. El valor del cs-
pesor se encuentra dentro del rango directamente medido
(0.10 i: 0.00 111m).

Este segundo método de ajuste presenta algunas carac-
terísticas para la determinación de parámetros en haja pre-
cisión convenientes de indicar. Primero, no requiere de una
medición independiente dc uno de los parámetros (sea d o
1IJ1)' Segundo. se hasa en el valor experimental de fh\,. que
es un valor a estimarse a partir del mismo conjunto de dalos.
Sin emhargo. el ajuste tendrá buenos resultados en la medi-
da cn quc se estime (PB'. Un mejor ajuste demanda de una
medici6n de (1)11' con prccisión mejor a 271'"(medici6n del or-
dcn fraccionario). Como un comentario marginal, cahe ha-
cer notar quc diferentes pares de valores (d,llp) con la misma
(h,. mostrarán, en general. diferentes valores de aherraci6n
esférica (compárese a la El'. (5) con el critcrio de equivalen-
cia entre cuhrc-objetos tal como es discutido en la Ref. 7).

Una terccra clase de ajuste es aqucl que considera a los
tres parámetros previamente huscados corno desconocidos e
indepcndientes. El hecho de proporcionar, en gencral, valo-
res de (111\. menores a los conseguidos mediante los ajustes
anteriores es atribuihle a la poca información ofrecida por
la precisi6n de los datos extremos, ilustrando la importan-
cia de su particular determinación con pre(;isión mejor que
la usada. Corno consecuencia de los valores proporciona-
dos para (h,., se ohtienen valores diferentes para el y para
l/l'. Para esta clase de ajuste aplicado al mismo conjunto de
datos. como ejemplo se presentan los resultados siguientes:
"1' = 1.6. d = 1.411 X 10-4 In, i::.'¡' = 0.798 radianes y
(]J¡,. = 90!l253 radianes.

Adelll.ís de los parámetros Hp y d, la desviación angular
~</J puede ser dcterminada en cada clase dc ajuste. Los valo-
res de (I)m,\x Yde (1lmin puedcn calcularsc tamhién.
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5. Comentarios finales

El contar franjas de interferencia como una medida de los
camhios de fase generados al inclinar una placa plano para-
lela dentro del rango angular comprendido entre () y 360 gra.
dos sirve para verificar que el comportamiento correspon-
diente está de acuerdo al predicho por el cálculo geométrico
del DCO. La técnica puede derivar en un método de inspec-
ción de paralelismo en placas transparentes hasado en contar
franjas, por lo cual puede servir como un ejemplo adicional
a los más conocidos dentro de un laboratorio de óptica de
ensciían.la. Algunus métudos para inspeccionar paralelismo
se revisan en las Refs. 8 y 9, mientras que otros más re-
cientes y especílicos 11<lnsido puhlicados en la Re!". 10. El
contco de franjas. aunado a los ajustes apropiados de regre-
sión generalizada puede también servir para la medición si-
Illultánea de índice de refracción y de espesor. Después de en-
sayar diferentes ajustes alternativos, puede reconocerse que
una estrategia rccolllcndahle demanda de una hucna cstima-
ci6n del ancho del rango de corrimienlO de fase (hv (mejor
que 271'") para mejorar la precisión en la determinación de di-
chos parámetros (medición del orden fraccionario). Para po.
ner en relieve el método descrito. se remarca el antecedente
del lISO de la interferencia espectroscópica con ángulo cons-
tante propuesto para la medición de espesores e índices de
refracción de capas transparentes [.11. Otra técnica alternati-
va emplea ohservaciones de franjas de interferencia mono-
cromáticas bajo ángulo variahle, pero requiere de dos lon-
gitudes de onda diferentes [4]. En contrapartida, la técnica
aquí propuesta determina simultáneamente espesor e índice
de refracci6n usando ángulos variahles, necesitando sólo una
longitud de onda. Como práctica de enseanza. se hace notar
que los ajustes prcsentados pueden realizarse con paquetes
comerciales para aplicaciones matemáticas avanzadas [5] y
el experimento pucde realizarse formando un interfer6metro
tiro Mach-Zehnder 161.
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