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En el siguiente trabajo se presenta una caracterizacion de los autématas celulares lineales reversibles por medio de permutaciones en blogue
con corrimientos. Se explica el funcionamiento de este proceso utilizando conceptos basados en dindmica simbélica, combinatoria y registro
de corrimientos. Al final se hace una generalizacién de esta idea para cualquier tipo de autémata celular lineal reversible, mostrando algunos

ejemplos.
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In this article we give a complete characterization of the reversible behavior in linear cellular automata, using block permutations and
shifts. We explain this process with some concepts based in symbolic dynamics, combinatorics and shift registers. At last, we present a
generalization of this procedure for all kind of reversible linear cellular automata, showing some examples.
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1. Introduccion

En el andlisis y modelacidn de los sistemas dindmicos discre-
tos destacan por su simplicidad, pero a la vez por la comple-
jidad que pueden tener en su comportamiento, los autématas
celulares lineales; ademds de ser sistemas que pueden ser es-
tudiados en una computadora con gran facilidad. Un tipo es-
pecial de autématas celulares lineales son los llamados re-
versibles; éstos han servido como modelos para el andlisis
del comportamiento reversible microscopico implicado en la
segunda ley de la termodindmica [1].

La teoria fundamental para estudiar dichos sistemas se
debe a Gustav A. Hedlund [2], que analiza en gran detalle
sus caracteristicas locales por medio de herramientas combi-
natorias y de dindmica simbdlica; sin embargo, no muestra
de manera explicita cémo es que la informacion global del
sistema se conserva [3]. En este aspecto destaca el trabajo de
Jarkko Kari [4], el cual trata de explicar este comportamien-
to global como la aplicacién sucesiva de permutaciones en
bloque.

En este escrito se hace una extension del trabajo de Ka-
ri [4] modificandolo para representar a todo tipo de autémata
celular lineal reversible, utilizando los resultados obtenidos
de Hedlund [2] y procesos e ideas desarrolladas por Harold
V. Mclnstosh [G, 5].

En la Sec. 2 se explica el funcionamiento de un autémata
celular lineal, la terminologia que se utiliza y el concepto de
autémata celular lineal reversible. En la Sec. 3 se muestran
cudles son las propiedades basicas que cumplen localmente
los autdmatas celulares lineales reversiblies. En la Sec. 4 se

presenta el proceso de Kari y explicamos su funcionamiento
con las propiedades desarrolladas en la Ref. 2. En la Sec. 5
se toma un autdmata celular reversible (2, 1) para ejemplifi-
car el funcionamiento de este proceso. En la Sec. 6 se sefialan
las limitantes que tiene el proceso de Kari y hacemos una mo-
dificacién al mismo para que pueda ser aplicable en todos los
casos. En la Sec. 7 se desarrollan dos ejemplos que muestran
la generalizacién del funcionamiento del proceso de Kari. Pa-
ra concluir, la Sec. 8 expone algunas observaciones finales y
tentativas para trabajos posteriores relacionados con el tema.

2. Preliminares

Sea A un conjunto de elementos cualquiera, la cardinalidad
de A se indicard con |A|; paran € Z7, la expresién A"
representard al conjunto de secuencias de longitud n forma-
das con elementos de A; asi, A* representard al conjunto de
secuencias generadas con elementos de A de cualquier longi-
tud, donde A simbholiza a la cadena vacia.

Un autémata celular lineal estd conformado por un arre-
glo lineal de celdas o células que se denomina como el es-
tado global o configuracion del autémata, cada una de estas
células puede tomar un valor de un conjunto finito de estados.
Cada célula en la configuracion evolucionard a un nuevo esta-
do dependiendo de su valor actual y el valor de sus r vecinos
a cada lado, es decir, la célula forma una vecindad con sus
r vecinos tanto a la derecha como a la izquierda, en donde a
» se le conoce como el radio de vecindad. Al mapeo de cada
una de estas vecindades a un estado se le denomina la regla
de evolucion del autémata.
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Con lo anterior podemos definir a un autémata celular li-
neal como el sistema formado por

(K,r,9,C), ()

en donde los elementos de este sistema son los siguientes:
e [\ es un conjunto finito de estados, con |K| = k
e 1 es el radio de vecindad

e ¢: K21 — K es laregla de evolucién que mapea
vecindades a estados

e (; € C es lai-ésima configuracion del autémata en
donde C';: Z — K, es decir, es un mapeo del conjunto
de enteros al conjunto de estados.

Para el caso en donde la configuracién C; sea finita, la
primera célula de C; se concatena con la dltima para que
ambas tengan sus vecindades completas, formando con es-
to un anillo. Denotaremos con la pareja (k,7) al conjunto de
autématas celulares lineales que tengan un nimero k£ de esta-
dos y un radio de vecindad r.

Paraa € K™y b € K727 se dird que a es ancestro de
b si ¢(a) = b, es decir, a evoluciona en b al aplicar la regla
de evolucion a cada una de sus vecindades, si ¢(C;) = €
entonces C; es ancestro de C';.

Un autémata celular lineal determinado se denominara
reversible si dada su regla de evolucién ¢, se puede encon-
trar otra regla inversa ¢! con la cual poder regresar en la
evolucion del autémata, en otras palabras, volver a generar la
configuracion ancestra de la actual y poder repetir este proce-
so de manera indefinida [7]. La parte mds interesante de este
proceso es que esta generacion global de configuraciones ya
sca ““hacia adelante ™ o ** hacia atrds” es producida por reglas
de evolucién cuyo comportamiento es local.

3. Propiedades de un autémata celular lineal
reversible

Al analizar el comportamiento local inducido por ¢ en un
autémata celular lineal reversible se presentan dos cuestio-
nes interesantes, jcudntos ancestros tiene una secuencia de
estados dada? y para una secuencia de estados en particular,
(cudl es la forma que tiene sus ancestros?; estas cuestiones
dardn paso a dos conceptos fundamentales desarrollados por
Hedlund los cuales son multiplicidad uniforme e indices de
Welch.

Sea (I, r,¢,C) un autémata celular lineal reversible, en-
lonces tenemos

Teorema | (Hedlund-1)
Paraa € {I* — A} se cumple que

|6~ a)] = k.

Este resultado nos indica que toda posible secuencia de
estados tiene el mismo niimero de ancestros que las demis,

y que este namero es igual a k>, esta caracteristica demos-
trada por Hedlund se puede denominar como multiplicidad
uniforme (2, 6].

Por supuesto, la multiplicidad uniforme no sélo se ob-
serva en automatas celulares reversibles, sino que también
aparece en automatas cuyo mapeo entre configuraciones es
sobreyectivo pero no inyectivo, sin embargo, la reversibili-
dad de un autémata celular lineal se puede detectar a través
de sus indices de Welch [8,6,2]. Dichos indices L, M y It
nos sirven para enumerar las distintas regiones que existen
en todos los ancestros de una secuencia dada, en el caso de
Ly R, representan el maximo nimero de extensiones de una
cadenaa laizquierda y a la derecha respectivamente tal que la
evolucion que resulte de dichas extensiones sea la misma. El
indice M es distinto pues nos representa el minimo nimero
de secuencias cuyas extensiones izquierdas y derechas evolu-
cionan también en la misma cadena.

Tomando lo anterior, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2 (Hedlund-2)

En un autémata celular lineal reversible se cumple que

M =1,
LR = 1%,

Con base en los tcoremas | y 2, podemos concluir que si
en un automata celular lineal. pava i € 47, todaa € K"
cumple con la multiplicidad uniforme (|¢~!(a)| = k*7) y
cumple ademds que LR = k", entonces los ancestros de to-
da a tienen a M = 1. En otras palabras, los ancestros son
diferentes entre sf tinicamente en los extremos pero com-
partiendo la misma parte central y por lo tanto existiendo
una tdnica forma de regresar hacia atrds en la evolucién del
autémata y con esto generando un comportamiento global re-
versible. Un punto importante a sefalar es que el valor de n
denota el tamafio de la vecindad en ¢,

Se ha aprendido a detectar el valor de los indices L y R
por medio de la multiplicacién de las matrices de conecti-
vidad del diagrama de de Bruijn [5, 9], sin embargo, hasta el
momento no se ha alcanzado una caracterizacién completa de
la estructura en el funcionamiento de un autémata celular re-
versible, es decir, conocemos las caracteristicas del compor-
tamiento local pero éstas no muestran claramente la manera
en que la informacion de cada configuracién se conserva.

4. Permutaciones en Bloque

Un trabajo fundamental sobre el comportamiento global de
las configuraciones en un autémata celular reversible se debe
a Jarkko Kari en [4], el cual presenta la transicién entre éstas
como una combinacién de dos permutaciones en bloque y un
corrimiento, lo que explica de manera sencilla la conserva-
cion de informacién del sistema.

Empeccmos con la seleccidn del radio de vecindad; si un
autémata es reversible para un radio de vecindad r, éste lo se-
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FIGURA 1. (a) Funciones fz, y fr,. (b) Permutacién .

guird siendo para otros radios de vecindad mayores que 7.
Seleccionemos el mayor r entre ¢ y ¢~ 1 de aqui se definen
dos conjuntos L, y Ry. Estos conjuntos estin formados por
las secuencias de tamafo 27 y las terminaciones izquierdas
y derechas respectivamente de los posibles ancestros de cada
secuencia, siendo cada una de estas terminaciones también
de tamaiio 2r. Para obtener dichos conjuntos, tomemos cada
a € K% y cada ¢(a), con esto se forman Ly y Ry segiin
indiquen fr, y fr, enlaFig. la.

Si un autémata es reversible con un radio de vecindad r
entonces un bloque de tamafio 2r + 1 define una tinica célula
central en sus ancestros, por lo que un bloque de tamafio 4r
define a su vez un tnico bloque central de tamafo 2r en sus
ancestros, dejando las discrepancias de los mismos en los ex-
tremos y los conjuntos Ly y Ry contienen dichas diferencias,
de lo anterior se produce el siguiente resultado.

Lema | (Kari-1)
|Lgl|Rg| = £°".

Prueba: Probemos el lema I con los términos que Hedlund
usa en la Ref. 2. Sabemos que los conjuntos L y Iy se obtu-
vieron del conjunto K" y sus ancestros, ademds | I{ T =T,

Como el autémata es reversible, cumple con la multipli-
cidad uniforme y cada secuencia en K" tiene tantos ances-
tros como k", entonces, en total hay k*"k*" = k° cons-
trucciones de este tipo. Cada secuencia en K7 tienen en sus
ancestros una tnica parte central de tamafio 2r, dejando las
diferencias en las partes izquierdas y derechas, cuantificadas
por los indices L y I, respectivamente.

Por medio de f1, y fr, obtenemos los conjuntos Ly y
R, formados por bloques de tamafio 2r y los extremos de
sus ancestros también de tamafio 27, en estos extremos es en
donde los ancestros muestran sus diferencias. Existen tantos
bloques de tamano 2r como 2" y tantos extremos diferentes

de ancestros como L en el casode Ly y R en el caso de R,
por lo que la cardinalidad de estos conjunto estd dada por
|Ly| = LK* y  |R4| = RE*". (2)
Multiplicando ambas cardinalidades tenemos
|Lgl|Ry| = LK% RE* = LREY. 3)
Como el autémata es reversible LR = k2", por lo que
LEEY™ = k¥ gt = k% (4)

-1

lo que concluye la prueba.
Definamos dos indices (que se puede tomar como una
normalizacién de |Ry| y |Ls|) hy y h—, dados por

|Lg| _|Ry|

h- = s ¥ W= k37 ©)
un indice es el reciproco del otro.
Lol Ryl _ K°"
he ®hy = L3rg3r . k6r (6)

Estos indices seran utilizados para el siguiente resultado
fundamental que explica la conservacion de informaci6n del
sistema.

Teorema 3 (Kari-2)

Cada autémata celular lineal reversible en el kernel de h_ es
una composicion de dos permutaciones en bloque.

Definamos una permutacién en bloque p = (B,("))*1 o
i o BI™  aquella que primero divide la configuracién en se-
cuencias de longitud n, empezando en la posicion ¢ y aplica
la permutacion 7 a cada secuencia.

Para la prucba del teorema 3, Kari se basa en que el va-
lor de h. = 1. Debido a esto, |Ry| = |Lg| = K%,
por lo que podemos definir cualquier tipo de biyecciones
by : Ly = K* ybg: Ry — K?". Las permutaciones
estardn dadas de la siguiente manera:

mi(Co,. .- 2 Cor—1) = [(bL © fr,){(ca; - sCor=1),

(br o fr,)(co,--- C6r—1)],
Wz((‘o,- o ycﬁr—i) — [(bR Ongl)(Co, - «Ca.-fl),

(br Ofﬂgl}(CUv--- Jeer—1)]- ()

Es decir, realizar cada una de ellas serd una composicién
en donde primero se aplica a cada a € K las funciones
fr, ¥ fr,. Después, cada miembro de Ly y R, se mapea
con la biyeccion estipulada en by, y bg, respectivamente. En
sintesis, la permutacion = mapea una secuencia de estados de
tamaiio Gr a otra secuencia del mismo tamafio formada por
dos elementos de I'*" y queda representada en la Fig. 1b.

Entonces, la evolucion de un autémata celular lineal re-
versible puede ser definida por dos permutaciones en bloque

como se muestra en la Fig. 2a. La primera p; = [B“"")}“l o

M © B ") divide la configuracién antecesora en bloques de
tamaiio 6r, empezando desde la posicién 0 y aplicando a cada

Rev. Mex. Fis. 46 (1) (2000) 14-23



AUTOMATAS CELULARES LINEALES REVERSIBLES Y PERMUTACIONES EN BLOQUE 17

Coa1| G

o
1 Trory
o ... r..,,] F. e Gt

e s K Ea) - W Ener
by by

be b,
Car e SenifCer oo Smi

9 ) ¥ ot ) ¥
fey fryt

St )| Ena) et

(a)

o o
fiy Tre 1
pl[e - an s

€)-e gy e Con) -4 E201

I

by b i
X, } Xe
i by b,
P R
[ ) - Eser er)-deoa)] | B
T %
o) #Ea) enr]
(b)

FIGURA 2. Evolucién de un autémata celular lineal reversible con:
(a) Permutacién en bloque original y (b) Permutacién en blogue
corregida.

bloque la permutacién 7;. La segunda permutacion p, =
[BE)1 o7y 0 B, divide la configuracion sucesora en
bloques de tamafio 6r, empezando desde la posicion 3r y
aplicando a cada bloque la permutacion .

Al final tenemos que en ambos casos, las permutaciones
coinciden en parte con un desfase de 3r posiciones (bloque
gris en la Fig. 2a), aplicdndolas desde el sentido original y el
inverso. El mapeo global entre configuraciones inducido por
la regla de evolucion ¢ puede representarse como la compo-
sicidn de dos permutaciones en bloque p;l op:.

5. Ejemplo del funcionamiento de las permuta-
ciones en bloque

Para visualizar el proceso de Kari, tomemos al autémata re-
versible (2,1) regla 204 que se presenta en la Tabla I. Esta
regla se conoce como la regla identidad ya que copia el ele-
mento central de cada vecindad. Los valores de los indices de
Welch de este autématason L = 2y R = 2, cumpliendo con
que LR = k* = 2%*! = 4, ademds, como la regla s6lo copia
¢l elemento central, su regla inversa es la misma regla 204.

Con las secuencias de tamafio 4r = 4 y sus ancestros,
podemos obtener los conjuntos Lapq ¥ Rops. Asignemos al
conjunto L, un mapeo biyectivo con el conjunto K*"; dado
que la regla de evolucién original y la inversa es la misma,
ambas tienen los mismos conjuntos Ly y Ry. Como el pro-
ceso indica que Ly = R, by Ry = qu‘, entonces para este
caso se tiene que Ly = Ry; de este modo, dado el mapeo
by, el mapeo bg queda definido al mismo tiempo como se
muestra en la Tabla I

TABLA I. Regla de evolucién 204 de un autémata (2, 1).

0 0 0 0 1 1 1 1

Vecindades 0 0 1 1 0 0 | 1
0 1 0 1 0 1 0 1

Evolucion 0 0 1 1 0 0 I 1

TABLA I1. Mapeo br.,, Y brag, para el autémata (2, 1) regla 204.

00 00 0 1 [0 1]
Ao m P m Bl - -
J, 4 - o] ml_,
[0 0] [0 1] 1 0] L 1

11

om0 -
- _1

T (-0 (- -

En este ejemplo se tiene que

|Ls| =8, |Rsl=8, |Lg|lRg|=8%8=064,
justamente igual a kS = 2% = 64. Asignemos a cada posible
bloque de tamaiio 6r sus permutaciones correspondientes a
m y ™, dado que en este autémata las reglas de evolucion
original e inversa son idénticas, las permutaciones my Y 72 lo
son también, por lo que basta enumerar sélo una de ellas, lo
que se hace en la Tabla III.

Tomando una configuracién inicial aleatoria realizemos
el siguiente proceso:

1. Dividamos la configuracién en bloques de tamafio G.
2. Permutemos cada bloque como lo indica ;.

3. A la nueva configuracién resultante, dividimosla tam-
bién en bloques de tamano 6 pero empezando 3 posi-
ciones a la derecha.

4. Permutemos cada bloque como lo indica p; '

Observando la Fig. 3, la configuracién inicial y la con-
figuracion producida al aplicar las permutaciones en bloque
p; " opi corresponden a la evolucién de la configuracién ini-
cial bajo la regla 204, es decir, hemos podido representar di-
cha evolucion por medio de corrimientos y permutaciones en
blogque siguiendo el proceso descrito por Kari.

6. Generalizando el proceso

Por medio de los conceptos anteriores se ha descrito la evo-
lucién de un autémata celular lineal reversible, sin embargo,
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TABLA III. Permutaciones 7, y 2 para la regla 204.

370100 10010001 1101 101101001011 101001010000100D11 1AI00TTAIT0

FIGURA 3. Evolucién del autémata (2, 1) regla 204 por medio de
permutaciones en bloque.

(este proceso funciona para representar a todos los autématas
celulares lineales reversibles?, en esta seccion trataremos de
dar respuesta a dicha cuestion.

Una de las primeras preguntas que surgen es ;qué su-
cede cuando el valor de » no es entero?. Por ejemplo, si
r = 1/2 las biyecciones by y bg hardn un mapeo al con-
junto 3" = K*/2 es decir, a secuencias de (3/2) células de
longitud lo que trae consigo el problema de partir las células.
Para solventar este problema en vez de tomar el valor de r
para el cual ambas reglas son reversibles, utilizemos el valor
[]. en donde [r] es el menor entero mayor o igual a r, este
paso es vdlido ya que con esto se tomard un valor que es ma-
yor o igual al minimo r para el cual el autémata es reversible
y por lo tanto seguird cumpliendo con serlo con la ventaja de
que 3¢ tendrd siempre un valor entero.

Sin embargo, la cuestion mds importante es /qué sucede
si los indices de Welch son distintos entre si”?

Analizemos una vez mds como definimos las permuta-
ciones en bloque: cada permutacion de un bloque de longitud
G consiste en aplicar a los 3» elementos izquierdos la com-
posicion (by o fr,) y aplicar a los 3r elementos derechos la

Bloque w1 (ma) Bloque 1 (m2) Bloque ™ (m2) Bloque m (m2)
000000 111111 010000 4 000111 100000 “ 010111 110000 “— 011111
000001 “ 111110 010001 « 000110 100001 “ 010110 110001 — 011110
000010 — 111000 010010 < 000000 100010 “ 010000 110010 = 011000
000011 “ 111101 010011 4 000101 100011 4k 010101 110011 — 011101
000100 — 111010 010100 “ 000010 100100 © 010010 110100 e 011010
000101 o 111100 010101 « 000100 100101 - 010100 110101 > 011100
000110 “ 111011 010110 + 000011 100110 “ 010011 110110 e 011011
000111 “ 111001 010111 — 000001 100111 L4 010001 110111 3 011001
001000 <k 110111 011000 > 101111 101000 < 100111 111000 L 000111
001001 “ 110110 011001 — 101110 101001 “ 100110 111001 “ 000110
001010 “ 1 10000 011010 “ 101000 101010 “* 100000 111010 ‘- 000000
001011 - 110101 011011 < 101101 101011 4 100101 111011 “ 000101
001100 o 110010 011100 “— 101010 101100 — 100010 111100 i 000010
001101 “ 110100 011101 “» 101100 101101 i 100100 111101 Lo 000100
001110 i 110011 011110 — 101011 101110 - 100011 111110 <. 000011
001111 — 110001 011111 > 101001 101111 = 100001 111111 “ 000001

[1010070100010001 1101001 10110 composicién (br © fr, ). En el proceso original de Kari, sa-

bemos que tanto by, como br mapean de manera biyectiva los

elementos de los conjuntos L, y R, al mismo conjunto K7,
es decir, ambos conjuntos L, y R tienen la misma cardina-
lidad. Como | Ly k" y |Ry4| = RKE®", el razonamiento
anterior indica que L = R, o que ambos indices de Welch
son iguales.

Tomemos el caso en que esto no ocurra, tendremos que
|Lg| # |Rgl, y las biyecciones by, y br no podrén aplicarse
tal cual pues alguno de los conjuntos Ly o Ry tendrd mds
elementos que 3"

En la demostracién de su teorema, Kari toma como base
que el valor del indice h— = 1 para definir las biyecciones
by y bp. El que i = 1indicaque ala vez hy = 1 yaque
h_ % hy = 1. Entonces, podemos redefinir a los indices h_
y h., haciendo un uso explicito de los indices de Welch L'y
R, quedando entonces

LLtJrl R - LRCJ_
h- = Li2r y hy= RE2’ (®)
esta pequeiia redefinicion provocaque tanto h = liy =1y

por lo tanto, se puedan definir las biyecciones by, y br, ahora
bien, dichas biyecciones ya no serdn hacia el conjunto [&%"
sino que quedardn definidas como sigue:

by : Ly — conjunto de secuencias de X
- » I
con cardinalidad L'

br : Ry — conjuntode secuencias de I\

con cardinalidad RE*".  (9)
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La definicién de by, y br parece ser muy sencilla, sin embar-
go tienen mucha mds relevancia de lo que uno podria suponer
a primera vista. El que estas biyecciones vayan al conjunto
I3 indica primero que la longitud de cada secuencia en este
conjunto es de 3r, y en segunda de que longitud debe ser cl
corrimiento a realizar entre la primera y la segunda permuta-
cion en bloque.

Hemos visto que esto funciona muy bien en el caso en
donde los indices de Welch L y R son iguales, pero cuando
no lo son, by, y bg ya no pueden mapear al conjunto Ko,
sino deben mapear a otros conjuntos de secuencias de I cu-
yas cardinalidades deben ser LE?*" y RE®" respectivamente
para definir una biyeccién con Ly y Ry, en principio, ;qué
longitud deben tener entonces las secuencias en ambos con-
juntos?.

Tomemos primero al caso izquierdo, para conocer esto
debemos poner a la expresion LE?" en forma de un exponen-
te de k:

L =it (10)
y de aqui
Lkzr - klogk Lk?_r - k?r—f—log&, L
Siguiendo el mismo proceso para el lado derecho:
Rk‘_"r‘ — k2'1‘+]0g,.. R
es decir, ahora tenemos que

by : Ly —IC2rHioset

~

bg : Ry o K2rH1o8 R, (11)

donde el corrimiento entre la primera y la segunda permuta-
cién en bloque debe tener una longitud de 2r + log,, L.

Sin embargo, tomemos un autémata celular lineal rever-
sible (6, 1), en el cual se cumple que k*" = 6° = 36; por
lo tanto, valores factibles de los indices de Welch pueden ser
L =4y R = 9. Hemos dicho que la expresion 2r + log, L
define tanto la longitud de las secuencias en que se van a ma-
pear los elementos de Ly bajo by asi como el tamaio del
corrimiento entre las permutaciones en bloque. Retomando
el ejemplo, si sustituimos en la expresion los valores de r y
L obtenemos que

2r +log, L = 2(1) + logg 4 = 2.7737056.

El valor obtenido es correcto, pues el conjunto L tendrd tan-
tos elementos como

L'L,Er = wling GE(I) = 144 = k'!r—{—log,‘ L - 6'2."7:!70:’;0_

3

sin embargo, no podemos representar secuencias de longitud
2.7737056 ni podemos hacer un corrimiento de ese tamano
en el espacio discreto de un autémata celular, entonces, aun-
que analiticamente no hay error, es imposible representar to-
dos los automatas celulares lineaies reversibles con estas re-
definiciones.

El problema con las redefiniciones es que tanto la lon-
eitud de las secuencias ni el corrimiento son siempre re-
presentables, esto se debe por una parte a que las biyec-
ciones by, y bg mapean Ly y Ry al conjunto 2708 by
I Hore R pespectivamente, pero no siempre se pueden for-
mar secuencias de longitud exactamente igual a 2r + log; L
02r + log, R segin corresponda, ni siempre se puede aplicar
un corrimiento entre las permutaciones en bloque de tamafio
2r + log,, L, entonces, ;por qué no tomar otros conjuntos a
donde mapear Ly y Ry?

El punto clave de este proceso radica en que tanto Lgy
R, guardan las diferencias de los ancestros en un autémata
reversible, es decir, contabilizan los indices de Welch, y las
biyecciones by, y bg sélo enumeran dichos conjuntos, pero
hemos visto que hasta ahora la manera de enumerarlos no
siempre es factible por medio de secuencias del conjunto It
entonces por qué no buscar enumerarlos de otra forma que
siempre sea posible. Definamos los siguientes conjuntos:

xX = {:J'g,:Ei. ---«-]:(Lk‘l"fl)}a
%

{90, Y1s - YRR —1) }- (12)

Se tiene con esto que, |Ly| = | X |y |Rg| = |Y|. Toman-
do nuevamente las redefiniciones de h_ y h., volvamos al
resultado de Kari y reescribamos su prueba.

Teorema 4 (Kari-2 Revisado)

Cada autémata celular lineal reversible en el kernel de hi_ es
una composicion de dos permutaciones en bloque.

Prueba: Sea h_(¢) = 1y sea r tan grande que represen-
ta a las vecinades de ¢ y ¢~'. Debido a que |Lg| = |X]|y
|R4| = |Y|, biyecciones by’ : Ly = X ybr' : Ry = Y
existen, el mapeo puede ser cualquiera siempre y cuando
cumpla con ser biyectivo.

Sean fr, : K% = Ly y fn.
definido en la Fig. lay sean f,_,
-
para la regla inversa o~ '. Considere las permutaciones 7y y
m de N dadas por

. K% — R, como se han
: K =5 Ly-1 =Ray
- K% — R,-\ = L, las funciones correspondicntes

Tl u B ) = !(bir el _)(.[__L.')((‘r_). s Bty
(hrR o .fRd,)(CGJ 4R g CGr’—l)L
ol o v wBgpal) = [(h’n o fLL,J,i Wl = =i

(Vpofr,. )co ... .co

Entonces o = 1:._7' op, donde py es la permutacion en bloque
definida para una cadena de tamafio G6r en la primera con-
figuracion de estados, aplicdndole a ésta la permutacion my
y. p2 cs la permutacion en bloque definida para una cade-
na de tamaiio 6 en la segunda configuracién; haciendo un
corrimiento de longitud 1 en la secuencia {a ... 2 m Yn | CO-
rrespondicnte a un corrimiento de longitud 37 en la segunda
configuracién, como se muestra en la Fig. 2b.
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FIGURA 4. (a) Evolucion del autémata (2, 1) regla 15 y por medio de permutaciones en bloque. (b) Evolucion del autémata (4, 1/2) regla

F5A0F5A0 y por medio de permutaciones en bloque.

7. Casos de estudio

A continuacion presentemos algunos casos de autématas ce-
lulares lineales reversibles y como es la permutacion en blo-
que que representa su evolucion.

7.1. Autémata (2, 1) regla 15

Este es el caso de un autémata de 2 estados y un radio de ve-
cindad r = 1, con la regla de evolucién 15 y la regla inversa
85, los indices de Welch tiene valores L = 1y R = 4 parala
regla 15y L = 4y R = 1 para laregla 85. Estas reglas y las
permutaciones m; y 72 se presentan en la Tabla I'V.

En la Fig. 4a, de una configuracién aleatoria inicial, se
construye primero su evolucion empezando desde el instante
to al t3 y después se genera el mismo resultado por medio de
las permutaciones en bloque. De esta manera podemos obser-
var que la evolucién del autémata es idéntica a la construida
aplicando las dos permutaciones en bloque a la configuracion
inicial.

7.2. Automata (4,1/2) regla F5A0F5A0

Tomemos ahora el caso de un auémata (4,1/2) con laregla de
evolucion F5A0F5A0 y la regla inversa EEEE4444, los
indices de Welch tiene valores L = 2y R = 2 para la regla
F5A0F5A0y L = 2y R = 2 para laregla EEEFE4444.
Ambas reglas de evolucion y las permutaciones my y 7 se
muestran en la Tabla V.

En la Fig. 4b, de una configuracion aleatoria inicial ob-
tenemos 3 evoluciones de este autémata y se reproduce el

mismo resultado aplicando las permutaciones en bloque, co-
mo en el ejemplo anterior, se obtuvo la misma evolucion por
las dos formas.

8. Observaciones finales

Hemos visto que ¢l trabajo de Kari [4] nos permite expresar
la evolucién de un autémata celular reversible como la com-
posicién de dos permutaciones en bloque y un corrimiento
entre éstas, en este escrito se ha hecho mds general esta idea
para poder aplicarla a todo autémata celular lineal reversible,
sin importar su radio de vecindad ni el valor que tengan sus
indices de Welch.

Se ha podido entender el funcionamiento de estas permu-
taciones por medio de la teorfa desarrolladaen [2] y haciendo
uso de la misma, proponer una modificacion minima al pro-
ceso original para hacerlo totalmente general. El punto cru-
cial para que estas permutaciones funcionen es sin duda los
conjuntos Ly y R, yaque estos son los que guardan las dife-
rencias de los ancestros de las secuencias de estados; en otras
palabras, manifiestan la existencia de los indices de Welch L
y R, respectivamente.

Observemos en la Fig. 4b que del instante ¢, al instante
tivo. la permutacion p; se aplico en las mismas posiciones
en que lo habia hecho la permutacion -p._?l del instante t; a
tir1. Esto se hizo para hacer mas claro el diagrama pero no
obedece a ninguna condicién necesaria, la permutacion p; se
puede empezar a efectuar en donde se quiera y el proceso
funcionard igual siempre y cuando p; ' se empiece a aplicar
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Tabla IV. Autémata (2, 1) regla original 15, regla inversa 85 y permutaciones my y m».

Regla 15 Regla 85

0 0 0 0 1 1 1 | 0 0 0 0 1 1 1 1
Vecindades 0 1 1 0 0 1 | Vecindades 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 | 0 1 0 I 0 1 0 1
Evolucién 1 1 1 1 0 0 0 Evolucion | 0 1 0 1 0 1 0
Bloque T Bloque m Blogue m Bloque ™
000000 o Toya 001000 e roy1 010000 > T1Y3 011000 “ 11
000001 o Toy7 001001 H ZoYs 010001 + z1y7 011001 b Z1Ys
000010 L Toy11 001010 3 Tola 010010 “ Ty 011010 “ 1Yo
000011 e Toyis 001011 — ToY1a 010011 - T11s 011011 “ T1Y13
000100 o Toy2 001100 > TolYo 010100 o T1y2 011100 - 1Yo
000101 > ToYe 001101 “ Tola 010101 “ 16 011101 “ T1Y4
000110 “ Toly1o 001110 o Toys 010110 i 1Yo 011110 “ Z1Ys
000111 =1 ToY14 001111 Ee ToYi2 010111 o T1Y14 DELEL] “ T1Y12
Bloque m Bloque m Bloque m Bloque T
100000 o T2Y3 101000 - T2 110000 - T3y3 111000 “ T3Y1
100001 “r T2yt 101001 > T2Ys 110001 “ Ta3yT 111001 > T3Ys
100010 o T2y11 101010 IS T2Yo 110010 “ TaY1L 111010 L T3Yo
100011 o Tay1s 101011 “—+ T2Y13 110011 o ralis 111011 R T3Y13
100100 “ Tay2 101100 o T270 110100 - Tays2 111100 o ZT3Yo
100101 — T2Y6 101101 “ T2y 110101 “ T3Y6 111101 - T34
100110 s T2y10 101110 “ T2Ys 110110 “ 310 111110 “ T3Ys
100111 3 T2Yy14 101111 s T2Y12 110111 > 3114 111111 - T3y12
Bloque T2 Bloque T2 Bloque 2 Bloque m2
000000 i Y123 001000 +* Y413 010000 o Y1ars 011000 “ YsTa
000001 > Y1272 001001 o YaTz 010001 - Y1372 011001 — YsT2
000010 e Y1271 001010 “r Y4T) 010010 o Y13z 011010 — YsT1
000011 E Y12T0 001011 “r Y4Zo 010011 o Y130 011011 — YsTo
000100 e Y83 001100 “ YoIs 010100 “ Yo'z 011100 > Y173
000101 “ YsT2 001101 o Yoz 010101 e Yoxa 011101 = Y1T2
000110 - YsT1 001110 “ YoT'1 010110 e Yory 011110 — Y121
000111 . YsTo 001111 - Yoo 010111 “ Yoo 011111 — Y1Tp
Bloque T2 Bloque ma Bloque m Bloque m
100000 | & | yi4z3 101000 | Y63 110000 | < | yi5zs 111000 | + Y73
100001 | | y1az2 101001 | YsTa 110001 | & | ysas 111001 | < | yr2s
100010 o Y1421 101010 i Y6T1 110010 - Yisa1 111010 “ Y7T1
100011 “ Y1420 101011 “ YsTo 110011 “ Y1520 111011 > Y7o
100100 “ Y1023 101100 “ Y223 110100 © Y1123 111100 - Y3T3
100101 | & | yioz2 101101 | & | yoxo 110101 | & | yuza 11101 | & | yazs
100110 < Y101 101110 < Y221 110110 “ YT 111110 - Y3T1
100111 “r Y10T0 101111 “r Y2To 110111 - Y1120 FEELL L “ Y3To
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TABLA V. Autémata (4, 1/2), regla original F5A0F5 A0, regla inversa EEEE4444 y permutaciones 7 y ma.

Regla FSAOF5A0

Regla EEEE4444

0 1 2 3 0 I 2 3
g o 2 2 00 1 0 1
1 1 1 3 3 1 0 1 0 1
210 o0 2 2 2l 2 3 3
133 3({2 3 2 3
Bloque 1 Bloque m Bloque m Bloque T
000 = ToYo 020 & T1lo 100 > 210 120 e T3Yo
001 s Toyz 021 < T112 101 “r T2l 121 ‘o T3Y2
002 > ToYd4 022 co T1Y4 102 — ral4 122 “ T3Y4
003 “ ToYs 023 “ 1Y 103 — T2Ys 123 - T3Ye
010 — Toyi 030 “ T 110 “ 221 130 s 3y
011 > Toya 031 “ T1Ys 111 3 ratfs 131 < T3Y3
012 > Toys 032 - T1Ys 112 “ rais 132 > T3Ys
013 “ rolyr 033 = Tiyr 113 T royr 133 “ Tayr
Bloque T Bloque ™ Bloque T Bloque T
200 - T4Yo 220 s 50 300 — Teo 320 I T7Yo
201 o T4y 221 i r5y2 301 I= Tl 321 “ T7Y2
202 S Tay4 222 e T5Y4 302 I 614 322 ‘o T7Y4
203 > Tale 223 o T5Y6 303 [ 266 323 o T7Y6
210 — ra 230 4 T5y1 310 “ Tl 330 “ T7in
211 “ Tay3 231 “ T5Ys 311 - T6Y3 331 s T7Ys
212 “ T4Ys 232 o Ts5Ys 312 i 165 332 o T7Ys
213 — rayz 233 — TsYr 313 “ T6YT 333 “ T7y7
Blogue 2 Bloque 2 Bloque T Bloque T2
000 “ YoTo 020 “ Yoy 100 “ Y10 120 L Y14
001 “ Yoz 021 R Y06 101 > Y12 12 “ Y126
002 o Yo 022 < YoTs 102 o T 122 © nTs
003 e YoTs 023 “r Yot 103 “ Y12 123 o Y17
010 - Y220 030 “ Yaxg 110 o YaZo 130 o YaT4
011 & | yama 031 “+ | yaxs 111 o | Y3z 131 © | yaTs
012 p Y21y 032 > Yal's 112 [ Yary 132 “ Y3Ts
013 — Y213 033 o YaT7 113 “ Y33 133 “ YaTs
Bloque o Bloque T2 Bloque T Bloque T2
200 - Yo 220 “r Yala 300 - Y5To 320 “r YsTa
201 Yalz 221 > Yare 301 H YsT2 321 ‘o YsTe
202 — Y41 222 “ Y45 302 o Y51 322 55 YsTs
203 o Y423 223 s Y4y 303 L Y523 323 o YsTT
210 e Y6To 230 “ YoTa 310 < Y7o 330 “r Y74
211 © Yo'z 231 “ Y6re 311 i Yo 331 - Y7 Te
212 = Yer 232 - Yairs 312 o Y7y 332 s YrTs
213 - Y6 T3 233 — Yo7 313 H Y73 333 “ Y7y
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con un corrimiento igual a uno con respecto a py, lo que es
similar a un corrimiento de tamafio 3r entre configuraciones.

Un trabajo importante para realizar en un futuro es ob-
servar como se manifiestan las condiciones de reversibilidad
que sefiala Hedlund en los conjuntos Ly y Ry, ya que con es-
to se podrd decir si un autémata es reversible o no en funcién
de dichos conjuntos. Ademds, utilizando estas condiciones el
calculo de autématas celulares lineales reversibles serd mu-
cho més eficiente pues en lugar de formar un gran conjunto
de reglas y revisar si cumplen con las condiciones de reversi-

bilidad, se pasard a la generacién directa de las mismas con
solo producir las permutaciones indicadas.
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