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En el siguiente trabajo se presenta una caracterización de los autómatas celulares lineales reversibles por medio de permutncioncs en bloque
con corrimientos. Se cxplic.l el funcionamiento de eSle proceso utili7.ando conceptos basados en din:ímica simbólica. combinatoria y registro
de corrimientos. Al final se hace una generalización de esta idea para cualquier tipo oe autómata celular lineal reversible. mostrando algunos
ejcmplos.
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1. Introducción

En el análisis y modelación de los sistemas dinámicos discre-
tos destacan por su simplicidad. pero a la vez por la comple-
jidad que puedcn tener en su comportamiento, los autómatas
celulares lineales; además de ser sistemas que pueden ser es-
tudiados en una computadora con gran facilidad. Un tipo es-
pccial dc autómatas celulares lineales son los llamados re-
¡'asiblc'\": éstos han servido como modelos para el análisis
del comportamiento reversihle microscópico implicado en la
segunda ley de la termodinámica [1].

La teoría fundamental para estudiJr dichos sistemas se
dehe a Gustav A. Hedlund 121. que analiza en gran delalle
sus características locales por medio de herramientas comhi-
natorias y de din,ímica simhólica: sin emhargo, no muestra
de manera explícita cómo es que la información glohal del
sistema se conscrval:~l. En este aspecto destaca e¡trahajo de
Jarkko Kari H l. el cual trata de explicar este comportamien.
lo glohal C0l110la aplicación sucesiva de permutaciones en
hloque.

En este escrito se hace una extensión del trabajo de Ka.
ri 1.1] modificándolo para representar a lodo tipo de autómata
celular lineal reversible, utilizando los resultados ohtenidos
de Hedlund [2] y procesos e ideas desarrolladas por Harold
y. ~1cInslosh lG. ,'J).

En la Seco 2 se explica el funcionamiento dc un aut6mata
«('lula!' lineal, la terminología que se utiliza y el concepto de
autónwta celular lineal reversihle. En la Seco 3 se muestran
cuáles son las propiedades hásicas que cumplen localmente
los autómatas celulares lineales reversibles. En la Scc. 4 se

presenta el proceso de Kari y explicamos su funcionamiento
con las propiedades desarrolladas en la Ref. 2. En la Seco 5
se toma un autómata celular reversihle (2, 1) para ejemplifi-
car el funcionamiento de este proceso. En la Seco 6 se señalan
las limitantes que tiene el proceso de Kari y hacemos una mo-
dificación almislllo para que pueda ser aplicahle en todos los
casos. En la Seco 7 se desarrollan Jos ejemplos que muestran
la generalización del funcionamiento del proceso de Kari. Pa-
ra concluir. la Seco 8 expone algunas ohservaciones finales y
tentativas para trahajos posteriores relacionados con el tema.

2. Preliminares

Sea A. un conjunto de elementos cualquiera. la cardinalidad
de .-\ se indicar;í con IAl: para Il E Z+. la expresión An.
rerresentar~í al conjunto de secuencias de longitud 11 forma-
das con elementos de A: así. A. representará al conjunto de
secuencias generadas con elementos oc A de cualquier longi-
tud. donde). simholiza a la cadena vacía.

Un autómata celular lineal está conformado por un arre.
glo lineal de celdas o células que se denomina corno el es-
tado global o c01/jiguraciún del autómata, cada una de estas
células puede tomar un valor de un conjunto finito de estados.
Cada célula en la conflguraci6n evolucionad;¡ un nuevo esta-
do dependiendo de su valor actual y el valor de SUS" vecinos
a cada lado, es decir. la célula forma una ~'ecil1Jad con sus
'1' vecinos tanto a la derecha como a la izquierda, en donde a
r se le conoce como el radio de vecindad. Al mapeo de cada
una de estas vecindades a un estado se le denomina la regla
de evolución del autómata.
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Con lo anterior podemos definir a un autómata celular li-
neal como el sistema formado por

Este resultado nos indica que (oda posiblc secuencia de
estados (¡ene el mismo número de ances(ros que las demás.

T('orel1/{/ 2 (Hedllintf-2)

En un autómata celular lineal reversihle se cumple que

Con hase en los teoremas I y 2, podemos concluir que si
en un autómata celular lineal. f.l.-a ,. ¿ 'L.T, toda a E [(11

cumple con la multiplicidad uniforme (I<p-1 (a)1 = k2') Y
clImple además que LR = 1.:'11', entonces los ancestros de to-
da a tienen a ,\1 = 1. En otras palahras. los ancestros son
diferentes entre sí únicamente en los extremos pero com-
partiendo la misma p~lfte centml y por 10 tanto existiendo
una única forma de regresar hacia atrás en la evolución del
autÓmata y con esto generando un comportamiento glohal re-
versible. Un plinto importante a señalar es que el valor de n
denota el tamaño de la vecindad en </>-1.

Se ha aprendido a detectar el valor de los índices L y R
por medio de la multiplicación de las matrices de conecti-
vidad del diagrama de de Bruijn I::J, 9]. sin embargo, hasta el
momento no se ha alcanzado una caracterización completa de
la estructura en el funcionamiento de un autómata celular re-
versible, es decir. conocemos las características del compor-
tamiento local pero éstas no muestran claramente la manera
en que la información de cada configuración se conserva.

y que este número es igual a 1,;'1", esta característica demos-
(rada por Hedlund se pucde denominar como multiplicidad
lilllforme [2, G].

Por supuesto, la mulliplicidad uniforme no sólo se ob-
serva en autómatas celulares reversibles, sino que también
aparece en autómatas cuyo mapeo entre configuraciones es
sohreyectivo pero no inyectivo, sin cmbargo, la reversibili-
dad de un autómata celular lineal se puede detectar a través
de sus (,Il/ices de Wclch lB, G, 2], Dichos índices L, Af Y R
nos sirven para enumerar las distin(as regiones que existen
en todos los ancestros de una secucncia dada, en el caso de
L y R. represcntan el máximo número de extensiones de una
cadcna a la izquierda ya la derccha respectivamente {alque la
evolución que resulte de dichas extensiones sea la misma. El
índice JI es distinto pues nos representa el mínimo número
de secuencias cuyas extensiones izquierdas y derechas evolu-
cionan también en la misma cadena.

Tomando lo anterior. se tiene el siguiente resullado:

.\! = 1.

4. Permutaciones en Bloque

Un trahajo fundamental sobre el comportamiento glohal de
las configuraciones en un autómata celular reversible se debe
a Jarkko Kari en [4J. el cual presenta la transición entre éstas
como una combinación de dos permutaciones en bloque y un
corrimicnto. lo quc explica dc manera sencilla la conserva-
ción de información del sistema.

Empcccmos con la selección dcl radio de vecindad; si un
aUIÓm<llncs revcrsiblc para un radio de vecindad 7', éste lo se-

(1)(f" 1", <P, ej,

3. Propiedades de un autómata celular lineal
reversible

Al analizar el comportamiento local inducido por cP en un
autómata celular lineal reversible se presentan dos cuestio-
nes interesantes, ¿cuántos ancestros tiene tina secuencia de
estados dada'! y para una secuencia de estados en particular.
i.nJ<Í1 es la forma que tiene sus ancestros?; estas cuestiones
darán paso a dos conceptos fundamentales desarrollados por
Hedlund los cuales son multiplicidad uniforme e índices de
\Ve/ch.

Sea (h",,., fjJ. C) un autómata celular lineal reversible. en-
tonces tenemos

Teorema I (Hedlwlll- 1)

Para a E {f,' - Al se cumple que

P<lTael caso en donde la configuración C¡ sea tlnita, la
primera célula de C¡ se concatena con la última para que
amhas tengan sus vecindades completas, formando con es-
lo un anillo. Denotaremos con la pareja (k, 1") al conjunlo de
autómatas celulares lineales que tengan un número k de esta-
dos y un radio de vecindad r.

Para (l E J{'l Y lJ E f{fI-2r se did que a es ancestro lÍe
l) si ¡P«(I) = b. es decir, a evoluciona en b al aplicar la regla
de evolución a cada una de sus vecindades, si cP( Cd = Cj
entonces C¡ es ancestro de Cj.

Un autómata celular lineal determinado se lÍenominar<Í
rl'l'ersihle si dada su regla de evolución ¡P, se puede encon-
trar otra regla il/ver.m 9-1 con la cual poder regresar en la
evolución del autómata, en otras palabras, volver a generar la
configuración ancestra de la actual y poder repetir este proce-
so de manera indeflnida [7J. La parte más interesante de este
proceso es que esta generación global de configuraciones ya
sea" hacia adelante" o" hacia atrás" es producida por reglas
de evolución cuyo comportamiento es local.

en donde los elementos de este sistema son los siguientes:

• !\" es un conjunto finito de estados, con 1/\"1 = k

• l' es el radio de vecindad

• 9: /\"'11-+1 --+ 1\" es la regla de evolución que mapca
vcci ndadcs a estados

• C¡ E e es la i-ésim<t configuración del autómata en
donde C¡ : Z --+ f{. es decir, es un mapco del conjunlo
tic enteros al conjunto de estados.
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16 J.c. SECK TUOH MORA

de ancestros como L en el caso de Le:>Y R en el caso de RI/!.

por lo que la (:ardinalidad de estos conjunto está dada por

(3)

(2)y

Multiplicando ambas cardinalidades tenemos

(5 )

(4)

h+ =

lo que concluye la prueha.
Definamos dos índices (que se puede tornar como una

normali/.aeión de In,,1y IL"I)"+ y ,,_. dados por

Como el autómata es reversible LR = k2r• por lo que

Lfll/h. = k2r k4r = k6r,

(b)

(a)

<Me,) ... ~C3<.ll 4(c3,).' '-<""_1)
bL bR

Estos índices serán utilizados para el siguiente resultado
fundamental que explica la cOllserv.K:i6n de información del
sistema.

Ti'Orl'/IUl 3 (K{/ri.2)

Cada aut6mata celular lineal reversible en el kernel de h_ es
una composici6n de dos permutaciones en bloque.

Definamos una permutaci6n en hloque p = (n1n)-1 o
ir o nJ"), aquella que primero divide la configuración en se-
cuencias de longitud 11, empezando en la posición t y aplica
la permutación 7T a cada secuencia.

Para la prueha del teorema 3. Kari se basa en que el va-
lor de"_ = 1. Debido a esto. In,,1 = IL"I = k".
por lo que podemos definir cualquier tipo de biyecciones
!JL L(l -t /\":)1' Y !Ju: Re:> -t 1\-:11'. Las permutaciones
estarán dadas de la siguiente manera:

FIGURA l. (a) funciones f L~ Y JR<>. (b) Pcrmulación 1r.

guirá siendo para otros radios de vecindad mayores que 1"-

Seleccionemos el mayor r entre cP y 4J-l; dc aquí se definen
dos conjuntos L¡p y Rr/J. Estos conjuntos están formados por
las secuencias de tamaño 2r y las terminaciones izquierdas
y derechas respectivamente dc los posihles ancestros de cada
secuencia, siendo cada una de estas terminaciones también
de tamaño 2,.. Para ohtener dichos conjuntos, tomemos cada
a E [{6' Y cada "'(a). con eslo se forman L<I y n" según
indiquen h. y fR. en la Fig. la.

Si un autómata es reversihle con un radio de vecindad T

entonces un hloque de tamaño 2,. + 1 define una única célula
cco1r;:1Ien sus ancestros, por lo que un bloque de tamaño 4,.
define a su vez un único bloque central de tamaño 2,. en sus
ancestros. dejando las discrepancias de los mismos en los ex-
tremos y los conjuntos LfjJ y RrjJ contienen dichas diferencias,
de lo anterior se produce el siguiente resultado.

UIlíndice es el recíproco del otro.

(6)

Es decir. realizar cada una de ellas será una composición
en donde primero se aplica a cada a E J{6r las funciones
fl.<:o y fu,:.. Después. cada miembro de Ló Y RI/> se mapea
con la hiyección estipulada en !JI. y bu. respectivamente. En
síntesis, la permutación 1i Ill<lpeauna secuencia de estados de
tamaño 61' a otra secuencia del mismo tamaño formada por
dos elementos de K:1r y queda representada en la Fig. lb.

Entonces. la evolución tle un autómata celular lineal re-
versible puede ser definida por dos permutaciones en bloque
como se muestra en la Fig. 2a. La primera PI = [nJúd]-1 o
7f, o nJ(jr) , divide la configuración antecesora en bloques de
tamaño Gr. empezando desde la posición O y aplicando a cada

Lem£/I (Kari-I)

Prueba: Probemos el lema I con los términos que Hedlund
usa en la Ref. 2. Sahcmos que los conjuntos L1J y fl.p se obtu-
vieron dcl conjunto J\"lfr y sus ancestros, además IJ';lfrl =I..Ar .

Como el autómata es reversible, cumple con la multipli-
cidad uniforme y cada secuencia en ¡C1r tiene tantos ances-
tros como k21'. entonces, en IOtal hay k4r k!.r = kGr cons-
trucciones de este tipo. Cada secuencia en ¡.;'ir tienen en sus
ancestros una única parte central de tamaño 21', dejando las
diferencias en las partes izquierdas y derechas. cu¡¡ntificadas
por los indices L y R. respectivamente.

Por medio de f L,¡. Y f R,¡. obtenemos los conjuntos L¡p y
Ró formados por bloques de tamaño 2,. y los extremosde
sus ancestros también de tamaño 2r, en estos extremos es en
donde los ancestros muestran sus diferencias. Existen tantos
bloques de tamaño 2,. como k2r y tantos extremos diferentes

. ,c.,-il = [(01- oh.)(co,. .c.,-il.
(OR o f R.)(CO •...• c.,.-ilJ,

"2(CO,' .. , c.,-il = [(OTl o fl -, )(co.... , c.,.-il.'.
(o L o f R-' )( Co, ...• e6'_ il].•

(7)
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TABLA 1. Regla de evolución 204 de un autómata (2, l).

17

o O O O 1 1 I I

Vecindades O O I I O O I I

O I O 1 O I O I

Evoluci6n O O I I O O 1 I

TABLA 11. Mapeo b[.204 y bR204 para el autómata (2, 1) regla 204.

(b)

FIGURA 2. Evolución de un autómata celular lineal reversible con:
(a) Permutación en bloque original y (h) Permutación en bloque
corregida.

hloque la permutación 1rl' La segunda permutación])1 =
[Bj~l')tl o 1r2 o nj~.r),divide la configuración sucesora en

bloques de tamaño 61', empezando desde la posición 31' y
aplicando a cada bloque la permutación 1T:.!.

Al final tenernos que en ambos casos, las permutaciones
coinciden en parte con un desfase de 31' posiciones (bloque
gris en la Pig. 2a), aplicándolas desde el sentido original y el
inverso. El marco global entre configuraciones inducido por
la regla de evolución 1> puede representarse como la compo-
sición de dos permutaciones en bloque p:;l o ]JI.

5. Ejemplo del funcionamienlo de las permula-
ciones en bloque

Para visualizar el proceso de Kari, tomemos al autómata re-
versihle (2,1) regla 204 que se presenta en la Tabla 1. Esta
regla se conoce como la regla identidad yi1 que copia el ele-
mento central de cada vecindad. Los valores de los índices de
\Vclch de este autómata son L = 2 Y R = 2, cumpliendo con
que LR = h~"!."= 22 •• 1 = 4, además, como la rcglJ sólo copia
el elemento central, su regla inversa es la misma regla 204.

Con las secuencias de tamaño 41' = 4 Y sus ancestros,
podemos obtener los conjuntos £204 y R204. Asignemos al
conjunto £6 un mapco biyectivo con el conjunto [{3"; dado
que la regla de evolución original y la inversa es la misma,
ambas lienen los mismos conjuntos L.p y R¡p. Como el pro-
ceso indica que LcP = n;;/ y R9 = £;1, entonces para este
caso se tiene que £9 =: RrjJ; de este modo, dado el mapeo
iJL, el mapeo Un queda definido al mismo tiempo como se
muestra en la Tabla JI.

~~[ill] ~~[illJ ~ @TI ~-+ [ill)1 o -+ 1 1

~~~ ~-+[@ ~@ill~~10-+ 11-+

&-+[ill] ~~ITill &[@]a-+[ill]o 1 ~ o 1 .

&-+~ &-+~ &-+[ill]&-+~

En este ejemplo se tiene que

justamente igual a k6r = 26 =: 64. Asignemos a cada posible
hloque de tamaño 6,. sus permutaciones correspondientes a
íTl y íTJ., dado que en este autómata las reglas de evolución
original e inversa son idénticas, las permutaciones íTI y 1TJ. lo
son tamhién, por lo que hasta enumerar sólo una de ellas. lo
que se hace en la Tahla JII.

Tomando una configuración inicial aleatoria realizemos
el siguiente proceso:

l. Dividamos la configuración en bloques de tamaño 6.

2. Permutemos cada bloque como 10 indica 1[1.

3. A la nueva configuración resultante. dividámosla tam-
hién en bloques de tamaño 6 pero empezando 3 posi-
ciones a la derecha.

4. Permutemos cada hloque como lo indica p:;l.

Observando la Fig. 3, la configuración inicial y la con-
figuración producida al aplicar las permutaciones en bloque
p:;1 o PI corresponden a la evolución de la configuración ini-
cial hajo la regla 204, es decir, hemos podido representar di-
cha evolución por medio de corrimientos y permutaciones en
bloque siguiendo el proceso descrito por Kari.

6. Generalizando el proceso

Por medio de los conceptos anteriores se ha descrito la evo-
lución de un autómata celular lineal reversible, sin emhargo,

Re\'. Mex. Fú. 46 (1) (2000) 14-23



18 le. SECK TUOH MORA

TARLA fll. Permutaciones TrI y 1r2 parn In regla 204.

Bloque rr, (rr,) Bloque Jr¡(1T1) Bloque jJ" 1 (7Tl) Bloque trI (JT2)
(XXXXX) .... I1I1I1 010000 .... IXJOI11 I (XXXX) •..• 011I111 IIOO(){) .... 011111

IXXXX)I .... 111111I OII){){) I .... IXX)I lO I(XXIOI .... 011I110 II(XXlI .... 011110

(J(J(X)11I .... 1 1II){){) 010010 .... IXXXXX) IIXXIIO .... OI(XXX) IIIX)IO .... 011000

(XXX)II .... 11111I1 OI(X)11 .... IXX)1II1 I (XX) I I .... 010101 IIIXIII .... 011101

(XXll (X) .... 111010 010100 .... oo11Iסס 1001(X) .... OI(X)IO 11011I0 .... 011010

(XXIIOI .... I1I lIX) 010101 .... ()(){) IIX) 111011I1 .... OIIII1X) 110101 .... 011100

(J(J()I 11I .... 111011 010110 .... (XXJOII 100110 .... OIlXIII 110110 .... 011011

IXX)III .... IIIIX)I 010111 .... (XXXX)I 100111 .... OIlXIOI 110111 .... 011001

(lO IIXX) .... I 11I111 011000 .... 101111 101lXX) .... IIXIIII III(XX) •..• IXIO 11I

IXII IXI I .... 110110 011001 .... 101110 10 IIXlI .... IIX)IIO 11I (XII .... IXIOIIO

IX) IO 11I .... ooסס11 011010 .... 10 1()(X) 101010 •..• 1(XXXJ{) 111010 .... IXXXXJO

001011 .... 110101 011011 .... 101101 101011 .... 100101 111011 H IXIOIOI

OOIIIXI .... 110010 011 IIJ{) .... 101010 10111X) .... 1()(XII O 111100 .... (XIOO1O

(lO 111I1 .... IIOIIX) 011101 H 101 I (X) 10111I1 .... IIXII 110 111101 .... IXIO 1()()

(X)IIIO .... IIIX)II 011111I .... 101011 101111I .... IIXXlI 1 111110 .... (XXIOII

1101111 .... I IIXIO I 011111 .... 10llXII 101111 .... IIXXX) I I11I1I .... (XXXJOI

('on cardinalidad RJ..1r, (9)

(8)" = IL"I- LI,.lr

esta pequeña redcllnición provoca que tanto"_ = h+ = 1 Y
por lo tanto, sc puedan definir las hiyecciones lJL y bu, ahora
bien. dichas hiyecciones ya no serán hacia el conjunto 1(lr,
sino que qucdarün definidas como sigue:

!JL : t~'l-4 nmjllllto de s{,(.ll('ncia.s<\(' 1\"

('011 c(lJ'(linalidad Lk21".

composición (bu o fU4»' En el proccso original de Kari. sa~
hemos que tanto {JL como bu marean de manera biycctiva los
elementos de los conjuntos Ló y Ró al mismo conjunto K3r,

es decir, ambos conjuntos Lo Y R 9 tienen la misma cardina.
I¡dad. Como 1[",1 = Lk~' Y IR"I = Rk2" el razonamienlo
anterior indica que L = R. o que ambos índices de \Vclch
son iguales.

Tomcmos cl caso en quc esto no ocurra, tendrcmos que
IL"I l' IR"I. y las hiyeceiones /'1- y /'11 no podrán aplicarse
tal cual pues alguno de los conjuntos LdJ o R.p tendrá más
elemcntos que I(~r.

En la demostración de su teorema, Kari toma como base
que el valor del índice IL = 1 rara definir las biyccciones
bt Y !Ju. El que 11_ = 1 indica que a la vez "+ = 1 ya que
,,_ * h + = 1. Entonces, podemos rcdellnir a los índices IL
y 11+, hacicndo un uso explícito de los índiccs de \Velch L y
n, quedando entonces

FlfiURA~. Evolución del autómata (2,1) regla 204 por medio de

Ilt.'rmutacioncs en hloque.

¡,este proceso funciona para representar a toJos los autómatas
celulares lineales reversibles'!. en esta sección trataremos dc
dar respuesta a di<.:ha cuesti6n.

Una de las primeras preguntas que surgen es ¡,qué su-
cede cuando el valor de r no es entero'!. Por ejemplo. si
r ;::; 1/2 las hiycccioncs bt y bR harán un marco al con-
junto I\':~I'= KJ/2, es decir. a secuencias de (3/2) células de
longitud lo que trae consigo el prohlema de partir las células.
Para solventar este problema en vez de tomar el valor de ,.
para el cual ambas reglas son rcversihles, utilizclllos el valor
r"l, en donde rr1 es el menor entero mayor o igual a r. este
paso cs v<Ílido ya que con esto se tomará un valor que es ma~
yor o igual al mínimo,. para el cual el autómata es reversihle
y por lo tanto seguirá cumpliendo con serlo con la ventaja de
que 3r tcndri:l siempre un valor entero.

Sin embargo, la cuestión más importante es ¡.qué sucede
si los índices de \Vekh son L1istintos entre sí'!

Analizemos una VCl más cómo definimos las pcrmula~
dones el1 hloque: cada penmilación de un hloquc de longitud
Gr consiste cn aplicar a los 3,. elementos izquierdos la COlll-
posición (bL o f L~) Y aplicar a los 3,. elementos derechos la

Rc\', Mex. Fis.. Hl (1) (2000) 1-1--23



AUTÓMATAS CELULARES LINEALES REVERSIBLES Y PERMUTACIONES EN BLOQUE 19

La detlnición de bL y bR parece ser muy sencilla, sin embar-
go tienen mucha más relevancia de 10que uno podría suponer
a primera vista. El que estas hiyecciones vayan al conjunto
¡(Ir indica primero que la longilud de cada secuencia en este
conjunto es de 3,., y en segunda de que longitud dehe ser el
corrimiento a realizar entre la primera y la segunda permuta-

ción en hloque.
Hemos visto que esto funciona muy bien en el caso en

donde los índices de Wclch L y R son iguales, pero cuando
no lo son, bL y bn ya no pueden marcar al conjunto I(~r.
sino dehen mapcar a otros conjuntos de secuencias de ¡.; cu-
yas cardinalidades deben ser Lk2r y Rk2r respectivamente
para definir una biyccción con L4J y RtjJ. en principio, ¡,qué
longitud deben tener entonces las secuencias en ambos COIl~

juntos?
Tomemos primero al caso izquierdo, para conocer esto

dehemos poner a la expresión Lk2r en forma de un exponen-

te de k:

El problema con las redctlniciones es que tanto la lon-
gitud de las secuencias ni el corrimiento son siempre re-
presentahles. esto se debe por una parte a que las biyec-
dones bt. y Un marean Lc/J y RtjJ al conjunto f{2r+logk' L y
/\':!I"+logk, Il. respectivamente, pero no siempre se pueden for-
mar secuencias de longitud exactamente igual a 2,. + lag./; L
021' + logk H según corresponda. ni siempre se puede aplicar
un corrimiento entre las permutaciones en hloque de tamaño
2,. + logl.: L, entonces, i.por qué no tomar otros conjuntos a
dondc mapear L~~y fl dJ '!

El punto clave de c'ste proccso radica en que tanto Lc/J y
HrjJ guardan las diferencias de los ancestros en un autómata
reversihle, es decir, contabilizan los índices de Wclch, y las
hiyeccioncs !JI. y bu sólo enumeran dichos conjuntos. pero
hemos visto que hasta ahora la manera de enumerarlos no
siempre es factible por medio de secuencias del conjunto 1\',

cntonces por qué no huscar enumerarlos de otra forma que
sicmpre sea posible. Definamos los siguientes conjuntos:

(10)

y de aquí

x = {'ro,'r¡ J;(Lk"-l)},

y = {YO,V¡, ,V(lIk"'-l)}' (12)

Siguiendo el mismo proceso para el lado derecho:

Rk2r = J.?r+log", u,

Se tiene con eslo que, IL"I = IXI y IR"I = JlT Toman-
do nuevamcnte las redeflniciones de 11_ y 11+. volvamos al
resultado de Kari y reescrihamos su prueba,

y

2,. + logk L = 2(1) + log6 4 = 2.7i3i056

El valor obtenido es correcto. pues el conjunto Lo tendr<Í tan-
tos elementos como

7í1(r'O" ,C(;,'_I) = [(!/,.oIL<:o)(r'o", ,C61"-1),

(1/" o fll.)(eo, ... , ('6,.-,)1,

íT:!(co. . ('(;/'-1) = [(l/1/ ° fL,.,_1 )(('0,' ,C(;('-I),

(l/L o fll,._, )(eo.. ,('fic-l)]. (13)

TeorclI/{I 4 (Kuri-2 Rc\'is(l(/o)

Cada autómata celular lineal reversible en el kernel dc h_ es
una composición de dos permutaciones en bloquc,
PmelJa: Sea 11_(0) = 1 Y sea r tan grande que represen-
ta a las vccinades de 1>y 1>-1. Dehido a que IL"I = IXI y
IR"I = IYI. hiyecciones bL' L" --+ X Y bu' nI> --+ y
existen, el mapco puede ser cualquiera siempre y cuando
cumpla con ser hiyectivo,

Sean f¡.<:o : l\-GI" -+ L,,', Y Iu,:, : 1\'61' -+ Ró t'OIllO se han
definido en la rig, la y sean f¡.v¡ Kfir -+ L0-1 == He' Y
!u

e
,-¡ 1\'(;1" -+ R,,-I = L<;> las funciones correspondientes

para la regla inversa O-l. Considere las permutaciones íOl y
ir:! de 1\'(;1' dadas por

Entonces o = }); 1 0PI, donde })1 es la permutación en hloque
ddinida para una cadena de tamai'io Gr en la primera con-
figuración de estados, aplicándole a ésta la permutación íOl

y, JI'! es la permutación cn hloque uctlnida para una cadc-
na de tamaño G,. en la segunda conllgur<lción; haciendo un
corrimiento de longilmll en la secuencia {J'¡llj ... ;l'mYn} co-
rrcspnndicntc a un corrimiento de longitud 3,. en la segunda
confIguración, corno se muestra en la f-ig. 2h,

( I 1)

es decir. ahora tenemos que

bL : L¡p -+1(!r+log", L

donde el corrimiento entre la primera y la segunda permuta-
ción en bloque debe tener una longitud de 2,. + logk L.

Sin embargo. tomemos un autómata celular lineal rever-
sible (G,l), en el cual se cumple que k'ü = G2 = 3G; por
lo tanto. valores factibles de los índices de Welch pueden ser
L = 4 Y R = 9, Hemos dicho que la expresión 21' + logk L
define tanto la longitud de las secuencias en que se van a ma-
pear los elementos de LtjJ bajo bL así como el tamaño del
corrimiento entre las permutaciones en bloque. Retomando
el cjemplo, si sustituimos en la expresión los valores de r y
L obtenemos que

o.;inembargo. no podemos representar secuencias de longitud
2.773í05G ni podemos hacer un corrimiento de ese tamaño
cn el espacio discreto de un autómata cdular. entonces, aun-
que analílicamcnte no hay clTor. es imposible representar to-
dos los autómatas celulares lincaiL:s leversih1cs con estas re-
definiciones,
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FIGURA 4. (a) Evolución del autómata (2, 1) regla 15 y por medio de permutaciones en bloque. (h) Evolución del autómata (.1, 1/2) regla
F5AOF5AO y por metlio de permutaciones en hloque.

7. Casos de estudio

A continuación presentemos algunos casos de autómatas ce-
lulares lineales reversibles y como es la permutación en hlo-
que que representa su evolución.

7.1. Autómata (2, 1) regla 15

Éste es el caso de un autómata de 2 estados y un radio de ve-
cindad l' = 1, con la regla de evolución 15 y la regla inversa
85. los índices de Welch liene valores L = 1 Y El = 4 para la
regla 15 y L = 4 Y R = 1 para la regla 85. Estas reglas y las
permutaciones 7f} y 1T:,! se presentan en la Tahla IV.

En la Fig. 4a, de una conllguración aleatoria inicial. se
construye primero su evolución empezando desde el instante
lo al t-3 y después se genera el mismo resultado por medio de
las permutaciones en hloque. Dc esta manera podemos onscr-
val' que la evolución del autómata es idéntica a \a construida
aplicando las dos permutaciones en hloque a la configuración
inicial.

7.2. Autómata (4, 1/2) regla F5AOF5AO

Tomemos ahora el caso dc un auómata (4, 112) con la regla de
evolución F5AOF5AO y la regla inversa EEEE44.14, los
índices de \Vclch tiene valores L = 2 Y R = 2 para la regla
F5AOF5AO y L = 2 Y R = 2 para la regla EEEE444.l.
Ambas reglas de evolución y las permutaciones 1ft Y 1r2 se
mucstran cn la Tahla V.

En la Fig. 4h, de una conllguración aleatoria inicial oh-
tcncmos :l evoluciones de este autómata y se reproduce el

mismo resultado aplicando las permutaciones en bloque, co-
mo en el ejemplo anterior. se ohtuvo la misma evolución por
las dos formas.

!l. Ohservaciones finales

Hemos visto que el trahajo de K<lri [4] nos permite expresar
la evolución de un autómí.ll<l celular reversihle como la com-
posición de dos permutaciones en hloque y un corrimiento
entre éstas, en este escrito se ha hecho más general esta idea
para poder aplicarla a todo autómata celular lineal reversible,
sin importar su radio de vecindad ni el valor que tengan sus
índices de \Velch.

Se ha podido entender el funcionamiento de estas permu-
lncioncs por medio de la tcoría desarrollada en [2] y haciendo
LISO dc la misma, proponer una modificación mínima al pro-
ceso original para hacerlo totalmente general. El punto cru-
cial para que estas permutaciones funcionen es sin duda los
conjuntos Lo Y f{~~,ya que estos son los que guardan las dife-
rencias de los am:eslros de las secuencias de estados; en otras
palahras, manifiestan la existencia de los índkes de Welch L
y R, respectivamente.

Ohservemos en la Fig. 4h que dcl instante I i+l al instante
'i+2. la permutación ¡JI se aplicó en las mismas posiciones
en que lo hahía hecho la permutación p.-; 1 del instante tia
fi+1• Esto se hizo para hacer más claro el diagrama pero no
ohedece a ninguna condición necesaria. la permutación Pl se
puede empelar u efectuar en donde se quiera y el proceso
funcionará igual siempre y cuando ]J:; 1 se empiece a aplicar
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Tahla IV. Autómata (2, 1) regla original 15. regla invcrsn 85 y permutaciones 11'1 y 7['2.

21

Regla 15

o O O O 1 1 1 1

Vccindndcs O O 1 I O O 1 1

O 1 O I O 1 O 1

Evoluci6n 1 1 1 I O O O O

Regla 85

O 11 O O 1 1 1 I

Vecindades O 11 1 1 O O 1 I

O 1 O 1 O 1 O 1

Evolución 1 O 1 O 1 O 1 O

Bloque rr,

()[)[J()()() H ~rOY3

IXJOOOI H .fOYi

IXXXII O H :(:O!Jll

()()OOI 1 H .rOY15

[)(J[) I 00 H J'OY2

(XXlI O 1 H .rOYfi

IXXlIIO H .raYlo

IXXlI I 1 H XOY14

Bloque rr,

IIKXXXI H XlV3

1()[)()[) I H J.'2Y7

IIJ[)[) I O H XlVII

IIKJ[) 1 1 H ,r2!}15

11m (J[) H J'zY2

IIXlI 01 H 1:ZY6

IIJ[) I 10 H J'ZYIO

IIJ[) 1 1 1 H .rZYH

Bloque rr,
(KKXXXI H lIi2T3

IXXXXll H YllXZ

(KJ[)[) 1O H YIZI'¡

(XJ[)[) 1 1 H 1/123'0

IXJ[) 1IJO H ljSX3

(J[)[) J() 1 H 118£2

(XXlI 10 H YB:]:¡

1x)[)111 H yaIo

Bloque rr,
1(XXXXI H lj14X3

I()[)()[)I H !}14XZ

IIJ[)() 1O H ,'/143'1

1Ix)[) 11 H 1/).43'0

100 IIKI H Y10J;3

IIJ[) 1O 1 H 1/10£2

100110 H YIOX¡

1[)[J 1 1 1 H !lIOXO

Bloque rr¡
(J[) IIJOIl H Jorl!

OOIIJOI H JO!}S

[)(lI O 1O H J'O!/9

IlOlOI I H J'O.'JI3

IXlIl [)() H :J:oYo

IXlIlOI H J:01l1

IlO 1 1 J() H IOYR

[)[J 111 I H l'oy]"'!

Bloque rr¡

IIlIIJOll H J>11l1

101001 H £21/5

10 IIlIll H .I':.!Y'J

10 10 1 1 H .r'1,I/13

101 lIJO H 1"21/0

101101 H :rZY.l

101110 H J' '1YB

101 I 1 I H £21/12

Bloque rr,

[)(I I IlIJ(I H 1/1£3

001001 H !J,X2

IKllO 1O H !J4X¡

(J[)IOII H Y,I;1:0

00 1 lIJO H YOI3

[)(II 10 1 H 1/0£2

IlOlllO H !Jo:r I

IJOI 11 I H 1/0£0

Bloque rr,

IOIIJOIl H 1/6J:3

10 100 1 H !}e,Xz

101010 H 1/61.'}

1O 1O 1 1 H 1/6:1'0

101 lIJO H .'}2;1::"

101101 H 1/2£2

1Il1110 H 1/2:1:1

1011 I 1 H 1/2£0

Bloque rr¡
01 ()(X)[) H .1'IY.1

01 [)(J[) 1 H ;}'IY7

01 (X) 1O H :1"I !lIt

OIlXlIl H .r l!Jp;

O J() IIKI H :rl.l}2

010101 H .rl./}6

010110 H .rt.'/IO

01011 I H .1".'/1-1

B1m.jue rr¡
I 1()(X)[) H J73./}3

11 [)(XI 1 H :r3Y1

110010 H :J',l.'/11

II(KIII H .r]./}Is

111I1 (J[) H T3,IJZ

110101 H .J::¡yó

111I110 H .1:1.'/10

111I111 H )"1.'/'4

Bloque 1í:!

OI(KKXI H !/l:I:r3

O J(XJ[) 1 H .'/1:i,l"Z

OIIXIIO H Y111' 1

OJ(KIII H ,lJn,1'o

OIOJ(X) H .'/!J,l']

010101 H ./}~I.r'l

011I110 H .'/!l,l' I

011I111 H Y!I)'O

llloque 11":!

1 IIXJ[)() H YIS:r3

11 [)(X) 1 H Y15J'2

I1 IJOIO H ./}I",/'¡

IIIKlIl H YI5:fO

1 11I1(){) H .'/11,1':]

110101 H ./}11,1'Z

110110 H !JII:l' 1

110111 H !}IIXO

Bloque rr¡
() 1 I lJOIl H XlVI

011001 H X1VS

011lJ10 H X¡ !)9

011011 H .rlYl3

011100 H XIYO

011101 H XIY4

011110 H XlYS

011111 H X)YI2

Bloque '"
1 I 1[){lO H X3Yl

I 1 J(lO 1 H X3YS

I 1 11I10 H X3V9

IIIIJII H X3Yl3

11 I 100 H X3VO

11 I 101 H J73Y4

111110 H X3YR

11 I 11I H X3Yl2

Bloque '"
OII(XlO H y~X3

OIJ(XII H YSX2

011010 H ysxI

01 101 I H Ysxo

011 J(J[) H YIX3

O 111 O 1 H YlX2

01 I 1 10 H VIX)

011111 H YITO

Bloque '"
1 I IIJOIl H Y7X3

1 I 1()(1I H lj7X2

111010 H ./}7Xl

11101 1 H Y7XO

111100 H ./}3X3

I I I 101 H lj3X2

I 1 I 110 H lj3X,

111111 H Y3XO
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TABLA V. AUl6matn (4, 1/2), regla original F5AOF5AO. regla inversa ££££4444 y permut<:Jcioncs 11"1y 71'"2.

Regla F5AOF5AO Regla EEEE4444

O 1 2 3 O 1 2 3
O O O 2 2 O O O

1 1 3 3 O O

2 O O 2 2 2 2 3 2 3

3 3 3 3 2 3 2 3

Bloque rrl
(XX) H xoljo

(Xli H ;[0:']1

(X)2 H .ro!l~
(m H .1:0]/(;

o10 H J~O!Jl

01 1 H .l'O:']l

012 H J'o!Js

013 H ;l:Olj7

Bloque "1

lOO H .1',1.'/0

201 H .1'4Y2

201 H )'4.1/-1

203 H X.IY¡¡

210 H :r 4.'/1

211 H :r.llj.l

212 H J',1 !Ir.

213 H j',tUi

Bloque '"
(XX) H !/oJ'o

(Xli H !JOJ:2

(m H YOl'¡

(m H yol'3

010 H Y21'o

011 H !J2X2

012 H !/ll")

013 H lj2:T3

Bloque "1

2(X) H !JI 1'0

201 H .'1,J"2

202 H ,1/4.1'1

203 H .'1_1.1".1

210 H ,116.1'0

211 H !J(jJ',!

212 H yC.rl

213 H !/liJ'3

Bloque "1
020 H .,.. !Jo.

021 H :1'1lj2

022 H .l'¡lj.¡

023 H j; I !JI,

030 H ]' t:'/1

031 H :l:l!):¡

032 H l'¡!r,

033 H J'IY7

Bloque "1
220 H J'S!/O

221 H .1:S!j'}.

222 H J'S!/l

223 H :C5Yr,

230 H T~;:IJI

231 H J's!/:,.

232 H .rs!}"

233 H J"S!/7

Bloque '"
020 H yol')

021 H !J01"6

022 H ljol'5

023 H yol",

030 H !/2J'.¡

031 H !/'J.J'G

032 H m.r,'"
033 H lj2.r¡

Bloque 7rl

220 H !J4.r4

221 H !}_I.l'(\

222 H 114.'-"

223 H !J \.1",

230 H !Jr;l'4

231 H !}c;.I"(;

232 H .'/(,.1',.

233 H !JI;J',

Bloque rrl

100 H .1"2 !Ju

101 H .1:2111

102 H .rllj4

103 H :r2Y ••

110 H J'1,'/l

111 H .1'2 !}'J

112 H .1'21/"

113 H ;l'"!:'}i

Bloquc "1
3(XI H ,1"¡¡YO

301 H ./'6:'/2

302 H )'('-,:'/.1

303 H .1"6!/r¡

310 H .1"(¡!JI

311 H .1'{¡ljJ

312 H .1"('-,:'/"

313 H .1'6 y;

Bloquc 1r'1

100 H !/lj'O

101 H y¡l"1

102 H !J¡):1

103 H .'/IJ'3

110 H !J];rO

111 H !/J 1'2

112 H :'1:11:1

113 H !/1.Z'.1

Bloquc "1
3(XI H y".l"o

301 H !/sJ.''l

J02 H !J~,.I" 1

303 H !r.,el

310 H .'/i,rO

311 H .'/i./''2

312 H :tji,1" 1

.113 H .'), .1":1

Bloque "1

120 H I3YO

12l H :r3Y1

122 H I3!J4

123 H 1:3Y6

130 H X3Y.

131 H X3Y3

132 H .C3y,~

133 H I3Yi

Hloque ITI

320 H 1'7YO

.121 H :1'7Y1

322 H T7!J4

323 H .1"i!)6

330 H I7!)1

3.1 1 H I7!)J

332 H .1"7!)S

333 H I,!J,

Bloquc '"120 H !}¡:T4

121 H !)¡X6

122 H Y.X5

123 H YIX7

130 H Y3X4

131 H Y3X6

132 H !)3X5

13_~ H YJI,

Bloque '"
320 H !/SJ"4

321 H 115I6

322 H y~,I5

.123 H !J5I,

3.10 H .'171,' ,1

331 H !),;rr;

332 H 11,1'.5

333 H !J7J."7
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con un corrimiento igual a uno con respecto a PI, 10 que es
similar a un corrimiento de tamaño 31' entre configuraciones.

Un trahajo importante para realizar en un futuro es ob-
servar como se manifiestan las condiciones de reversihilidad
que señala Hcdlund CilIos conjuntos Lq., y R¡p. ya que con es-
lo se podrá decir si un autómata es reversible o no en función
de dichos conjuntos. Además, utilizando estas condiciones el
cálculo de autómatas celulares lineales reversibles será mu-
cho más eficiente pues en lugar de formar un gran conjunto
de reglas y revisar si cumplen con las condiciones de rcversi-

1. T. Toffol! y N. Margolus. Physica D 45 (1990) 229.

2. Guslav A. Hcdlund, Mathellloticai Systems Theory'3 (1969)
320.

3. Karel Culik 11.Coml'lex Systems 1 (1987) 1035.

4. Jarkko Kari, Motllemo/¡eal Systems Tlteo')' 29 (1996) 47.

5. Harold V. t\1c1ntosh. Rel'ersible cellular outomata, hup:!/ www.
cs. cillv(',Mav. mx/ -mcintosh. (1991).

bilidad, se pas~lfá a la generación directa de las mismas con
solo producir las permutaciones indicadas.
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