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En este trabajo estudiamos el espectro de energía de una partícula cmíntica sujeta a la acción del potencial asimétrico V(x) = ~x2 + e-"Y
r
.

El primer enfoque que utilizamos es la bien conocida teoría de perturbaciones. ni calcular la energía del estado base con correcciones hasta
de segundo orden, encontramos que esta serie perturhaliva es divergente. Para evitar este problema, y al mismo tiempo dar una solución
scndlla, desarrollamos la exponencial en serie de Taylor reteniendo términos hasla orden ,.4. con lo cual el potencial original se convierte
en el de un oscilador ¡¡narmónico cuártico. el cual se trala con teoía de perturhnciones a primero y segundo orden para obtener energías
aproximadas. En un segundo enfoquc, y con cl fin de poder comparnr la solución perturbativa, tratamos el prohlema con el mélodo de
la diagonalización directa del hamiltoniano en la base del oscilador armónico. Este método puede considerarse exacto cuando se utiliza
la consistencin de tamaño, que consiste en lOmar un número In suficientemente grande de funciones base que aseguren que los cálculos
han convergido. La teoría de perturhaciones a primer orden indica que todas las curvas de energía de los diferentes estados son funciones
crecientes del p<lrámetro "j. La corrección a segundo orden muestra que la energía del estado base es decreciente en el intervalo 0:5 1:5 1.
mientras que las curvas de los estados excilados son funcioncs crecientes de "j en este mismo intcrvalo. La diagonalización directa del
hamiltoniano confirma el comportamiento predicho por la corrección a segundo orden, ndemás nos muestra que la teoría de perturh.lciones
predice de manera aceptable la energía hasta valores de "j :::::: 0.4

/)('scrjpLOreJ: MeCiÍnica cuántica: soluciones variacionales

We study the encrgy spcctrum of a quantum partidc under the actioll of the asymmctric potential \'(1.) = tr2 + c-"Y
z. Our first approach

is the well known perturbation theory; we calculate the ground state energy with corrections up 10 second order. and we found that Ihe
pcrturbation series is divergent. To avoid this prohlem and to ohtain a simple solution, we expand the exponential lerm in a Taylor series
up to terms in 14, thus oblaining a quantum anharmonic oscillator. This approximatcd perential can he properly handled with perturhntion
theory. IIrst and second order, 10 obtain approximate cnergies. In order 10 he able lo compare the pcrlurbation solutions. we treallhc problem
hy dírect diagonaliz.ltion of the hamiltonian of the exponential potential. This method can be collsidered exact when size consistency is lIsed,
j.f'. when tnking a sufficiently large numher of functions of a hasis se!. Ihe calculatioll converges. First order perturhation theory indicates
Ihat allthe energy curves of allthe different states are increasing functions of the parameter "j. The second order corrections shows that the
encrgy of the ground state is a decreasing function of"j in the inlerval O S 1 :5 1, while those of the excited stales are increasing functions
of,. in the at same interval. The direct diagonali7.ation of thc hamiltonian cont1rms the predicted hchaviors by the second order correction.
Besides it shows that pcrturbation Iheory predicls acceptable encrgy values up to I ::::::0.4.

K(')'U'ords: Quantum mechanics: varational solutions

I'ACS: 03.65

1. Introducción

En la mayoría de los cursos de mecánica cuántica a nivel
licenciatura los métodos más empleados para encontrar so-
luciones aproximadas a la ecuación de Schrüdinger en una
dimensión son el método WKB, el método variacional y la
teoría de perturhaciones. Cada uno de ellos tiene sus venta.
jaso rango de aplicación y limitaciones.

En gran número de estos cursos enseñamos a nuestros
alumnos la teoría de perturhaciones. aplicándola a proble-
mas sencillos. donde, en general, la serie pcrturbativa de la

energía converge rápidamente. Sin emhargo. pocas veces dis-
cutimos problemas en los cuales estas series no son convcr.
gentes: un ejemplo que muestra el carácter divergente de las
series perturbativas lo podemos encontrar en el estudio del
oscilador anarmónico cu:írtico [1,21. en el cual la serie per-
turbativa para el estado hase es divergente para cualquier va-
lor del parámetro de pequeñez.

En el presente trabajo analizamos el espectro de energía
del potencial F (;r) = ~.r:!+e-l'X en función del parámetro r.
La aplicnción directa de la teoría de perturhaciones a este
potencial presenta dos inconvenientes: el primero es que el
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El hami!toniano de una partícula sujeta al potencial V(.r) es

2. El problema

que es un potencial asimétrico, donde el parámetro de asi-
metía l' 2: O, Y -00 < .t < 00, en unidades en la cuales
fL=m=w::;:l.

La ecuación de SchrOdinger para estados estacionarios a
resolver es

2o.1.,

\
---' ,...

\

\
,. ,\

"Z, /'

"' ""-" '-. /' /
~~ --- ~

I
Io

donde lIn(x) es el cneslIno polinomio de Hermite. Los
cigcnvalores de la energía son simplemente.

1 3En=n+2+I=n+2. (3e)

En el segundo caso, cuando l' --+ 00, el potencial se con-
vierte en una barrera infinita para.1' < O, mientras que para
.17 > Ose convierte en el potencial del oscilador armónico, es
decir tenemos el problema de medio oscilador armónico [3].
Ya que la partícula no puede penetrar en la región x < O, las
eigenfunciones deben dc ser cero en esta región y en x = o.
Para la región :r > O las eigcnfunciones son las mismas que
las del oscilador armónico (3b) con paridad impar, ya que son
las únicas funciones que se hacen cero en .r = O.Por lo tanto,
las energías de los diferentes niveles energéticos están dadas
por

2

(
1 ) 1/2 (.2)

t/ln(X) = J7i'2"II' exl' -; ¡¡,,(x).

n = 0,1,2,3,. (3b)

FIGURA 1. Gráfica del potencial asimétrico V(x) ::;: ~X2 + e--Y:Z:

para"t = 0,0.1,1.0. El polencial es simétrico para "( = O. siendo
este el de un oscilador armónico. para "1 = 0.1 se vuelve ligera-
mente asimétrico. mientras que para I = lla asimetría es evidente.
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El potencial está dado por
1 .,

11(.,.) = 2"'- + e-F,

número de elementos de matriz diferentes de cero es infinito
y el segundo es que la serie pcrturhativa de segundo orden
para el estado hase es divergente. Con la finalidad de obtener
una aproximación para los cigcnvalorcs de la energía y evitar
los problemas antes señalados, desarrollamos la exponencial
en serie de potencias hasta cuarto orden, transformando el
potencial original ül de un oscilador anannónico cuártico con
asimetría. Existen (Jlros método para calcular los eigcnvalorcs
de este problema de manera muy precisa. éstos son la diago-
nalizaci6n directa del hamiltoniano en la hase del oscilador
armónico o por el método dc) elemento finito o diferencias
finitas. Estos métodos no forman parte de los cursos elemen-
tales de mecánica cuántica, sin embargo, existe la creciente
necesidad de incorporarlos a nuestros cursos con el fIn de
poder tratar algunas aplicaciones y problemas más atractivos
para los estudiantes. En este trabajo haremos uso de la diago-
naliz¿lción directa del hamiltoniano en la base del oscilador
armónico.

La organiwción de este trabajo es la siguiente: en la
Seco 2 presentamos el problema y sus soluciones exactas pa-
ra dos casos límite. En la Seco 3 aplicamos la teorfa de per-
turbaciones directamente al potencial V(x), a continuación
en la 4 transformamos el potencial V(x) al de un oscilador
anannónico cuártico y damos su solución con teoía de per-
turbaciones. En la Seco 5 aplicamos el método de la diago-
na!ización directa del hamiltoniano en la base del oscilador
armónico y finalmente presentamos nuestras conclusiones.

Desafortunadamente para otros valores de ,. la correspon-
diente ecuación de Schrodingcr no tiene soluciones tan sen-
cillas.

En la Fig. I bemos gratícado lI(x) para Ires valores de
f para mostrar la asimetrfa del potencial. A medida que 'Y
aumenta la asimetría se vuelve más evidente y el mínimo del
potencial se desplaza hacia la derecha a Xm• donde XI11 sa-
tisface la ecuaci6n Xm - )'e-Y..r:", ::;: O. Por ejemplo, para
,= 0.1, x", = 0.099 Y \I(,r",) = 0.995.

Existen dos casos límite para los cuales la correspondien-
te ecuación de SchrOdingcr t\ene solución exacta, éstos son
, = O Y , -+ oo. En el primer caso (, = O) tenernos el
oscil.ldor armónico desplazado en una unidad de energía

(3a)

Las eigenfunciones de este h:uniltoniano son las mismas que
las del oscilador armónico:

1
En = 11 + 2' n = 1,3,5,. (4)
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+ correcciones de orden superior, (7a)

E = E(O) + E(l) + E(2)
n 11 n n

En el marco dc la teoría de perturbaciones las energías se
expresan l'OIllO una serie

Para aplicar la teoría dc perturhaciones independiente del
tiempo [4-71 es conveniente escrihir el hamiltoniano (1) en
la siguiente forma:

(3.d)

en donde

(Jk = (k-I)! (~)k
es el término general de la serie.

A continuación utilizarnos el bien conocido teorema de
cálculo 19] que establece que si una serie converge, enton-
ces el término general de he dc aproximarse a cero cuando
k ~ oo. de lo contrario la serie divergc. De (8d) podemos
ver que para un valor fijo de ¡ (pero arbitrario) el término
general no tiende a cero cuando k ~ oo. por lo tanto la serie
diverge.

Este resultado no es sorprendente, ya que la teoría de per-
turhaciones funciona bien sólo cuando el potencial pcrturba.
t¡vo es pequeño comparado con el no perturbado, pero éste no
es ell'aso, ya que para una ¡ fija. a medida que x se hace ne.
gativo el potencial exponencial crece mucho más rápido que
cl potencial del oscilador arm6nico, por lo que H' no puede
considerarse exactamente como una perturbación.

«(¡)

(5)/l = Ha + /l'.

/l' = exp( -'"Ix).

3. Teoría de perturbaciones

donde fIo = 1(]J2 + ;r2) es el hamiltoniano no perturbado del
oscilador armónico, con cigenvalorcs £J\O) = 1l + ~ y cigen-
funciones 1") dadas por (3b); mienlras que la perturbación
esta dada por.

donde E!,I) Y E~2) son las correcciones a primero y segundo
orden, las cuales están dadas por -1. La aproximación de oscilador anarmónico

La aplicación directa dc las Ees. (7) a la perturhación presen-
la dos inconvenientes

Sustituyendo los elementos de matriz dados en (8a) te-
nemos

J. El nlÍmero de elcmentos de matriz diferentes de cero
cs inlinito. esto puede verse fácilmente de la expresión
de los elementos dc matriz [8]

(9)

(10)H = O. 1, 2, ...

? 2 3 3 ,1, 4
lf' -"fJ 1 ,'-.1: / .r / x= e '" - "Ix + -- - -- + --o2 G 2.1

Con el propósito de dar una aproximación a los eigenvalo.
res de la energía del hamiltoniano (1) Yevitar los problemas
expuestos cn la sección anterior haremos una consideración
adicional. Supondremos que ¡.f « 1, y desarrollamos la ex-
ponencial hasta cuarlo orden en JX' con lo cual obtenemos
una aproximación para H':

De esta manera transformamos el prohlema original en el de
un oscilador anannónico.

En la Fig. 2 hemos graficado ambos potenciales e-"fZ

(línea continua) y su aproximación (línea discontinua) dada
por la expresión (9). para '"1= 0.1,0.4, 0.7 y 1.0. Para los dos
primeros valores de l' las gr.íllcas son muy semejantes en el
intervalo que se muestra, mientras que para los valores 0.7 y
l.O la diferencia se vuelve evidente.

Para evaluar las correcciones de la energía a primero y
segundo orden necesitamos conocer los elementos de matriz
de ("1.1"1"). con r = I. 2. 3. 4. Estos elementos de malr;z
ya han sido calculados con anterioridad y se encuentran re-
portados en la literatura [101. Mediante esta aproximación se
resuelven los dos problemas mencionados en la sección ante-
rior, porque el número de elcmcntos de matriz diferentes de
cero ahora es finito y la serie perturhativa de segundo orden
se transforma en una suma que involucra sólo unos cuantos
ténninos.

Las energías que incluyen correcciones hasta de primer
orden están dadas por

E' = E(O) + E(I) = (" + ~) + '"1" (" +~)
11 n n 2 2 2

'"14 ( , 1)+ 1G n- + 11 + 2 '

(7h)

(8c)

(7c)

i 2: j. (8a)

E!,') = (nIH'I"),

E(2) = '" l(klll'lnW
n L- (O) (O)'

k::fn En - El..'

00

1 '/4 '/" '"Eo = 2' + e"f - e"f - - L (!k.

k=l

j "' 2k
'" 1.'"1

xL. 2kk'(k + i - j)!(j _ k)"
k=O

Este resultado se ohtiene al desarrollar la exponencial
en términos de los polinomios de Hennite, utilizando
las reglas de recurrencia entre éstos y posteriormente
integrando.

Ea = Eg + (Ole->'IO)- f: l(k1e:loW. (3b)
k=l

2. La serie pcrturhativa a segundo orden para el estado
hase diverge para cualquier ¡ > O. Para prohar esto
evaluemos la energía del estado hase con correcciones
hasta segundo orden (7a), esto es,

Rev. Mex. Fís. 46 (2) (2000) 201-2(){,
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17-

FIGURA 2. (irállca del potencial exponencial \'(r) == ~r2 + ('-"'¡r

(\ín~a continua) f su aproxim<lción (línea discontinua). El eje ho-
rizonlal representa J", mientras que el vertical es el potencial. Para
valores pequeños del p;uámelro,. ambas curvas son muy similares.
pero a medida que eslc aumenta la diferencia es muy clara.
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FIGURA 4. Curvas de la energía para el primer estado excitado co-
mo función ,. predichas por la aproximación a primer y segundo
orden. así como la curV;;¡exacta calculada por el método variacional
lineal.
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FinURA 3. Curvas de la energía para el estado base como función
l. predichas por la aproximación a primer y segundo orden. así
COITlO la curva exacta calculada por el método variacionallincal.

E:; 3 l., 9.1 35 (i ,11 ,
= - - -1---1 - 2881 1152 !2 ,1 32

.,
20 (j lG5 HE;' ;) ,- 25 <1

( I 1)= - + - --1
721 4G081 ,2 ,1 32

E; 7 :3.) 37 '\ II G 205 8

= - + -1-- -1 - 721 -153ü1'2.1 32

Esta fórmula muestra que todos los niveles de energía co-
mo función de 'Yson crecientes.

Las enl:rgías que incluyen correcciones hasta de segundo
onkn ElI = E~O) + E!/) + E!l2) se ohtienen fácilmente. A
continuación se muestran las expresiones para el estado hase
y los dos primeros estados excitados:

1008

-- Exacto
-- segundo ord

. primer orel

06
y

ción de para los tres estados más hajos en la aproximación a
primero y segundo orden, en donde se puede ohservar cómo
estas aproximaciones se separan rápidamente. Además. se
muestra la curva de cncrgía exacta calculada por el método
que expondrcmos en la siguiente sección. En la Tahla 11se
encuentran reportadas las energías para los tres primeros es-
tados para algunos valores dl.'i parámctro "'y. Dc esta tahla po-
dcmos apreciar que las fórmulas (11) predicen con un error
de cl:ntésimas a las energías exactas para -, :::;0.5; para valo-
res menores de í'. la aproximación es min mejor.

FI(jURA 5. Curvas de la energía para el segundo estado excitado
(:urno función l. predichas por la aproximación a primer y segundo
orden. así como la curva exacta calculada por el método variacional
linea!.
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DI: la primera de las fórmulas resulta evidente que en esta
aproximación la curva de energía del estado hase es una fun-
cil'lIldecreciente de 'Ypara "'y ~ O. lo CUtí! es contrario a lo que
prL'dice la t.:orrección a primer orden (10). En la siguiente sec-
ción vefl:mos cual es el comportamiento real de estas curvas.
En las Figs. J. 4 Y5 se muestran las curvas de energía en fun-

5. Dia~onalización directa del hamil!oniano

En esta sección formularemos y encontraremos la solución
de la ecuación de Schr()dinger mediante el método "ariucio-
nal lineal.

RCI'. Mex. Fú. 46 (2) (2000) 201-206
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( 12)

Las eigenfunciones 1/J de (1) pueden desarrollarse en
términos dela base de funciones del oscilador armónico In}
en la siguiente forma:

'" =L unln}.
o

Para ap1icar el cálculo variacional debemos calcular la in-
tegral J 1/1.H'l/J dx y minimizarla sujeta a la restricción
J ",.", dx = 1, es decir.

J ([",. H"'dx -,\ ["""'dX) = O. (13)

Como'" es lincal en los cocficientes Un. la Ec. (13) es equiva-
lente a diagonalizar la malriz IJ ",. HIj¡ dxl. cuyos elemen-
tos son

Los elementos de matriz (iIe-"lj) están dados de manera
anaítica por la expresión (8a).

La diagonalización numérica de la matriz hamiltoniana
se realizó medianle el mélodo de Jacobi [11.12]. Hicimos un
cálculo de consistencia de tamaño incrementando paulatina-
mente el número de funciones base y encontramos que para!
cercanas a cero basta con 5 funciones base para obtener una
huena convergencia en la energía en los Ires primeros esta-
dos. Para 'Y ;::;::1, 18 funciones de base son suficientes para
obtener una convergencia en el sexto decimal en las energías
de los lres primeros estados. Estos rcsultados se muestran en
la Tat;la 1 para algunos valores de ')', cn donde N representa
el número de funciones hase empleadas en la diagonalización
del hamiltoniano.

Los eigcnvalores convergidos se mucstran en la Tahla 11,
todos ellos son correctos hasta la sexta cifra decimal, además
hemos incluido los valores ohtenidos mcdiante la tcoría de
perturbaciones a segundo orden (Ecs. 11). Podemos observar
que para valores muy pcqueños de ')', ambos métodos produ-
cen resultados que ditleren poco entre sí, pero a medida que ')'

TABLA 1.Los primeros tres estados del pozo asimétrico unidimen-
sional para tres diferentes valores de ,. N representa el número de
funciones de hase (ver el texto) con las que se realiza la diagona-
lización del hamiltoniano. Las energías están en unidades de TlW.

N ,= 0.1 ,= 0.5 ,= 1.0

estado base

5 1.497522 1.448358 1.360110

10 1.497522 1.448358 1.360081

15 1.497522 1.448358 1.360081

18 1.497522 1.448358 1.360081

primer estado excitado

5 2.502472 2.549386 2.629947

10 2.502472 2.549380 2.628790

15 2.502472 2.549380 2.628790

18 2.502472 2.549380 2.628790

segundo estado ex.citado

5 3.507435 3.654234 3.924003

10 3.507435 3.654178 3.913023

15 3.507435 3.654178 3.913018

18 3.507435 3.654178 3.913018

aumenta esta diferencia se vuelve más notable. La razón de
ello es que la teoría de perturbaciones sólo produce resulta-
dos aceptahles cuando el parámetro perturbativo (')') es muy
pequeño.

6. Conclusiones

En las Figs. 3.4 Y5 mostrarnos las curvas de la energía a pri-
mer orden £;1 y segundo orden E~,así como la energfa ex.ac-
ta para los Lresprimeros estados como función del parámetro
')'. Estos resuILados muestran que la aproximación a primer
orden es muy hurda, y cn cl caso del estado base muestra un

TABLA 11.Eigenvalores de la energía de k potencial asimétrico (Ec. 2) calculados mediante teoría de perturbaciones a segundo orden (11) y
mediante la diagonalización del hamilloniano en la base del oscilador armónico.

"
o

2

o
I

2

,;:::;: 0.05 , = 0.10 ,= 0.20
Pertur. Varo Pertur. Varo Pertur. Varo

1.49937 1.499376 1.49747 1.499522 1.48954 1.490336
2.50062 2.500623 2.50242 2.')02,172 2.50872 2.509573

3.50187 3.501871 3.50738 3.507.13,) 3.52808 3.528987

,= 0.50 ,= 0.80 , = 1.00

Pertur. Varo Pertur. Varo PertOT. Varo
1.41788 1.448358 1.18697 1.394508 0.81163 1.360081
2.50723 2.549380 2.22840 2.597925 1.53016 2.628790
3.59800 3.654178 320366 3.812401 1.89084 3.913018

Rev. Mex. Fís. 46 (2) (2000) 201-206
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comportamiento equivocado. La aproximación a segundo or-
den proporciona una mejor estimación de la energía y en
el caso del estado base el comportamiento cualitativo es
el correcto, es decir, la energía decrece como función uel
parámetro f. El que la aproximación a segundo orden funcio-
ne bien para valores pequeños de l' se puede entender a partir
de que la aproximación del potencial exponencial mediante
el potencial polinomial (9) es muy buena (en el rango en que
se muestra en la Fig. 2) Yes precisamente para estos valores
de 'Yen el que la aplicación de la teoría de perturbaciones
brinda huenos resullados. Para valores de f > 0.4 el poten-
cial exponencial no se aproxima suficientemente bien por el
potencial polinomial y por lo tanto los eigenvalores de ambos
potenciales serán diferentes, esto puede verse principalmente
en los estados más excitados.

En la Tabla 11mostramos los valores de las energías ob.
tenidas con la corrección perturbativa a segundo orden (11)
Y los resuliados de la diagonalización del hamilioniano en la
base del oscilador armónico. Debe notarse que valores de ,
hasta 0.2 el error que se comete al usar las ecuaciones (11) es
del orden de I milésimo o menos, para f = 0.5 este error es
del orden de las centésimas y a partir de aquí el error aumenta
con mayor rapidez.
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En este trabajo hemos mostrado un ejemplo de un pro-
blema en el cual no es posihle aplicar directamente la teorfa
de perturbaciones estándar. Con el fin de darle solución a es-
te prohlema seguimos dos caminos distintos: 1) se desarrolla
el potcncial perturbativo en una serie de Taylor y se aplica
nuevamcnte el método de perturhaciones; 2) empicamos el
método variacionallineal.

El método variacional lineal es un método muy robusto
que nos permite ohtener eigcnvalores y cigenfunciones con
un alto grado de precisión y nos da la posihilidad de ahordar
prohlemas más interesantes para nuestros cursos, algunos de
los cualcs son difíciles de resolver con teoría de perturbacio-
nes.

En este trabajo hemos visto que el número de funciones
hase necesarias para la convergencia de los eigenvalores de-
pende del valor de ,. A medida que, aumenta se necesita un
número mayor de funciones hase para asegurar la convergen-
cia de los cigenvalores.
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