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Factor estatico de estructura para metales liquidos simples
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Calculamos el factor estdtico de estructura S(k) para metales liquidos usando la teorfa clasica de liquidos. En este estudio usamos un modelo
con dos contribuciones fundamentales, una de ellas es el potencial de esfera dura y la otra es una perturbacién. representada por una cola de
Yukawa. Encontramos que los pardmetros usados, pueden ser obtenidos en términos de la energia de Fermi y un didmetro efectivo. En este
articulo hacemos dos aplicaciones particulares, en la primera se hace cl estudio de S(k) para el Cs a diferentes temperaturas y finalmente
encontramos S(k) para el Ca y el Pb. Las predicciones tedricas son satisfactorias para estos casos.

Descriptores: Factor estitico de estructura; aproximacion esférica media; aproximacion de Thomas-Fermi

Using the classical theory of liquids we calculate the static structure factor S(k) for simple liquid metals. In this study we use a model with
two fundamental contributions, one of them is the hard sphere potential and the other is a perturbation represented by a Yukawa tail. We
find that the parameters used, can be obtained in terms of the Fermi Energy and an effective diameter. In this paper, we made two particular
applications, in the first we study S(k) for Cs at different temperatures and finally we find S(k) for Ca and Pb. The theoretical predictions

are successful in all cases.
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1. Introduccion

El estudio de los metales liquidos es de gran importancia para
los procesos metaldrgicos, pues es necesario conocer sus pro-
piedades quimicas, térmicas y reoldgicas [1]. El progreso en
la modelacién de metales liquidos ha sido lento, y las técnicas
involucradas en la teoria de la mecdnica estadistica cldsica
son extensas y estdn basadas en el modelo de electrones casi
libres [1], ademds se requieren de métodos numéricos para la
modelacion de estos sistemas.

Los sistemas de referencia mas usados en las interaccio-
nes son el de esfera dura (ED) [1, 2] y el modelo cldsico “One
Componet Plasma™ (OCP) [3]. Un sistema de referencia mas
eeneral es aquel donde se presenta una interaccién coulom-
biana apantallada entre un par de esferas cargadas, esto es, un
sistema compuesto por un potencial de esfera dura mds una
interaccién perturbativa tipo Yukawa (EDY). La interaccion
de ED con una perturbacion fue introducida por Waisman [4],
a partir de la aproximacion esférica media (MSA, del ingles
mean spherical approximation). La solucion analitica para el
modelo de EDY en la MSA fue obtenida por Blum y Ho-
ye [5]. Posteriormente, Ginoza [6, 7] reescribe la solucion de
Blum-Hoye presentando una nueva version para la MSA de
un fluido con interaccion EDY, en esta nueva version la fun-
cion de correlacion directa tiene una forma muy simple, la
cual involucra un parametro fundamental v en donde estdn
contenidas las propiedades acumulativas del sistema.

La primera aplicacién del sistema de EDY para metales
liquidos fue realizada por Hayter et al. [8], ajustando el fac-
tor estitico de estructura para metales alcalinos; esos autores

concluyen que la pendiente de decaimiento que tiene el po-
tencial es la propiedad mds importante para predecir el fac-
tor estdtico de estructura S(k), cuyo orden de magnitud es
de f\fBT.

El factor estdtico de estructura en el limite de longitud de
onda larga para metales liquidos simples, dentro de la apro-
ximacion de la densidad media (MDA) de un sistema con in-
teraccion de esfera dura tipo Yukawa atractivo (AEDY), fue
calculado por McLaughlin et al. [9-11]. Los resultados que
ellos reportan se ajustan bien a los datos experimentales sélo
en dicho Iimite.

En un trabajo reciente realizado por Herrera er al. [12],
se calcula el factor estitico de estructura S(k) para metales
liquidos modelado por el potencial de EDY en la nueva ver-
sion de la MSA, en términos del pardmetro acumulativo .
Ellos concluyen que el modelo de EDY puede ser un buen sis-
tema de referencia en el estudio teérico de metales liquidos,
reportando que el sistema con interaccidnes atractivas tiene
limitada aplicacion cerca del limite de longitud de onda larga,
contrario a lo que ocurre para un sistema interaccionando con
un potencial esfera dura tipo Yukawa repulsivo (REDY). Sin
embargo los pardmetros utilizados no tienen una interpreta-
cion fisica directa y son ajustados a los datos experimentales.

El objetivo de este trabajo es el de encontrar una interpre-
tacion fisica de los pardmetros involucrados en la cerradura
de Yukawa, a partir de la aproximacion cudntica de Thomas-
Fermi (ATF), y predecir el factor estético de estructura S(k)
para metales liquidos. En este trabajo mostramos resulta-
dos explicitos para Cs a diferentes temperaturas, Pb y Ca.
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En la segunda seccién se describe la MSA y cdmo se in-
troduce la ATF en tal aproximacion. En la Sec. 3 se realiza el
cdlculode S(k) y S(k = 0). En la Sec. 4 se determina el fac-
tor estatico de estructura S(k) para algunos metales liquidos
como el cesio, calcio y plomo. Finalmente, en la Sec. 5 se
resumen los resultados.

2. Teoria

Para el caso de un metal liquido simple, se considera que los
iones estdn en un mar de electrones casi libres; ahora, den-
tro de la teoria de liquidos simples en el marco de las funcio-
nes de distribucién, se define la funcién de distribucién radial
g(r), la cual es proporcional a la probabilidad de encontrar
un ion a una distancia r a partir de un ion dado. Ademas se¢
introduce también la funcién de correlacién directa ¢(r), la
cual estd definida a través de la ecuacién de Ornstein-Zernike
(OZ) [13] para un sistema homogéneo:

I(r) = e(r) + p/('(|5|)h(|r - s|) ds, (1

endonde p = N/V, es la densidad numérica de los dtomos.
De (1), la funcién de correlacién total h(r) = g(r) — 1 se
define de acuerdo a la desviacién que tiene g(r) respecto del
gas ideal, cuyo valor es de uno. La funcién de correlacién di-
rectaen la MSA tiene una forma muy sencilla para un sistema
compuesto tnicamente por esferas duras con una interaccién
de largo alcance y un didmetro o, esto es,

u(r)

o] =i,

-0 (23

donde |r| = r, kg es la constante de Boltzmann y T la tem-
peratura absoluta. La Ec. (2) resulta ser una extrapolacion del
comportamiento asintético de la funcién de correlacién direc-
ta ¢(r). Ademds, para el modelo de esferas duras se cumple
la condicidn exacta de no traslape entre iones:
hir)=-1; o = 3)
El sistema de intéres es un metal liquido, el cual lo mo-
delaremos como un sistema con particulas interaccionando
con un potencial a pares, u(r /o), de esfera dura tipo Yukawa
(EDY). Tal potencial se define como

u(x) e . <1
kel (=7 )exp[—z(z — 1)) - 4)
con z = ko,  es el inverso de la longitud de apantallamiento

y € es la intensidad de la interacciéon Yukawa en contacto con
nicleos duros y = = r/o.

Ahora, los metales se llegan a dar debido a que contienen
muchos dtomos cuando éstos tienen pocos electrones (uno o
dos) ligados débilmente al nicleo. Estos electrones que son
menos “localizados™ forman una nube extensa de carga ne-
gativa, en la cual se embeben los iones positivos. Entonces la

B

nube electrénica permite que los iones se unan formando un
metal [14].

Debido a que el enlace permanece atin para los liquidos,
entonces los electrones de valencia deben jugar un papel muy
importante en las propiedades de los metales liquidos. Sin
embargo, a pesar de que la densidad electrénica es totalmen-
te un sistema cudntico degenerado podemos rescatar cierta
informacion.

Nuestro modelo implica una interaccién coulombiana en-
tre iones positivos. Supongamos ahora que tenemos un plas-
ma cudntico, al cual le introducimos una carga fija extra en el
centro de origen del plasma [15]; debido a esto, los electro-
nes de valencia no solamente se encuentran sujetos al campo
eléctrico que produce esta carga, sino también a una polari-
zacion de los electrones en la vecindad de la carga, donde
la densidad de estados electrénicos por unidad de volumen a
I'=0Kes

(8mIER)'/?

D(By) = — 55— (5)

K
£

(37:2,0)2/3, (6)
2me,
donde m.. es la masa de un electrén y % es la constante de
Planck dividida por 27 [14].

El potencial electroestdtico es generado por el potencial
coulombiano apantallado, es decir,
cvexp(—zx)

ui{z) N
- = . z>1, 7)

donde ov = eexp (z)/e.

A distancias cercanas del didgmetro de la carga (esfera du-
ra) el electron responde a la carga externa y a una polariza-
cion de la carga inducida edn /ey, las cuales estdn conectadas
por la ecuacién de Poisson, escrita como

9 g
o

V2Bu(z), - B on = —p3eexp(z)d(z) - I

(8)
donde &g es la constante dieléctrica, e es la carga del electrén
y B = 1/(kpT). La carga inducida en el espacio puede ser

calculada con ayuda de la aproximacién de Thomas-Fermi
(ATF) [15], donde

o

0

a2 ela
dn=p-
€o <o

2

“D(E) wy(2)= Z2pfus(z) z>1, (9)

donde Z7F es llamado el apantallamiento de Thomas-Fermi,
y segin (5) y (6) tiene la siguiente forma:

9n
Zpp =y f———— 1
e TTG'EE-E() ( 0)
La cantidad
3
oo
pi= 2L (1

6
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es 1lamada la fraccién de empaquetamiento y se define como
el volumen neto de las esferas duras Este dltimo resultado
nos indica como la carga serd apantallada por los electrones,
por lo tanto, el alcance del potencial efectivo entre iones de-
be estar asociado con este apantallamiento, asi como primera
aproximacién podemos asumir que en el potencial efectivo
promedio

z= ZTF~ (12)

Recordemos que nuestro modelo de potencial no representa
una interaccion fisica directa, sino mas bien representa una
interaccion promedio de toda la informacién microscépica
del sistema.

La ATF es valida siempre y cuando tenga validez la
Ec. (5), ademds supone que la perturbacion causada por la
carga debe ser débil para asi seguir resguardando los esta-
dos de Fermi, entonces |a| < Ef y Zrr es esencialmen-
te la razoén entre la energia potencial promedio y la energia
cinética promedio, esto significa analiticamente que

e?/(4rego) ?;1/2

13
3EY/5 . U3

Zyr = Z1F(p) x

y a densidades metdlicas la energia potencial promedio es
aproximadamente la energia cinética promedio, por lo cual
consideramos que la intensidad € del modelo tipo Yukawa re-
pulsivo es de la forma

Epn. (14)

™
il
] @

Esta identificacién es una aproximacién razonable porque
estamos considerando que el metal liquido conserva informa-
cién fundamental de su estructura sélida. Finalmente hacien-

£

+ Cexp(—

e d

Q) _ Az(z — 1)+ B(z - 1)
| Cexp(—Z1rz)

donde los coeficientes en esta ultima ecuacién son

1 2
4_d[1+ ”(1+2v)+zzﬂry(v+1)] 20)
1-nl1
1 1427y 2
= ~oy[1+2 =1}
2= 1—1]{1 2{14- 7+(1f1])ZTF]}' keh)
-
¢ = -1PEE) Gy 1 ), 22)
n
5
D = ~[L(ao + (a1 = 1)yZre) + o} (23)
3n
con
61
-9 matom+Zue@+m), @4
e Zi)"r(l—f])z[( +2n)-+ Zrel2 + 1)) =
Gy
= ————(24 Zypr), 25
ay Zﬁ’\p(l—n)( + Z7r) (25)

do la transformada de Fourier de la Ec. (8) obtenemos par-
cialmente la funcién de correlacion directa en el espacio de
Fourier

4rBe[Zrr sink + k cos k]
[EP{)
conk = Ko yepp(k) = 14+ Z3 /k*, 1a constante dieléctrica

de una carga puntual en la ATF. En general, la funcién é(k)
se escribe como

pay (k) = éy(k) = (15)

(k) = éo(k) + ¢1(k)

-1
:4#/ r'(.r}““l‘lz'd:—é—(l(ﬂ) (16)
=0 27

Ahora la ecuacién de OZ permite definir el factor estdtico
de estructura S(k) en términos de ¢(k), y la forma de resol-
ver la ecuacién de OZ para sistemas compuestos por nicleos
duros es a través del formalismo de Baxter [16]. La factoriza-
cién de Baxter desacopla a la ecuacion de OZ, produciendo
una expresién para la funcién de correlacién directa o similar-
mente también para el factor estitico de estructura tal como

Gy i

(S(k)] 17—4M—Qmévm‘ (17)

donde el factor de correlacion (}(!\') satisface la siguiente re-
lacion [16]:
Gn

‘JTU

OO
Lk = / dx Q(x) exp (ikz). (18)
40
Para un sistema modelado por una interaccién de EDY, el
factor de correlacion Q (k) fue obtenido por Blum y Hoye [5]
y simplificado por Ginoza [7]. En términos de la notacion de
Ginoza, y de acuerdo con los pardmetros caracteristicos de

un metal liquido, Q(x) tiene la siguiente forma:
Zrrpx) + Dlexp(—Zrrz) — exp(—Z7r)] <1 (19)
o ‘

el resto de las cantidades involucradas en las ecuaciones an-
teriores son

() 14+ 2n ZTF
L~ (2 2 T g SR
o=2Ztr— (2 +le)‘r[)+/”(1_”+ 5 ) (26)
ademas
124
G = 2Z1rpo — 1—11{31[ 1), (27)

b =
73 > 2

1 —uxpl=Zis
Qo = e \l,))( TI)- (29)
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La existencia del pardmetro acumulativo y es una con-
secuencia de las relaciones de simetria que debe cumplir el
factor de correlacion @(k), ademads -y satisface una ecuacién
polinomial, la cual se obtiene de la cerradura MSA. Para ob-
tener este parametro es necesario resolver una ecuacion de
cuarto orden, en el caso monodisperso [7], dicha ecuacién
puede escribirse como

y(v + 1)(Cy + o) = 6n (ﬁ) : (30)

En este trabajo determinamos el factor estdtico de estruc-
tura S(k), el cual estd dado por la relacién (17) para un siste-
ma con un potencial a pares de EDY.

3. Factor estatico de estructura para metales
liquidos
La compresibilidad isotérmica puede ser escrita en términos

del factor estdtico de estructura en el limite de longitud de
onda larga como

donde \% = 1/(kgTp), es lacompresibilidad para el gas ide-
al. La compresibilidad isotérmica en términos de la funcion
de correlacion directa estd dada por la Ec. (17), parak = 0
entonces

(St=0)]" =1- ek =0) = Bk =OP. (32)

m

Al sustitur la Ec. (19) en la (18) obtenemos que

. 6(C+D
Q=1+:1[A+3B-(%‘F)
1
+ GDexp(—ZTF)(l + E;;)] (33)

Finalmente, el factor estdtico de estructura en el limite de
longitud de onda larga es

z2
S(k=0) = ZIF [4Z1x +3BZre - 6(C + D)
Z T
+ 6 Dexp(—Ze)(1 + Zrr) + %]
(34)

En general, la expresion explicita para el factor estdtico
de estructura S(k) estd dado por la relacién (17), la cual se
escribe como

Xr — S(k=0), (31)
X9
|
1 : cosk —1
St = — [ (6n)*|err (2A———— + (A + B)sink — Bk
[ } AT‘EE}F [ [ : ( k )

- Dexp(—Z-rp)(kaTF + Zrpsink —

+ {kzsw — 67y [ETF (.4 - B -

— Dexp(—ZtF) (ZT;: cos k

A pesar de tener varios términos la expresion anterior es facil-
mente manipulable, pues tiene una forma realmente simple.

4. Resultados

Dado los pardmetros 1, €/(kpT') y Zp para la cerradura de
EDY en la MSA, se calcula v de acuerdo a la relacién (30).
Para un sistema con interaccion atractiva (e < 0) existen dos
soluciones reales para un rango determinado de la densidad,
esto es, v2 < 71 < 0, donde ~, debe ser la solucién fisica.
Para una cola repulsiva (¢ > 0), existen también dos solucio-
nes reales para cualquier cantidad de la densidad y un rango
de apantallamiento fuerte; estas soluciones son vy, < 0 < 7,
donde la raiz positiva es la solucion fisica [8].

La ATF permite modificar levemente el modelo, es de-
cir, ahora la interaccién ion—ion estd embebecida en un gas
de electrones casi libres; donde los pardmetros Zrp y € estdan
dados por las Ecs. (10) y (14), las cuales corresponden a in-
teracciones repulsivas (REDY), pues suponemos un plasma

2Asink

—Z%F;OS k) 2+ D)A—]2

+ (A + B)cos f.')

Z2 .sink 2
sy ST

- )+Z'rF(C+D)]} ] (35)

cudntico. Notemos que tanto Ztp como ¢ dependen de la
densidad (7)) del sistema en cuestién, por lo cual el poten-
cial de Yukawa también dependera de 77, y como se observa
en las relaciones (10) y (14) estos pardmetros disminuyen al
descender la densidad. Este tratamiento es andlogo a un estu-
dio hecho por Shuji Munejiri e al. [17].

Para una interaccion atractiva (AEDY), podemos supo-
ner que el pardmetro de apantallamiento es igual a Zyp para
mantener un equilibrio en nuestro sistema, y la cantidad e del
sistema AEDY debe ser diferente comparada con una inte-
raccion repulsiva (REDY), porque en general para el caso de
una interaccion atractiva suguiere un tratamiento en la fluc-
tuacion de la densidad de los electrones, pues éstos son los
causantes de la atraccion entre iones con enlace metdlico.

Usando los pardmetros Zrp vy € se ha calculado el factor
estdtico de estructura S(k) y en el limite de longitud de onda
larga S(k = 0) [ver Ecs. (34) y (35), respectivamente] con
un modelo REDY para un nimero importante de metales li-
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FIGURA . Gréficas de S(k) para Pb (T'=613.16 K), a) calculado usando AEDY en MSA. Los pardmetros estdn indicados en la Tabla T (—-);
b) calculado usando REDY en MSA. Los pardmetros estdn indicados en la Tabla II (—-), los valores experimentales (x) son de Waseda [20].
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FIGURA 2. Gréficas de S(k) para Cs (T'=303.16 K), a) calculado usando AEDY en MSA. Los pardmetros estdn indicados en la Tabla 1 (=),
h) calculado usando REDY en MSA. Los pardmetros estén indicados en Ja Tabla I (- ), los valores experimentales (+) son de Waseda [20].

TABLA I. Pardmetros de AEDY y valores de S(k = 0) = So

Metal T/K p(A™%) 7 e/knT z a/A So(AEDY) So(EXP)
Cs 303.16 0.0083 0.467 ~1.061 5.835 4.750 0.023 0.024*
Ca 1123.16 0.0206 0.466 ~0.908 5.013 3.510 0.024 0.035°
Pb 613.16 0.0310 0.447 —0.6663° 4618 3.02 0.027 0.014

“ Hasegawa et al. (1988) [18]; b McAlister et al. (1974) [19]; ¢ McLaughlin (1997) [9]

ratura de fusién, estos son el Cs y el Caa Ty = 303.16 K
y Ty = 1123.16 K, respectivamente (ver Figs. 2a, 2b, 4ay
4h), para los cuales existen muy pocos reportes en la literatu-

quidos simples (Na, Mg, Rb, K) a la temperatura de fusion
(Ty), dando resultados semejantes a los reportados por He-
rrera er al. [12], esto es, se modelan mejor estos sistemas con

una interaccién repulsiva. Excepto para el Pb, donde S(k) se
reproduce mejor para un modelo atractivo (AEDY) con los
pardmetros Zyr y un valor ajustado € (ver Figs. lay 1b).

En esta ocacién presentamos dos sistemas diferentes, mo-
delados con interacciones REDY y AEDY cerca de la tempe-

ra [1-3]. Ademds, para el Cs se predice su estructura estética
a dos diferentes temperaturas mayores que la T’y para un mo-
delo REDY (ver Figs. 3ay 3b).

Los valores que permiten modelar a los metales liquidos
del Pb, Cs y Ca tanto con interacciones AEDY y REDY se
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FIGURA 3. Grificas de S(k) para Cs calculado usando REDY en MSA paraa) T' = 373.16 Ky b) T' = 473.16 K . Los pardmetros estdn
indicados en la Tabla III (- —), los valores experimentales () son de Waseda [20].
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FIGURA 4. Grafica de S(k) para Ca (T'=1123.16 K), a) calculado usando AEDY en MSA. Los pardmetros estdn indicados en la Tabla I (—-),
b) calculado usando REDY en MSA. Los pardmetros estdn indicados en la Tabla I (—-), los valores experimentales (*) son de Waseda [20].

TABLA I1. Pardmetros de REDY y valores de S(k = 0) = So

Metal T/K p(A=) 7 e/kpT Z a/A So(AEDY) So(EXP)
Cs 303.16 0.0083 0.371 12.782 5.405 4.40 0.0096 0.024"
Ca 1123.16 0.0206 0.420 71129 4.842 3.390 0.0106 0.035¢
Pb 613.16 0.0310 0.360 14716 4.297 2.810 0.0294 0.014

“ Hasegawa et al. (1988) [18]; " McAlister et al. (1974) [19]

desplicgan en las Tablas I, II y III. Los datos experimenta-
les de estado (p,T') y de estructura son tomados de Wase-
da [20]. Aclaremos que para el modelo AEDY se ha utilizado
el parametro Zrp y se propone el valor de e de tal forma que
se ajuste lo mejor posible a los resultados experimentales,
pero dicho ajuste no tiene, por el momento, una justificacién
fisica.

De los resultados obtenidos podemos afirmar que en
REDY es posible ajustar el didmetro efectivo para reproducir
adecuadamente los resultados experimentales de S(k) para
el Cs y Ca. Por otro lado, para el modelo AEDY no es posi-
ble ajustar los pardmetros y obtener resultados similares, sin
embargo en limite de longitudes de onda larga AEDY da una
prediccion relativamente buena (ver también [12]). De acuer-
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TABLA I11. Pardmetros de REDY vy valores de S(k = 0) = S;
parael CsaT > Ty

T/IK pA™% 5 e/ksT =z of/A So(REDY)
37316 0.0081 0363 9991 5384 440  0.0335
473.16 0.0079 0351 7.467 5355 440  0.0403

do a los pardametros dados por la ATF se logra mejorar la
aplicacion del modelo atractivo (AEDY) mds hall4 del limite
de longitud de onda larga [12], pues su alcance llega hasta el
primer minimo de S(%) experimental, como se observaen las
figuras.

Es importante enfdtizar que no es posible hacer Ia compa-
racion directa de los factores estaticos de estructura obtenido
por REDY y AEDY ya que los pardmetros usados, en princi-
pio, obedecen a situaciones fisicamente diferentes, este es el
caso del pardmetro de interaccién e.

5. Conclusiones

Este trabajo viene a completar el trabajo anterior de Herre-
ra er al. [12], donde se uso la MSA para calcular el factor
estdtico de estructura sin justificacion fisica de los pardmetros
usados. De acuerdo a los resultados presentados, se tiene que
la nueva version para la MSA de un sistema con interaccion
de esfera dura mds un potencial tipo Yukawa bajo una apro-
ximacidn cudntica, como la ATF, puede ser una buena teoria
de referencia en el estudio tedrico de los metales liquidos. En
general se observa como el sistema de AEDY tiene limitada

aplicacion, en contraposicién con lo que ocurre para el caso
de REDY. En los casos de cesio y calcio en estado liquido se
tiene una prediccion satisfactoria, los cuales tinicamente han
podido ser predichos por técnicas mds complejas [17]. Al tra-
lar de interpretar los pardmetros involucrados en esta teoria,
pensamos que los electrones de valencia deben jugar un papel
primordial en el entendimiento de los metales liquidos, y que
de alguna manera se tiene una presencia importante en tales
pardmetros, por lo tanto, es posible mejorar tanto los resul-
tados repulsivos como atractivos, al modificar el didmetro o,
ya que como se observa este es el tnico pardmetro ajustable
en la ATF, y el cual lo hemos dejado con un tnico valor; esto
es viable porque de acuerdo a los diversos trabajos que se han
realizado respecto de los potenciales efectivos para los meta-
les liquidos [1] se observa que al variar la temperatura varia
la densidad, y por lo tanto cambia notablemente el minimo
de esos potenciales. Creemos que nuestra prediccion puede
mejorarse si se considera una combinacién entre potenciales
tipo Yukawa repulsivos y atractivos, asi como cosiderar las
interacciones de los electrones.

Resultados recientes muestran que es posible calcular las
propiedades estructurales de los metales liquidos por otros
caminos. Debido a que la analogia no es inmediata, creemos
que serd un problema de gran intéres futuro el buscar la cone-
Xion entre nuestra aproximacion y la de otros tramientos [21].
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