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AGOST021J()()

Se muestra un cálculo teórico de la resolución angular de un telescopio con tamaño de abertura arbitraria considerando la presencia d~ la
IUrhulencia ntmosférica terrestre. Para esto se emplea el modelo de la turbulencia en el rango inercial de Kolmogorov. El resultado obtemdo
se compara con el límite de difracción del telescopio. de lo cual se c(~ncluyen dos cos~s: ~na es que para abe~uras mayores que dos metros,
cIlímite de resolución angular no está determinado por la abertura misma del telescopIO SinOpor la turhulencla; la otra cs. que par~ aberturas
menores que cuarenta centímetros el límite de resolución sí está determinado por el tamaño de la abertura del telescopIO y el electo de la
turhulencia no es importante.

lh'Kriprores: Rcsolucil)n angular; telescopio óptico; turbulencia atmosférica

/\ theoretical calculation of (he angular resolution 01'a telescopc with arbitrary aperture size in presence of the earth atmospheric turbulence
is shown. We use the Kolmogorov turbulence model valid for Ihe inertial range. Rcsult 01' the calculation is compared with the telescope
diffraction limil. From comparison, the conclusions are twofold. Firstly, the angular resolution limil not depcnds on the telescopc apcrture
hui on the turbulence, for apertures greater than two meters. Secondly, for apertures lesser (han forty centimeters Ihe resolution mainly
depcnds on the telescopc aperture size so, the turbulence is unimportant.
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1. Introducción

AClUalmente es común expresar la calidad de un telescopio,
cntre otras de sus características, por su poder dc rcsolu-
ción angular. Como es sabido, la turbulencia atmosférica de
la Tierra es el fenómeno natural que deteriora la calidad de
las imágenes astronómicas en cuanto a la pérdida de resolu-
ción. Para mejorarla, actualmente se han desarrollado diver-
sas técnicas de pre-procesamiento y post-procesamiento tales
como la óplica adap¡jva [1-31 y la triple correlación [4-{)1,
respectivamente. Dc estas dos, solo nos referiremos a la pri-
mera. En esta técnica, se Irata de corregir en tiempo real la
deformación del frente de onda que varía rápidamente con
el tiempo. La deformación. obviamente, es producida por la
¡nhomogeneidad del índice dc refracción asociada a la lur-
bulencia. A esta técnica de corrección adaptiva se le llama
de conjugaci6n de jase, pues consiste en aplicar, al frcnte de
onda, una scgunda deformación de la misma magnitud pero
Je signo opuesto (fase conjugada) mediante un espejo de-
formable. Debe mencionarse, sin embargo, que el frente de
onda será corregido eficientemente con esta técnica no sin
anles hahcr compensado sus aberraciones de más bajo orden
con el llamado espejo de tip-lilr. Es decir. el proceso de re-
cuperación de la calidad de la imagen, a este respccto, se re-
aliza en dos etapas: primero se corrigen las aberraciones de
hajo orden, con lo que se logra un incremento significativo,
pero parcial, de la resolución, y posteriormcnte se corrigen
las aberraciones de alto oroen, recuperando toda la resolu-
ción perdida. Actualmente la técnica adaptiva de corrección

de imágenes astronómicas se desarrolla en varios lugares, in-
cluyendo nuestro país [7], abocándose a la parte instrumental
ya los algoritmos de control de los elementos adaptivos. Sin
embargo algunos aspectos teóricos del fenómeno físico glo-
bal pueden todavía ser enriquecidos, como lo muestra el pre-
senle l<ahajo. El fenómeno de la turhulencia almosférica [8]
se caracteriza por las fluctuaciones aleatorias de las veloci-
dades de las partículas de los gases atmosféricos y se puede
describir, en particular, por la función de correlación de esas
fluctuaciones. La característica principal de este fenómeno,
que es la vOTticidad del campo de velocidades, se asocia en
forma inmediata al concepto de remolino, que es útil para
su representación. En efecto, la turbulencia se puede con-
siderar como un conjunto de estos remolinos, de diferentes
tamaños, distribuidos en el cspacio y fragmentándose pro-
gresivamcnte con el tiempo, efectuándose una transferencia
de energía en cascada de los grandes a los pequeños hasta
la disipación. Tomando en cuenta el tamaño decreciente de
estos remolinos, se han definido tres regiones en la turbu-
lencia atmosférica, a saber: la escala e:ttema, (en donde el
tamaño varía aproximadamente entre los cien y unos cuantos
metros) el rango inercial (para tamaños entre algunos metros
hasta los centímetros) y la escala interna. (del orden de un
milímetro o fracciones de él, en donde la energía sc disipa)
El aniÍlisis presentado aquí, como se indica en su momento,
es válido para la región inercial solamente. Esto queda espe-
cificado al usar la función de correlación dc las fluctuaciones
de la fase, expresada en términos del espectro de frecuencias
espaciales (correspondiente al espectro de tamaños de los re-
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2. Desviación del centroide de la imagen

UUi = F{U(¡i)} =¡:d2pr(p)U(p)e-i~fP, (2)

(4)

fórmula

I(f)=C J tI'p,/ tI'p, U(¡i'¡ U'(¡i,) e-+'{p,-P'), (3)
Cn (:n

en donde e es una constante; el símbolo (-) denota el com-
plejo conjugado y la región de integración G R corresponde a
la pupila circular dc radio R del telescopio. En una imagen
directa típica de una estrella el tiempo de exposición es relati-
vamente grande (del orden de algunos segundos) comparado
con los tiempos de lluc:tuación de la turbulencia (del orden
de milisegundos) que son los mismos en que cambia la fast
de la onda. Para el análisis. entonccs. se debe considerar el
proceso de formación de la imagen como un proceso aleato-
rio. Un ensamhle de funciones de fase produce un ensamhle
de distrihuciones de irradianda cn el plano de detección, que
en su conjunto constituye la imagcn de la estrella. Dada una
función dc fase muestra del ensamhle como se observa en la
Fig. l. ésta producid una de las distribuciones de irradian-
cia constitutivas de la imagen dada por la El'. (3). Ahora. es
posihle calcular el centmide de la distribución. (o su "centro
de gravedad") el cual representa una desviaci6n respecto a la
posición de la imagen ideal, supuesta en el origen de coor-
denadas. El cálculo ya se ha hecho [11J y se ha obteniendo,
para la coordcnada;T (' del ccntroide. la expresi6n

( .') = F (1 l' 05(¡i,) 1 p. 05(P'»)"e ¡-',,'RI ,'1" OC ' 1" oc '('/1 •..•1 Gil •..•2

(") /' 1 l' j. l' o' (5(¡J'¡5(p,»-', = ¡-',,'R' .' 1', (1', o~D(, (5)
('1l Gn 1 -

( .') = F 1 l' 1 ,1'., o' n,(p, , ¡J,)
", ¡-" nI '1', 1'- oc oc '1f Gn Gn •..•1 ••2

en donde se ha usado la notación n, (¡i,. ¡i,) = (5(¡i'¡5(¡J,»
para del1nir lafimción de correlación del conjunto de funcio-
nes dc fase del ensamhle. En el rango inercial de la turbulen-
cia. ésta se expresa por la fórmula [12J

n.~({)I,ij2) = 0.49 ,.~i roo (¡'1'f\ ",,-1feiR'(PI-P2). (6)
./-00

r, = ¡-:R' L ,1' l'O~~) ,

que, como se ve. depcnde de la función de fase muestra dada.
Como las funciones dc fasc asociadas a una imagen tienen di.
rerentes deformacioncs, entonces, sus centroides correspon-
dientes scr<Índiferentes y estarán distribuidos aleatoriamente
alrededor de la posición de la imagen ideal. Por 10 tanto. con
el fin de obtencr una expresión representativa del ensamhle
es pertinente introducir una medida de dispersión estadística.

A partir de la Ec. (4) es posihle obtener la desviación cua-
drática media del centroide en la forma

( 1 )

x

POSICION DE
LA IMAGEN
IDEAL

FREHTE DE ONDA MUESTRA

U(¡J) = AeiS{p),

y

Considérese un frente de onda en la abertura de un telesco-
pio. como se muestra en la Fig. 1, que proviene de un objeto
estelar en el zenit. Esta onda o campo óptico que ha atravesa-
do la atmósfera y está siendo detectada se puede representar
por la función

definida en el plano de la abertura. La amplitud A se con-
sidera constante. con lo cual los efectos de centelleo [9] se
desprecian. en tanto que su fase lluctuante. S(¡i). se supone
una función aleatoria cambiante con el tiempo. Esto último,
pensado como una consecuencia de la naturaleza estadística
de la lUrhulencia. El <:ampo óptico en el plano imagen del es-
pejo primario dcllelescopio, de acuerdo con la teoría escalar
de la difracción [101. es proporcional a la transformada de
Fouricr del campo óptico en su pupila de salida. que coincide
con su ahertura. es decir.

r¡

FIGURA l. Frente de onda distorsionado por la turbulencia at-
mosférica en la pupila dcltclcscopio y coordenada Xc del ccntrodi-
de de la suh-imagcn respectiva.

molinos) presentes en la turbulencia. El modelo de distribu-
ci6n espectral empicado aquí es el de Kolmogorov. porque
es el que dcscrihc mejor la turbulencia atmosférica en la re-
gi6n inercial. Además. el cálculo desarrollado de la resolu-
ción angular desprecia la influencia de la humedad y el sitio
de observación puede ser cualquier observatorio terrestre con
las mejores condiciones de observación (es decir un buen .'ie-
eillK ).

en donde "'~= 27T I>. es el nLÍmerode onda • ..\es la longitud dc
onda. f es la distancia focal del telescopio y P(¡i) es la fun-
ción de pupila, delinida por la geometría de la ahertura.La
irradiancia. definida por I(f) = IU(i'"W = U(r7)U'(f)
puede expresarse, con ayuda de la El'. (2), por medio de la

Aquí, 1'0 es cl dilÍme1m de coherencia atmosférico o "pará-
metro dc Fried"; if. es el vector de frecuencia espacial en la
turbulencia (C_uyomódulo ~sta dado r~r ti = 21f I L, en do~dc
L es el tamano del remolino) y ti-J" es el espectro de tre-
cllencias cn el rango inercial propuesto por Kolmogorov [13).
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La segunda derivada indicada en la Ec. (5), utilizando la Ec. (6). se expresa como

D2 , £00 j':'!7f ,.'2
( -) () 1(\ - 3 d/\ '" dO ~, ('oS2 f} eiiHrJ] -,i2),---8., !it,f!2 = .'" ro ." (1 ¡I_D!,D6

en donde (ti. B) son las coordenadas polares de ¡¿o Adcm<is. sustituyendo la Ec. (7) cilla Ec. (5) se ooticnc

(7)

¡' -,1"" , 1 ., ""! ¡2 -;,.,"(x2) = -. --0.49 "0 3" (!J.,: ,,- J d- PI (' 11 (Pl ('
e k2¡rR4 O GH • r;u

J' -' ¡"" , [2;rR ] [2;rR ]= --0.491'" ' d".,,-' -.-.Jdd!) -.-.J¡("R)
/.:2 ¡rH1 11 h 1,

("')' ., -!1"" _..,= 0.156 Ji ¡-"o "d" ,. '.J¡(d!)

( )
' f(")r(l)ro: ,.\ 2.-! i.)-~ :l ji

=0.1~6 Ji ¡ 'O R - r(¥)I"(¥)" (8)

(9)

8 10

-----------

• 6
Diámetro (m)

2

o- 0.7
o
"~ 0.6
'"•:!!. 0.5

" ,-o O .•rl
o -"'0 0.3 ---
" "- ---------•a; 0.2

0.1

denotando con el símholo r a la función gama. Efectuando
los cálculos indicados en la Ec. (8), la expresión final para la
desviación cuadrática media del ccntmide resulta

(",)'(D)l(.,.~)= 0.169¡2 D ro

en donde D denota el diámetro de la abertura del telescopio,
es decir D = 2R. Ahora, nos interesan las longitudes de on-
da en la región visible, en la cual el diámetro de coherencia
atmosférico es de diez centímetros aproximadamente. Si se
piensa en telescopios con parámetros típicos, es decir, con
aberturas y distancias focales de varios metros, entonces, la
desviaciÓn media del centroide J (x~) dada por la Ec. (9), es
del orden de 10-5 metros.

3. Resolución angular

Considerando la presencia de la turbulencia atmosférica, has-
ta este punlO, puede decirse que en un conjullto de fre1l1C's
dC'mltla distorsionados sucesivos, correspondieflfeJ a tina
imaMendirecta típica, (con tiemlJOde exposición de alxunos
seMlllldo,\)cada UIIOde dios forma ulla ".mb.imagen" (que
se fluUltielle dUnlfl1e a/gwlOs milisegundos, pues ('/ siguiol1e
frente de mIda formará otra .mb.imagen) cuya di,ytrilmciáll
de irrat!iallcia esta repre,\.entada por su centroide. El efccto
global de todas las sub-imágcncs es que constituyen la ima.
gen tle un objeto t'irtuol cuyo tamaño angular es mayor al dcl
objeto astronómico real; es decir, se ha perdido resolución
angular. Efectivamente, a partir de la El'. (9) es posible ex-
presar el ángulo subtendido por la pequeña distancia J (J-;.),
con buena precisión, por medio de la relación

v(:,,~)
(o) '" tan(ii)) = -¡-,

que se reduce a la expresión

(ii) = 0.411 (~) (D) í
D "0

( I O)

(1 I )

FIGURA 2. Comportamiento de In resolución angular para valores
crecientes de la ahcrtura del telescopio. La curva continua corres-
ponde al límite de difracción y la CUfvn punteada ••Ilimite impuesto
por la lurhulcncia.

que proporciona un valor medio de la resolución angular im-
puesta por la turhulencia atmosférica. Por otro lado, para
efecto de hacer una comparación, el límite de resolución im-
puesto por el di,ílllt:lro de la abertura del telescopio, C0l110 es
sabido rI~l.esla dado por la fórmula

( 12)

cuyo comportamiento se puede observar fácilmente a partir
de una gr<Ílica. En efecto, en la Fig. 2, la curva continua co-
rresponde a la f6rlllula en la Ec. (12) para la longitud de onda
mcdia en el visihlc, es decir, ). = 5.[; X 10-7 Ill. En la misma
figura se muestra, adcmás, una curva punteada que corres-
ponde a la resoluci6n impuesta por la turbulencia, dada por
la fórmula en la Ec. (11); considerándose la misma longitud
de onda y un diámetro de coherencia atmosférico ro = 0.1 l1l
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FIGURA 3. Resolución angular relativa impuesta por la turbulencia
atmosférica: (ñ:}/OT.

para la región visihle. Las diferencias son evidentes y signi-
ficativas si se picnsa en telescopios con aberturas comunes
mayores a dos metros, La resolución se reduce en un orden
dc magnitud. Los resultados del análisis de la Fig. 2. son por
lo menos dos. El primero es que se puede predecir que la re-
solución lograda con un telescopio de JO m de diámetro de
ahertura. en presencia de la turbulencia. será equivalente a la
lograda con uno de 0.6 ni operando en ausencia de eJla. El
segundo es que para telescopios con aberturas menores que
0.4 ni (aproximadamenle), en presencia de la turbulencia, la
resolución estará determinada por el tamaño de la ahertura.
Esto l¡ltimo pudiera hacer pensar que, para diámetros muy
pequeños, la resolución podría ser muy grande; pero, sien-
do el área muy pequeña, el poder colector de luz sería muy
hajo y un telescopio así no serviría para observaciones as-
tronómicas. En la Fig. 3 se muestra la resolución angular re-
lativa dada por

•
.~ 15~•ti 12.5
"
"• 10~,
<>e 1.5•
"~ 5
u,
'O 2.5
••" 2 6

Di.~:tIetro(m)

(ó) = 033 (D) ~
QT TO

8 10

(13 )

impuesta por la turhulencia que, como se observa. puede lle-
gar a ser 15 veces la resolución impuesta por la difracción
para una abertura de 10m.

4. Conclusiones

En primer lugar se puede decir que el análisis aquf presenta-
do, considera un tren de ondas como un ensamble estadístico
para analizar el fen6meno de la pérdida de resoluci6n en la
imagen debido a la turbulencia. Es necesario hacerlo de esta
forma porque la fase o, equivalentemente, el frente de on-
da fluctúa en el espacio en períodos de tiempo muy cortos
comparados con los tiempos de exposición de las imágenes
astronómicas. Se ha introducido el concepto de sub-imagen,
asociada a una muestra del ensamble, es decir. a un frente de
onda muestra. Los resultados gráfkos son importantes en el
sentido de que muestran los diámetros de telescopio para los
cuales la turhulencia es determinante o no en la resolución de
las imágenes que produce. Para aberturas grandes la resolu-
ción se reduce en un orden de magnitud respecto al límite di-
fractivo. Una última conclusión es que si nos interesa ohtener
imágenes con una resolución hasta el límite impuesto por la
turhulencia. un espejo "pequeño" de un metro de diámetro es
suficiente y estaría un poco sobrado. Sin embargo, la capaci-
dad de colección de luz, que es otra propiedad que determina
la calidad de un telescopio, requiere de espejos tan grandes
como sea posible para ohservar objetos cada velomás lejanos.
Para estos últimos, la anexión de sistemas adaptivos de co-
rrección en tiempo real es siempre recomendable para llegar
al limite impuesto por la difracción y con esto obtener el ma-
yor beneficio posihle de las grandes aberturas. Un comentario
final es que los resultados obtenidos están de acuerdo con los
resultados reportados por otros autores (2).
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