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Resolucién angular impuesta por la turbulencia atmosferica
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Se muestra un cdlculo teérico de la resolucién angular de un telescopio con tamafio de abertura arbitraria considerando la presencia dcf la
turbulencia atmosférica terrestre. Para esto se emplea el modelo de la turbulencia en el rango inercial de Kolmogorov. El resultado obtenido
se compara con el limite de difraccion del telescopio, de lo cual se concluyen dos cosas: una es que para aber_turas mayores que dos metros,
el limite de resolucién angular no estd determinado por la abertura misma del telescopio sino por la turbulencia; la otra es que para aberturas
menores que cuarenta centimetros el limite de resolucion si estd determinado por el tamafio de la abertura del telescopio y el efecto de la

turbulencia no es importante.
Descriptores: Resolucién angular; telescopio éptico; turbulencia atmosférica

A theoretical calculation of the angular resolution of a telescope with arbitrary aperture size in presence of the earth atmospheric turbulence
is shown. We use the Kolmogorov turbulence model valid for the inertial range. Result of the calculation is compared with the telescope
diffraction limit. From comparison, the conclusions are twofold. Firstly, the angular resolution limit not depends on the telescope aperture
but on the turbulence, for apertures greater than two meters. Secondly, for apertures lesser than forty centimeters the resolution mainly
depends on the telescope aperture size so, the turbulence is unimportant.
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1. Introduccion

Actualmente es comun expresar la calidad de un telescopio,
entre otras de sus caracteristicas, por su poder de resolu-
cién angular. Como es sabido, la turbulencia atmosférica de
la Tierra es el fendmeno natural que deteriora la calidad de
las imdgenes astrondmicas en cuanto a la pérdida de resolu-
cion. Para mejorarla, actualmente se han desarrollado diver-
sas técnicas de pre-procesamiento y post-procesamiento tales
como la 6ptica adaptiva [1-3] y la triple correlacién [4-6],
respectivamente. De estas dos, solo nos referiremos a la pri-
mera. En esta técnica, se trata de corregir en tiempo real la
deformacién del frente de onda que varfa ripidamente con
¢l tiempo. La deformacién, obviamente, es producida por la
inhomogeneidad del indice de refraccién asociada a la tur-
bulencia. A esta técnica de correccién adaptiva se le llama
de conjugacidon de fase, pues consiste en aplicar, al frente de
onda, una segunda deformacion de la misma magnitud pero
de signo opuesto (fase conjugada ) mediante un espejo de-
formable. Debe mencionarse, sin embargo, que el frente de
onda sera corregido eficientemente con esta técnica no sin
antes haber compensado sus aberraciones de mas bajo orden
con el llamado espejo de tip-tilt. Es decir, el proceso de re-
cuperacion de la calidad de la imagen, a este respecto, se re-
aliza en dos etapas: primero se corrigen las aberraciones de
bajo orden, con lo que se logra un incremento significativo,
pero parcial, de la resolucién, y posteriormente se corrigen
las aberraciones de alto orden, recuperando toda la resolu-
cion perdida. Actualmente la técnica adaptiva de correccion

de imdgenes astrondmicas se desarrolla en varios lugares, in-
cluyendo nuestro pais [7], abocdndose a la parte instrumental
y a los algoritmos de control de los elementos adaptivos. Sin
embargo algunos aspectos tedricos del fenémeno fisico glo-
bal pueden todavia ser enriquecidos, como lo muestra el pre-
sente trabajo. El fenémeno de la turbulencia atmosférica [8]
se caracteriza por las fluctuaciones aleatorias de las veloci-
dades de las particulas de los gases atmosféricos y se puede
describir, en particular, por la funcién de correlacién de esas
fluctuaciones. La caracteristica principal de este fenémeno,
que es la vorticidad del campo de velocidades, se asocia en
forma inmediata al concepto de remolino, que es iitil para
su representacion. En efecto, la turbulencia se puede con-
siderar como un conjunto de estos remolinos, de diferentes
tamaiios, distribuidos en el espacio y fragmentindose pro-
gresivamente con el tiempo, efectudndose una transferencia
de energia en cascada de los grandes a los pequefios hasta
la disipacién. Tomando en cuenta el tamafio decreciente de
estos remolinos, se han definido tres regiones en la turbu-
lencia atmosférica, a saber: la escala externa, (en donde el
tamafio varia aproximadamente entre los cien y unos cuantos
metros) el rango inercial (para tamafios entre algunos metros
hasta los centimetros) y la escala interna. (del orden de un
milimetro o fracciones de €1, en donde la energfa se disipa)
El anilisis presentado aqui, como se indica en su momento,
es valido para la region inercial solamente. Esto queda espe-
cificado al usar la funcién de correlacién de las fluctuaciones
de la fase, expresada en términos del espectro de frecuencias
espaciales (correspondiente al espectro de tamaiios de los re-
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FIGURA 1. Frente de onda distorsionado por la turbulencia at-
mosférica en la pupila del telescopio y coordenada z. del centrodi-
de de la sub-imagen respectiva.

molinos) presentes en la turbulencia. El modelo de distribu-
cion espectral empleado aqui es el de Kolmogorov, porque
es el que describe mejor la turbulencia atmosférica en la re-
¢i6n inercial. Ademds, el célculo desarrollado de la resolu-
cién angular desprecia la influencia de la humedad y el sitio
de observacién puede ser cualquier observatorio terrestre con
las mejores condiciones de observacion (es decir un buen se-
eing).

2. Desviacion del centroide de la imagen

Considérese un frente de onda en la abertura de un telesco-
pio, como se muestra en la Fig. 1, que proviene de un objeto
estelar en el zenit. Esta onda o campo 6ptico que ha atravesa-
do la atmésfera y estd siendo detectada se puede representar
por la funcién

U(7) = Ae*SP), (1)

definida en el plano de la abertura. La amplitud A se con-
sidera constante, con lo cual los efectos de centelleo [9] se
desprecian, en tanto que su fase fluctuante, S(7'), se supone
una funcién aleatoria cambiante con el tiempo. Esto dltimo,
pensado como una consecuencia de la naturaleza estadistica
de la turbulencia. El campo éptico en el plano imagen del es-
pejo primario del telescopio, de acuerdo con la teorfa escalar
de la difraccion [10], es proporcional a la transformada de
Fourier del campo Gptico en su pupila de salida, que coincide
con su abertura, es decir,

U = F{U@))} = /

—00

OO

dpP(F)UF) e 177, (2)

en donde k = 27/ es el nimero de onda, A es la longitud de
onda, f es la distancia focal del telescopio y P(7') es la fun-
cion de pupila, definida por la geometria de la abertura.La
irradiancia, definida por I(7) = |U(F)|* = UF)U*(7)
puede expresarse, con ayuda de la Ec. (2), por medio de la
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férmula

I(F):C'/ (Fp[/ d*py U(pr) U*(5s) e~ 57 Fr—pa) 3)

Gr GR

en donde C' es una constante; el simbolo (*) denota el com-
plejo conjugado y la regién de integracién G g corresponde a
la pupila circular de radio R del telescopio. En una imagen
directa tipica de una estrella el tiempo de exposicion es relati-
vamente grande (del orden de algunos segundos) comparado
con los tiempos de fluctuacion de la turbulencia (del orden
de milisegundos) que son los mismos en que cambia la fase
de la onda. Para el andlisis, entonces, se debe considerar el
proceso de formacion de la imagen como un proceso aleato-
rio. Un ensamble de funciones de fase produce un ensamble
de distribuciones de irradiancia en el plano de deteccién, que
en su conjunto constituye la imagen de la estrella. Dada una
funcion de fase muestra del ensamble como se observa en la
Fig. 1, ésta producird una de las distribuciones de irradian-
cia constitutivas de la imagen dada por la Ec. (3). Ahora, es
posible calcular el centroide de la distribucion, (o su “centro
de gravedad™) el cual representa una desviacién respecto a la
posicién de la imagen ideal, supuesta en el origen de coor-
denadas. El cdlculo ya se ha hecho [11] y se ha obteniendo,
para la coordenada z,. del centroide, la expresion
iy = L . rlzpas(ﬁ).

' J\'?TRQ o af ‘
que, como se ve, depende de la funcion de fase muestra dada.
Como las funciones de fase asociadas a una imagen tienen di-
ferentes deformaciones, entonces, sus centroides correspon-
dientes serdn diferentes y estardn distribuidos aleatoriamente
alrededor de la posicién de la imagen ideal. Por lo tanto, con
el fin de obtener una expresion representativa del ensamble
es pertinente introducir una medida de dispersion estadistica.

A partir de la Ec. (4) es posible obtener la desviacion cua-
drdtica media del centroide en la forma

2 . s - —
el ([ 258 [ 2, 2560)
(Ic)ﬂ k272 R4 </(;R‘ 7 ac, - P2 &, )

o I / : / 2 P (S(E)S(R) s
hr)_k?’fzm.and 2 Je B 06,08, v O

(4)

i
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en donde se ha usado la notacién B, (51, g2) = (S(51)S(p2))
para definir la funcién de correlacién del conjunto de funcio-
nes de fase del ensamble. En el rango inercial de la turbulen-
cia, ésta se expresa por la férmula [12]

B.(71, /) =049 15 ¢ / d*k k™R A=) (6)
J —o0

Aqui, ry es el didmetro de coherencia atmosférico o “‘pard-
metro de Fried”; £ es el vector de frecuencia espacial en la
turbulencia (cuyo maédulo esta dado por & = 27/ L, en donde
L es el tamafo del remolino) y k™3 esel espectro de fre-
cuencias en el rango inercial propuesto por Kolmogorov [13].
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La segunda derivada indicada en la Ec. (5), utilizando la Ec. (6), se expresa como

2

¥ B ) = 04977 [m dk n/—" 48 15 cos? § (iRT=7a), )
m s\pP1, p2) = U 0 Ja A R2
en donde (k. #) son las coordenadas polares de K. Ademds, sustituyendo la Ec. (7) en la Ec. (5) se obtiene
2 ) = 2 ; - Sk ' 2 e R
2y = —f—0.49' _'E/' dk hfi/ d’p, e'* P / d*ps e P2
(xz) k2 R4 To o - 1 e
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denotando con el simbolo I' a la funcién gama. Efectuando
los cdlculos indicados en la Ec. (8), la expresidn final para la
desviacién cuadrdtica media del centroide resulta

2

e =oa0 (3 (2)",

en donde D denota el didmetro de la abertura del telescopio,
es decir D = 2R. Ahora, nos interesan las longitudes de on-
da en la regién visible, en la cual el didmetro de coherencia
atmosférico es de diez centimetros aproximadamente. Si se
piensa en telescopios con pardmetros tipicos, es decir, con
aberturas y distancias focales de varios metros, entonces, la
desviacion media del centroide V/ (x2) dada por la Ec. (9), es
del orden de 10~7 metros.

(9)

3. Resolucion angular

Considerando la presencia de la turbulencia atmosférica, has-
ta cste punto, puede decirse que en un conjunto de frentes
de onda distorsionados sucesivos, correspondientes a una
imagen directa tipica, (con tiempo de exposicion de algunos
segundos) cada uno de ellos forma una “sub-imagen” (que
se mantiene durante algunos milisegundos, pues el siguiente
frente de onda formard otra sub-imagen) cuya distribucion
de irradiancia esta representada por su centroide. El efecto
global de todas las sub-imdgenes es que constituyen la ima-
gen de un objeto virtual cuyo tamafio angular es mayor al del
objeto astronémico real; es decir, se ha perdido resolucién
angular. Efectivamente, a partir de la Ec. (9) es posible ex-
presar el angulo subtendido por la pequeiia distancia Vi{x2),
con buena precisién, por medio de la relacién

(x2)

f .|

(@) ~ tan({@)) = (10)

que se reduce a la expresion

@ =0 (3) (2)
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FIGURA 2. Comportamiento de la resolucién angular para valores
crecientes de la abertura del telescopio. La curva continua corres-
ponde al limite de difraccién y la curva punteada al limite impuesto
por la turbulencia.

que proporciona un valor medio de la resolucién angular im-
puesta por la turbulencia atmosférica. Por otro lado, para
efecto de hacer una comparacion, el Iimite de resolucién im-
puesto por el didmetro de la abertura del telescopio, como es
sabido [14], esta dado por la férmula

A
ri=1.22— .
¢ D

(12)
cuyo comportamiento se puede observar ficilmente a partir
de una grdfica. En efecto, en la Fig. 2, la curva continua co-
rresponde a la férmula en la Ec. (12) para la longitud de onda
media en el visible, es decir, A = 5.5 x 10~7 m. En la misma
figura se muestra, ademds, una curva punteada que corres-
ponde a la resolucién impuesta por la turbulencia, dada por
la férmula en la Ec. (11); considerandose la misma longitud
de onda y un didmetro de coherencia atmosférico ro =0.1m
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FIGURA 3. Resolucién angular relativa impuesta por la turbulencia
atmosférica: (&) /ar.

para la region visible. Las diferencias son evidentes y signi-
ficativas si se piensa en telescopios con aberturas comunes
mayores a dos metros. La resolucién se reduce en un orden
de magnitud. Los resultados del andlisis de la Fig. 2, son por
lo menos dos. El primero es que se puede predecir que la re-
solucién lograda con un telescopio de /0 m de didmetro de
abertura, en presencia de la turbulencia, serd equivalente a la
lograda con uno de 0.6 m operando en ausencia de ella. El
segundo es que para telescopios con aberturas menores que
0.4 m (aproximadamente), en presencia de la turbulencia, la
resolucion estara determinada por el tamafio de la abertura.
Esto tltimo pudiera hacer pensar que, para didmetros muy
pequefios, la resolucién podria ser muy grande; pero, sien-
do el 4rea muy pequeiia, el poder colector de luz seria muy
bajo y un telescopio asi no serviria para observaciones as-
tronémicas. En la Fig. 3 se muestra la resolucién angular re-
lativa dada por

5 &
El—) =0.33 (-I:)—) ; (13)

G To
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impuesta por la turbulencia que, como se observa, puede lle-
gar a ser 15 veces la resolucién impuesta por la difraccion
para una abertura de 10 m.

4. Conclusiones

En primer lugar se puede decir que el andlisis aqui presenta-
do, considera un tren de ondas como un ensamble estadistico
para analizar el fenémeno de la pérdida de resolucion en la
imagen debido a la turbulencia. Es necesario hacerlo de esta
forma porque la fase o, equivalentemente, el frente de on-
da fluctida en el espacio en periodos de tiempo muy cortos
comparados con los tiempos de exposicion de las imdgenes
astronémicas. Se ha introducido el concepto de sub-imagen,
asociada a una muestra del ensamble, es decir, a un frente de
onda muestra. Los resultados grificos son importantes en el
sentido de que muestran los didmetros de telescopio para los
cuales la turbulencia es determinante o no en la resolucién de
las im4genes que produce. Para aberturas grandes la resolu-
cién se reduce en un orden de magnitud respecto al limite di-
fractivo. Una dltima conclusién es que si nos intéresa obtener
imagenes con una resolucién hasta el limite impuesto por la
turbulencia, un espejo “pequefio” de un metro de didmetro es
suficiente y estaria un poco sobrado. Sin embargo, la capaci-
dad de coleccion de luz, que es otra propiedad que determina
la calidad de un telescopio, requiere de espejos tan grandes
como sea posible para observar objetos cada vez mds lejanos.
Para estos tltimos, la anexi6n de sistemas adaptivos de co-
rreccion en tiempo real es siempre recomendable para llegar
al limite impuesto por la difracci6n y con esto obtener el ma-
yor beneficio posible de las grandes aberturas. Un comentario
final es que los resultados obtenidos estdn de acuerdo con los
resultados reportados por otros autores [2].
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