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Dentro del esquema tedrico de Hamilton se obtiene el conjunto de ecuaciones diferenciales de movimiento de la dindmica de los fluidos.
Se establece una funcional de accién como una integral espacio-temporal sobre una region del espacio euclideo tridimensional, de ciertas
funciones que dependen de las variables de campo relevantes. Se postula un principio de accién extremal tipo Hamilton con condiciones
de frontera adecuadas para obtener el sistema de ecuaciones canénicas de Hamilton. También se demuestra que la ecuacién de balance de

energia es equivalente al teorema de la energia de la mecdnica teérica. Finalmente, se da una explicacion acerca de la naturaleza de la fuerza
hidrodindmica.

Descriptores: Mecdnica analitica

In the theoretical scheme of Hamilton the set of differential motion equations of Fluid Dynamics is obtined. An action functional is introduced
as a space-time integral over a region of the three dimentional Euclidean space of a certain functions that depend of the relevant field
variables. A Hamilton type extreman action principle is postulated with adequate boundary conditions and the system of canonical equations
of Hamilton is obtined. Additionaly, its demostrated that the energy balance equation is equivalent to the energy theorem of the theoretical

mechanics. Finally, an explanation about the nature of the hydrodynamic force is given.
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1. Introduccion

A partir de un principio de accién extremal tipo Hamilton,
fue posible hacer de la dindmica de los fluidos una rama
de la mecdnica analitica de Lagrange [1]. Con el auxilio de
las correspondientes funciones lagrangianas se obtuvieron las
ecuaciones de balance para los casos de fluidos, tanto perfec-
tos como viscosos [1, 2], asi como para fluidos reales carga-
dos eléctricamente que se mueven en presencia de un campo
magnético externo [1, 3, 4]. En general, las lagrangianas que
se utilizaron son funciones cuadriticas en el campo de ve-
locidades. El formalismo propuesto se desarrollé dentro del
marco tedrico de la mecdnica analitica de Lagrange [1]. Per-
mite encarar el problema del estado dindmico de cualquier
fluido en forma por demds sencilla, pero de mayor alcance y
mis fundamental que la que se logra con el marco tedrico de
la mecdnica vectorial de Newton [5, 6]. Describe el flujo de
un fluido cualguiera en una regién del espacio euclideo tri-
dimensional, como resultado de los cambios experimentados
por la geometria de esa region cuando se aplica una fuerza so-
bre la superficie que la envuelve [1]. El esquema de Lagran-
ge es mds sencillo que el de Newton porque no se vale del
cdlculo y del andlisis vectorial como herramienta de trabajo.
Las entidades fisicas fundamentales que maneja son cantida-
des escalares mucho mds féciles de operar que los vectores.
El principio tipo Hamilton y su generalizacion al enfoque de
Hamilton, traslada el problema de la dindmica de los fluidos
al dominio del cdlculo de variaciones [G] que, ciertamente,
es una herramienta matematica mucho mas sencilla y trans-
parente. La formulacién lagrangiana apropiada a la dindmica
de los fluidos presenta algunas dificultades debido a que se
hace en términos de las coordenadas espaciales y del campo

de velocidades que es funcidn de la posicion y del tiempo,
de modo que coordenadas y velocidades ya no son indepen-
dientes entre si [1]. Tal circunstancia obliga a desarrollar un
formalismo de Lagrange hibrido en donde se usa una densi-
dad lagrangiana que depende tnicamente del tiempo, de las
coordenadas espaciales, del campo de velocidades y de cier-
tas funciones de campo; y un principio de accién extremal
tipo Hamilton. Las ecuaciones de campo que se obtienen son
ecuaciones de balance. No son ni totalmente ecuaciones de
movimiento ni totalmente leyes de conservacién [1]. No obs-
tante, son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
segundo orden. En el esquema de Hamilton se hace uso de
las transformaciones de Legendre [5,6] para reformular el
problema de Lagrange de la dinimica. En vez de describir la
mecdnica en términos de las coordenadas y las velocidades
generalizadas, se realiza una transformacién matemadtica a un
nuevo marco tedrico donde se usan las coordenadas genera-
lizadas como variables independientes y se reemplazan las
velocidades por los momentos generalizados adecuadamente
definidos en funcién de la lagrangiana cldsica [5, 6].

En el caso de la dindmica de los fluidos se hard una re-
formulacion del problema acorde con las transformaciones
de Legendre a un nuevo esquema matematico en donde se
usardn otras variables. En lugar de las coordenadas espaciales
y el campo de velocidades se hard la formulacién en términos
de las coordenadas espaciales y los momentos generaliza-
dos convenientemente definidos en funcién de la lagrangia-
na especifica del fluido bajo consideracién [1]. Las ecuacio-
nes dindmicas asociadas con este nuevo enfoque tedrico sus-
tituyen a las ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange de
segundo orden, por un conjunto de ecuaciones diferencia-
les de primer orden que tienen una estructura muy sencilla y
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simétrica. Con este tercer esquema tedrico para encarar y re-
solver los problemas de la dindmica de los fluidos es posible
describir el flujo de un fluido en un nuevo espacio matemdtico
conocido con el nombre de espacio de fases y, al mismo tiem-
po, dar una interpretacién fundamental de la esencia de la
fuerza hidrodindmica responsable del flujo en términos de un
campo fisico primitivo.

2. Las ecuaciones canonicas de Hamilton

Para obtener el conjunto de ecuaciones canénicas de Hamil-
ton para la dindmica de los fluidos, se procederd de la manera
siguiente. Sea H = ph la densidad hamiltoniana [1], con
p(x,t) la densidad de masa y h(x, 7, @, B, ) la hamiltoniana
especifica tal que

0

ke
en donde A(x, v, 1, B, t) es la lagrangiana especifica para el
caso general de un fluido viscoso compresible y conductor
que se mueve en presencia de un campo magnético externo.
Evidentemente, x(¢) son las coordenadas espaciales, v(x, )
el campo de velocidades, @(x) el tensor de deformaciones
pequeiias [1, 7], B(x,t) = pH(x, t) la induccién magnética;
con i la permeabilidad del medio que en general se consi-
dera igual a la unidad [3] y H(x,) es el campo magnético
externo. El pardmetro de evolucién es el tiempo t. Ademds
m(x, v, 1) es el momento generalizado cuya componente ¢ sa-
tisface la definicién siguiente:

-, (1)

(2)

y es el momento can6nico conjugado (5,6) de la coordenada
x'(t). Aqui,i = 1,2, 3. En ese caso en (1) se tiene que

A =mvt — h. (3)

La integral de accidn se define como es costumbre [1], es
decir,

to to Lo
W = Ldt:/ /Fdth:/ [pAdth, 4)
St t; JR t1 JR

en donde L = [, £dV es la lagrangiana cldsicay £ = pA
la densidad lagrangiana [1]. En (4), R es alguna regién del
espacio euclideo tridimensional, dV el elemento de volumen
y dt la diferencial del tiempo. De acuerdo con el principio ti-
po Hamilton la integral de accién debe ser invariante frente a
transformaciones geométricas continuas e infinitesimales; es
decir,
ow

W = —da =0.
144 aaéa 0 (5)

con {a} un conjunto de pardmetros geométricos indepen-
dientes del tiempo (1). El esquema tedrico se completa me-
diante la imposicion de la siguiente condicién de frontera so-
bre las coordenadas espaciales:

oz (ty) = dz'(t3) = 0. (6)

En consecuencia, en (4) se obtiene lo siguiente:

to ta
5 /p/\dVrlt :5/ / AT dVe=0;  (7)
Jty, JR Lt Ro

en donde se usé la identidad dV = JdV,, con J(«a) el jaco-
biano de la transformacién y dV;, el elemento de volumen en
laregion R, inicial que no es funcién de los pardmetros geo-
métricos; por lo que es posible intercambiar las operaciones
de variacion e integral para obtener el siguiente resultado:

ta
/ / {A[6p + pdiv (6x)] + pdA}dVdt = 0;
t IR

en donde se usé nuevamente la relacion de Euler [1]. Como
por otra parte [1] la variacion local de la densidad de masa
satisface la relacién siguiente:

dp = —pdiv (6x), (8)

finalmente se obtiene que

to .
f / poAdVdt = 0. 9
ti JR

El cdlculo de variaciones aplicado a la relacién (3) con-
duce directamente al siguiente resultado:

poA = (ml‘ - pg—ﬂj) dm; + pmiovt
1
ah . Ah
- p- zh;rr’ — p—0bu;;, (10)
dx (9‘”.” 4

tinicamente, debido a que B = 0 porque ¢ = 0 [1] para
toda f. Ahora, se puede demostrar que [1]

g -

ot = —(ox').

v dt( z') (11)
Sin embargo, de las relaciones (1) y (3) se tiene que
Oh/Om; = v' de modo que el coeficiente de las d7; en la

Ec. (10) se anula. Finalmente, la variacion del tensor de de-
formaciones pequefias es la siguiente [1]:

. 7] :
()“-'ij = ‘—*(’U.ikts;l"k}.

Ozl
Con todos estos resultados sustituidos en (10) se tiene que

(12)

. N4 oh
4= 0’| — — ) dxt — p—4dxt
# dt [pmida’] it (pmi) oz paxjn
o ah k d oh "
el i R o R

en donde se realizaron dos integraciones por partes. Al in-
tegrar el cuarto término del miembro derecho del resultado
anterior y al utilizar el teorema de Green es claro que [1]

=8 ah i
PR T
-[tx /R Ozd [Pauij Uipdx ] dV dt

tp
f fr
31 S

uikéxkdajdt;
Vies

dh
Ouy;
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en donde S es la superficie que limita a la regién R y da es
la diferencial de drea. La integral de superficie es cero por
lo siguiente. Sea un medio continuo infinito que ah{ no esta
deformado y a la superficie de integracion extendida al in-
finito; en donde el tensor dh/du,; es cero, de modo que la
integral se anula. Por otra parte, sea dz* = §}dz%, con 8, las
componentes de la delta de Kronecker [8] de manera que

d ah g 0O oh ;
dxd [p(")ufj] wiha" = Oz [pat_tu.] ugpdic

_i[ﬂu gt | o B0 Bt | .
= 027 |"oug Pous; ) 027 |

tnicamente. En efecto, ug es un invariante en cualquier
sistema de referencia, de modo que se puede suponer que
no es una funcién explicita de las coordenadas por lo que
Juge/dx = 0. Para el caso de deformaciones pequefias se
puede demostrar que [1]

1
Upe & — (13)
p
de manera que
d ah d [ oh ;
e e dxt. 14
dxd {pau.,-j} U,kIST (9.’,1'_] [Bu,;j] . G4)
En ese caso,
d : d
= = [pmiba’ J)ot
poA o [pmidzt] — 7 — (pmi)da

Oh 0 (9],
T P8 T 8w \ow; )]

Considérese el primer término del miembro derecho del re-
sultado anterior e intégrese para obtener lo siguiente:

ta
/ / { pTrO:L ]dth:
t R
ta
[ [ { (pmida’ )] J dV odt
Ro
4 L2 Lo . )
— [/ P (IVJR:‘] - / ] prm; divv dVdtdx';
JR t Jity R

en donde se usé larelacién de Euler [1]. El término encerrado
en el paréntesis cuadrado es cero debido a las condiciones de
frontera (6), de modo que sélo sobrevive el otro término del
desarrollo. En consecuencia, con todos los resultados obteni-
dos y sustituidos en (9), se obtiene lo que sigue:

el ah 09 oh ; e
/1 _/H [D(pm)—l—p%—b?j- (auij)] szidVdt=0; (15)

en donde D es el operador diferencial de Reynolds [1]. Para
que la relacion anterior se cumpla, y dado que las variaciones
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locales de las coordenadas son independientes entre si y tan-
to dV como dt son incrementos arbitrarios y en consecuencia
distintos de cero [1], es necesario que el integrando se anule.
En otras palabras, se requiere que

ah J
wtmipea (28]

dad Bu,;j (1 6)

Por otra parte, se puede demostrar que con el auxilio de la
ecuacion de continuidad y de la definicién del operador dife-
rencial de Reynolds [1] se tiene que

D(pm;) = pry; (17)

en donde el punto significa la derivada total con respecto al
tiempo. En ese caso, en (16) se obtiene el siguiente resultado:

7'r‘+-% _19 ah i
Y0zt pOxi \Ou;)

(18)

Ademads y para el caso presente, la forma explicita de a la-
grangiana especifica es [1]

1,
X = S Y, (19)
en donde
H2
g =+ — (20)
8rp

es la energia interna especifica generalizada, con ¢(i) la
energia interna especifica del fluido viscoso [1] y H?/8mp
la energia magnética por unidad de volumen [3]. De acuerdo
con (19) y (3) se tiene que

h_”“‘§“+“ 1)
En consecuencia, se cumple que [1]
%} h ;ﬁ =g (22)
en donde
0f; = 0ij + i 23)

son las componentes del tensor de esfuerzos generalizado con
a(x,t) y m(z,t) los correspondientes tensores de esfuerzos
mecdnicos y de esfuerzos magnéticos de Maxwell [1, 3]. En
ese caso, en (18) se obtiene el siguiente resultado:

dah 1 80’?;

B el oS 24
o’ - p ol i

De (1) se tiene que
dh

— =1z 25
ar. v (25)

Finalmente y de acuerdo con (1) y (19) es claro que h + A =
2t, con t = 1/2v? la energia cinética especifica. En conse-
cuencia h + A = 2(e — £'). Aqui, e es la energia total por
unidad de masa y es una constante. Ademas, (@, B, s) es la
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energia interna especifica [1], que a su vez es la energia po-
tencial especifica del sistema y claramente, no depende ex-
plicitamente del tiempo de modo que se cumple lo siguiente:

Oh A\

o o
Las relaciones (24) y (25) son las ecuaciones candnicas
de Hamilton que en el espacio de fases describen el estado de
movimiento de un fluido viscoso, compresible y conductor
que fluye en presencia de un campo magnético externo. Este
caso corresponde al problema dindmico de la magnetohidro-
dindmica (MHD). Si el campo magnético externo es cero, el
andlisis anterior se reduce al caso de un simple fluido viscoso
y compresible newtoniano, de modo que en (22) el tensor que
ahi aparecerfa es el de esfuerzos mecdnicos. Se puede probar
que (24) y (25) preservan su forma para tal sistema mecdnico.
Si el medio continuo que se estudia es un fluido perfecto, el
segundo término del miembro derecho de (24) se transforma
en el gradiente de la presién hidrostitica por el reciproco de
la densidad de masa y con signo menos. Por supuesto, las
Ecs. (24) y (25) mantienen su forma también para ese caso.
En consecuencia, el conjunto de relaciones representado por
(24) y (25) son las ecuaciones canénicas de Hamilton para la
MHD y la dindmica de los fluidos cldsica, en el espacio de
fases y en su forma inhomogénea.

(26)

3. La ecuacién de balance de energia

La ecuacidn de balance de energfa para cualquier fluido se
puede obtener a partir del conjunto de ecuaciones canénicas
de Hamilton del parrafo anterior siguiendo la metodologia
que se utiliza en el esquema de la mecdnica analitica [5,6].
En efecto, considérese la hamiltoniana especifica del caso ge-
neral; esto es, el de la MHD. Su derivada total con respecto

al tiempo es
dh  0h v dh e dh du;; dh dB; +0/\ 27
dt ~ ar" T om " T Ou, &t 0B, &t T ot

Si ahora se utiliza el conjunto de las ecuaciones canénicas de
Hamilton, se tiene que
dh & (')U;;-
dt p Oxi

ah duij
duy; i

Oh dB; O\
B, dt ot

(28)

Por otra parte, se puede demostrar que

OIH..!'_;,‘ o 0 ¢
ar @(U:FU B

en cuyo caso,

Oh Quij _ 18 [Oh ] v @ (8h), 26)
Qu;; dt — pdzi A p O0xd \du;j )’ (

en donde, y para alcanzar el resultado previo, se realizaron
varias integraciones por partes. Por consiguiente y dado que

la densidad de masa no depende de la induccién magnética,
en (28) se obtiene el siguiente resultado:

dh a [ ah OH OB; AN
’E = [auﬁ : ] o8, @« a0
Ahora [1]
H = %wi - L
de modo que [1]
on _H
dB  4r
Por otra parte
dB 0B
dat o

tinicamente [1], porque el otro término del desarrollo es cero.
En efecto, v y grad B son perpendiculares entre si, de modo
que su producto escalar es cero. Con los resultados anteriores
se puede demostrar que

JIdH OB 1
ﬁ s E = = le S,
en donde
S = < (E x H) 31)
47

es el vector de Pointing [1, 3]. De acuerdo con los postulados
mds fundamentales de la fisica teérica, si la lagrangiana es-
pecifica del sistema no es una funcion explicita del tiempo de
modo que JA /9t = 0, en (30) se obtiene finalmente que

M a [, oh
a_f + 5‘; [?’ (H(ju - TL,;) -+ SJ] =10, (32)

en donde se han hecho dos integraciones por partes y se ha
utilizado la ecuacion de continuidad [1]. La relacién ante-
rior es la ecuacién de balance de energia de la MHD. Nue-
vamente, si el campo magnético externo es cero, el vector
de Pointing se anula y el término dh/du;; es igual al ten-
sor de esfuerzos mecdnicos del fluido viscoso newtoniano,
de modo que la relacion (32) se reduce a la correspondien-
te ecuacion de balance de energia para ese caso. Finalmente,
si la viscosidad del medio continuo y los procesos de con-
duccin térmica son irrelevantes, el término Oh/du;; tratado
convenientemente [1], se reduce a la presién hidrostatica por
la delta de Kronecker y con signo menos; y evidentemen-
te la relacién (32) se transforma en la respectiva ecuacion
de balance de energia del fluido perfecto. En consecuencia y
como es fdcil advertir del anélisis anterior, las diversas for-
mas de la ecuacién de balance de energia para los casos cita-
dos, son equivalentes al teorema de la energia de la mecdnica
tedrica [6]. Surge en la teoria como resultado del hecho que
la lagrangiana especifica para cualquier fluido no es una fun-
cion explicita del tiempo. Se puede afirmar que con el auxilio
del cdlculo de variaciones y del principio tipo Hamilton, la
dindmica de los fluidos se incorpora en forma por demds na-
tural al esquema de Hamilton [5, ).

Rev. Mex. Fis. 46 (4) (2000) 384-390



388 ANGEL FIERROS PALACIOS

4. El campo de la entalpia especifica

Con el objeto de hacer homogéneo el conjunto de ecuaciones
canonicas de Hamilton del segundo pdrrafo, es conveniente
definir un campo fisico en términos de la hamiltoniana y de
la energia interna especificas respectivamente del medio con-
tinuo de interés. Entonces y para el caso general de la MHD,
sea

w' =h+ /dE' + & (33)

el campo de la entalpia especifica, con ¢ una funci6n termo-
dindmica que depende del tensor de deformaciones pequeias,
del campo magnético externo y de la entropia especifica [1].
E! es alguna funcién arbitraria que depende del estado ter-
modindmico en que se encuentre inicialmente el sistema y
tiene unidades de energia por unidad de masa. Se introduce
con el objeto que la construccién del campo w' se realice a
partir de un cierto estado termodindmico de referencia. Por
consiguiente, se cumple la relacién siguiente:

ow' _ oh
at ~ at’
Ahora [1],

e’ o' o'
= = — i — | dB;.
d (Os)({s+(atli1)duj+(635)

Se puede demostrar que [1]

(luij = —'Q_(u,'kdl'k),

OzJ

de manera que

de' = Tds +

60’1'?‘ H2
(Ufj“ikd.’]ﬂk) o '?U,‘kd.‘rk +d (_) !

OxI 8mp

en donde se realizé una integracién por partes y se conside-
raron las definiciones siguientes [1]:

-
(Z) -n
05 uij,8;
O¢' ) o
—— - — o'A..'
(a’[t:j 5,B; ¥

66' . H;‘
8Bi) ., 4mp

Ademas, es claro que

Tds:d[Ts—f@];
P

en donde se hizo una integracién por partes y se utilizd la
relacién de Gibbs-Duhem [1]. Por otra parte, se puede de-
mostrar que

J o kY _l-_iag%
ﬁ(aijuikd‘r ) =d [ o 337] ] ]

en donde se realizé una integracién por partes, se consideré
que z* = 6¥a' y se utiliz6 el hecho que

1 1 1
Upp = — — — & ——.
P Po Peo
En ese caso,

2 i o o
de’:d[Ts—/ip+H——I—aa” 0.
p  8mp  po Ot dzJ

Es ficil demostrar que

gt dof; 0o i vt 0o
o e AR RS = = =~ (1 -
Po 8.’[7-7 (');I'J Lik 174 BIJ ( + poufl)
N _iaafj
p Oxi’

En consecuencia, el campo de la entalpia especifica tiene la
siguiente forma explicita:
z? 30;?1-

w =h—-=— -
p Oxi

. (34)

tinicamente, debido a que por definicion

F 2
Es =— { ! o [Tds] . (35)
8mp

en donde se realizo una integracion por partes después de que
se usé nuevamente la relacién de Gibb-Duhem. Para el caso
del fluido viscoso y en ausencia del campo magnético exter-
no, es evidente que

Ea=— [Tds; (36)

en tanto que para el fluido perfecto y dado que para ese caso
la entropia especifica es una constante

Fe=10. (37)

De acuerdo con la relacién (34) se puede demostrar por
célculo directo que

ouw'
ok =
y (38)
E)i = zF;
Oy

ademds de la condicidn siguiente:

du' aN

— = - 39)

at at ¢
Las relaciones (38) son la forma homogénea de las ecua-
ciones canénicas de Hamilton para la MHD. Si el campo
magnético externo es cero, el caso que se estudia es el del
flujo de un fluido viscoso para el que se cumple que de' =
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d=, de modo que la correspondiente hamiltoniana especifica
no contiene al campo magnético externo y es de la forma
h(x,r,u,t) dnicamente. En consecuencia, en vez de (34) y
de acuerdo con la definicién [1]

Oe gt
Bug),

.L" (90‘{_,‘
w=h-— =
p O0xJ

se tiene que

(40)

Es fécil comprobar que la aplicacién del cédlculo de varia-
ciones y el principio tipo Hamilton al caso del fluido viscoso
newtoniano tiene como consecuencia que

Bh . 1 30'1']'

e : 41
Ot . L p Oz’ W)

de modo que el conjunto de ecuaciones canénicas de Hamil-
ton homogeneizadas para ese caso, vuelve a ser de la misma
forma que la que tienen las relaciones (38).

Finalmente, si el sistema continuo que se estudia es un
fluido perfecto, el cdlculo de variaciones y el principio de
accion extremal tipo Hamilton conducen directamente al re-
sultado siguiente:

h . 1 @

- = —7; -
dxt t-*-pazl

(42)

en donde p(x, t) es la presién hidrostitica [1]. Para ese caso,
la relacién (34) toma la forma siguiente:
xt Op

w=h+——

e (43)

Evidentemente, se seguird preservando la forma del con-
junto de ecuaciones candnicas (38) para este ultimo caso.
De acuerdo con el andlisis anterior, las mencionadas rela-
ciones representan en el espacio de fases al conjunto com-
pleto de las ecuaciones candnicas de Hamilton en su forma
homogénea para la dindmica de los fluidos. Asi, en ese es-
pacio matemdtico [5, 6] es posible definir un campo fisico
que transmite al sistema la informacién dindmica que contie-
ne el espacio de fases; de tal suerte que ese campo resulta
ser ¢l responsable del proceso de flujo. El campo definido es
el de la entalpia especifica o funci6n de calor, que al actuar
sobre el medio continuo bajo estudio, determina su estado
dindmico. En realidad, en el espacio de fases de un medio
continuo cualquiera, es posible definir en forma matematica
ciertas regiones que tienen la propiedad de contener toda la
informacién dindmica. Esas regiones son aquellas para las
cuales la integral de accién es invariante. Asi, cualquier flui-
do que se encuentre en una de esas regiones o superficies
dindmicas, recibird informacién de ella a través del campo
que le indicard hacia dénde y de qué manera debe moverse
en cada instante. El sistema continuo acata las instrucciones
recibidas y se desplaza o fluye hasta alcanzar otra superficie

hamiltoniana que le transmitird a través del campo nueva in-
formacion dindmica. El espacio de fases ya no se comporta
como un simple escenario donde ocurren los acontecimientos
fisicos, sino que mds bien es el receptdculo de la informacién
dindmica que al momento transmite via el campo al medio
continuo; y €éste obedientemente la transforma enseguida en
el proceso de flujo. Es evidente que ese nuevo espacio ya no
coincide con el espacio fisico. Ahora se cuenta con un esce-
nario mds rico en cualidades. Un medio continuo inmerso en
tal escenario, siente la necesidad de moverse urgido por la in-
formacion dindmica que le impone cada una de las superficies
hamiltonianas por las que transita. Ese proceso de flujo se re-
aliza de modo que la energia total del sistema siempre estd
balanceada, como es facil ver de la condicién (39). Por otra
parte, el espacio de fases adquiere la informacion dindmica
de las fuentes del campo, las que se manifiestan en la forma
de la divergencia de un tensor de rango dos en la construccién
que se propuso en el tltimo pdrrafo.

5. Conclusiones

Con el auxilio de las transformaciones de Legendre y dentro
del esquema tedrico del principio de accién extremal tipo Ha-
milton, fue posible obtener para la dindmica de los fluidos el
conjunto de ecuaciones candnicas de Hamilton en su forma
no homogénea en términos de la hamiltoniana especifica del
sistema continuo bajo estudio. Se demostré ademds que con
su auxilio y siguiendo la metodologia del esquema tedrico de
la mecdnica de particulas, las diversas formas de la ecuacién
de balance de energia para distintos casos de flujos de flui-
dos es equivalente al teorema de la energia de la mecdnica
tedrica [5, 6]. Para hacer homogéneo el conjunto de ecuacio-
nes canonicas de Hamilton se construyé un campo fisico en
el espacio de fases, que es el campo de la entalpia especifica.
Se puede afirmar que el espacio de fases posee un campo cu-
yas fuentes no sélo le proporcionan la informacién dindmica,
sino que también al actuar sobre el medio continuo determi-
na la naturaleza del flujo; de manera que en el 4mbito de la
dindmica de los fluidos la naturaleza de las interacciones se
puede visualizar en términos de un campo fisico primario que
es el campo de la entalpia especifica. Su intervencién como
agente intermediario entre el medio continuo y las regiones
hamiltonianas del espacio de fases, impulsa a considerarlo
como la esencia de la fuerza tanto en hidrodindmica como en
el ambito de la MHD.

Apéndice
El teorema de la energia

Se puede demostrar que en la dindmica de los fluidos, la ecua-
cion de balance de energia es equivalente al teorema de la
energia de la mecdnica de particulas. Es una consecuencia
de la invariancia de la accién ante transformaciones tempo-
rales continuas ¢ infinitesimales. Dado que por definicién [1]
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€ = pA es fécil ver que

ta t
L, dl 2
[/(a*e_—pcsﬂ)dwt://[p(&h\—@a’fz avt.
1/ R dt /R dt

En la relacién (1) se tiene que de acuerdo con (2)
h = mvt = A,
de modo que

d\ dh
— 5Tt = —§tt = 5T
dt dt s

y la invariancia de la acci6n frente a transformaciones tem-
porales [1] se puede escribir como sigue:

ol ; dh
§th— =45+
/c, ./R [p( . dta t)

En el caso general de la MHD, h = h(x, 7, 4, B, t) de mane-
ra que

ST -

dvdt =0 (A1)

SHh— [ ah d_h- oh duu oh 0B; Bh] .

B om T Buy & BB %

Si se utilizan las ecuaciones candnicas (24) y (25) es ficil ver
que

gt aa,aj Oh duj

§th=|=——
L} dzd  Ouy; dt

Oh 0B; | Oh] o,
0B; Ot ot B

De acuerdo con el resultado (29) y dado que

10H 0B 1 .
p(’}B E——;dlvs,

con S el vector de Pointing dado en (31), es claro que

dh 0 ; 8A dh
i T o p? CEC U [l A < S L Ll i) 8457
péTh Py 5 t 57 (Sj—a'of;)+ P +p+ 5 t

Con este resultado sustituido en (A.1) se tiene que

“r[o ON  dh
— e + _
/n /;; [BJ;J{ dJ )+ﬂ3t NPT §ttdV dt = 0.
resultado que sélo se satisface si
@4— a 5’ <1 0 8)\ o
bt g — ol teg =0 (AR
Ahora,
dh JH
ﬂﬁ ="BF + div (Hx),

en donde H es la densidad hamiltoniana, se utilizé la ecua-
cién de continuidad [1] y se realiz6 una integracién por par-
tes. En consecuencia, en (A.2) se obtiene el siguiente resulta-
do:

oM

) 2
ry o) + Sil+pgp = 0.

+ 5%[(&“(?{6{:,- -

En la mecdnica tedrica se afirma que la uniformidad del
tiempo implica que la lagrangiana especifica y, de acuerdo
con la condicidn (26), también la hamiltoniana especifica, no
sean funciones explicitas del tiempo, de modo que se cum-
ple que 9\ /0t = —Oh /0t = 0. La condicién anterior tiene
como consecuencia la ecuacion de balance de energia de la
MHD:

oH

5t Tl ) +5i1=0.

IZ? 6?_’.‘ = F
El cdlculo realizado también es vélido para los casos del flui-
do viscoso y para el fluido perfecto, de modo que vale para la
dindmica de los fluidos.
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