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Dentro del esquema teórico de Hamillon se obtiene el conjunto dc ecuaciones diferenciales de movimiento de la dinámica de los fluidos
~c c~tahlccC'una funcional de acción como una integral espacio-temporal sohre una región del espacio euclídeo tridimensional. de cierta~
lunl:loncs que dependen de las variables de campo relevanles. Se postula un principio de acción extremal tipo Hamillon con condiciones
dc fronlera adecuadas para ohtener el sistema de ecuaciones canónicas de Hamiltoll.También se demuestra que la ecuación de halance de
energía es cquiv.l!cnteal teorema de la energía de la mecánica teórica. Finalmente, se da un<lexplic<lciónacerca de la naluraleza de la fuerz.1
hidrodinjmira.

/)l'.\cril,rorcs: f\1cC<Ínicaanalítica

In Ihe lhcorclical schcmc 01' Ilamilton the set of diffcrcnti<llmotioncquations 01' f-luidDynarnicsis ohlined. An action functionaJis introOuced
as a \pacc-limc integral over a rcgion of the three dirnentional Eucli<.kanspace of a certain functions Ihal depentl of the relevant licld
variables. A Ilamilton typc extreman action principie is postulatcd with adequate houndary conditions anJ the system of eanonieal equations
of Ifamihon is obtined. AJditionaly. its dernostrated that the energy halance equation is equivalent lo lhe energy lhcorern of Ihe theoretical
mcchanics. Finally,an explanation about the nalure of the hydrodynamie force is given.

K{'.\'Il'{miJ: Analytical mcchanics

PACS: O)AO.Gc; 47.1O.+g

1. Introducción

A partir de un principio de acción extremal tipo Hamilton,
fue posible hacer de la dinámica de los fluidos una rama
de la mccánica analítica dc Lagrange flJ. Con el auxilio de
las corrcspondientes funciones lagrangianas se obtuvieron las
ecuaciones de balance para los casos de fluidos, tanto perfec-
lOScomo viscosos [1,2]. así como para fluidos reales carga-
dos eléctricamente quc se mueven en presencia de un campo
magnético externo [1

1
3.4]. En general. las lagrangianas que

se utilizaron son funcioncs cuadráticas en el campo de ve-
loddades. El formalismo propuesto se desarrolló dentro del
marco teórico de la mec¡Ínica analítica de Lagrange l11. Per-
mite encarar el prohlema del estado dinámico dc cualquier
lluido en forma por demás sencilla, pero de mayor alcance y
müs fundamental que la que se logra con el marco teórico de
la IllcGínica vectorial de Newton l5, G). Describe el flujo de
un !luido cualquiera en una región del espacio euclídeo lri.
dimensional. como resultaúo de los cambios experimentados
por la geometría de esa región cuando se aplica una fuerza so-
bre la supcrl1cie que la envuelve 111. El esquema de Lagran-
gc es más sencillo que el de Newton porque no se vale del
c;Ílculo y del anülisis vectorial corno herramienta de trahajo.
Las entidades físicas fundamentales que maneja son cantida-
des escalares mucho más fáciles de operar que los vectores.
El principio tipo Hamilton y su generalización al enfoque de
Hamilton. traslada el prohlema de la dinámica de los fluidos
al dominio del cálculo de variaciones IG] que, ciertamente,
es una herramienta matemática mucho más sencilla y trans-
parcllle. La formulación lagrangiana apropiada a la din,Ímica
de los fluidos presenta algunas dilicultades debido a que se
hace en términos de las coordenadas espaciales y del campo

de velocidades que es función de la posición y del tiempo,
de 1110doque coordenadas y velocidades ya no son indepen-
dientes entre sí IIJ. Tal circunslancia ohliga a desarrollar un
formalismo de Lagrange hlbrido en donde se usa una densi-
dad lagrangiana que depende únicamente del tiempo, de las
coordenadas espaciales. del campo de velocidades y de cier-
tas funciones de campo; y un principio de acción extremal
tipo Hamilton. Las ecuaciones de campo que se ohtienen son
ecuaciones de balance. No son ni lotalmente ecuaciones de
movimiento ni totalmente leyes de conservación [1]. No ohs-
tante, son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
segundo orden. En el esquema de Hamilton se hace uso de
las transformaciones de Lcgendre [5.6] para reformular el
prohlema de Lagrange de la dinümica. En vez de descrihir la
mecánica en términos de las coordenadas y las velocidades
generalizadas, se realiza una transformación matemática a un
nuevo marco teórico dondc se usan las coordenadas genera-
lizadas como variahles independientes y se reemplazan las
velocidades por los momentos generalizados adecuadamente
definidos en función de la lagrangiana clásica [5, G).

En el caso de la dinámica dc los fluidos se hará una rc-
formulación del prohlema acorde con las transformaciones
de Lcgendre a un nuevo esqucma matemático en donde se
usarán otras variables. En lugar de las coordenadas espaciales
y el campo de velocidades se har¡¡ la formulación en términos
<.k las coordenadas espaciales y los momentos generaliza-
dos convenientemente definidos en función de la lagrangia-
na específka del fluido hajo consideración l1J. Las ecuacio.
ncs dinámicas asociadas con este nuevo enfoquc teórico sus-
tituyen a las ecuacioncs diferencialcs de Eulcr.Lagrangc de
segundo orden, por un conjunto de ecuaciones diferencia-
les de primer orden que tienen una estructura muy sencilla y
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2. Las ecuaciones canónicas de Hamilton

y es el momento canónico conjugado (5,6) de la coordenada
.1"' (1). Aquí, i = 1,2,3. En ese caso en (1) se liene que

Para obtener el conjunto de ecuaciones canónicas de Hamil-
Ion para la dinámica de los fluidos, se procederá de la manera
siguiente. Sea H. = ph la densidad hamiltoniana (1], con
I'(x, t.) la densidad de masa y h(x, 'Ir, Ü, B, t) la hamilloniana
específica tal que

simétrica. Con este tercer esquema teórico para encarar y re-
solver los problemas de la dinámica de los fluidos es posible
descrihir el flujo de un fluido en un nuevo espacio matemático
conocido con el nombre de espacio de fases y, al mismo t¡cm.
po. dar una interpretación funJamcnla) de la escncia de la
fUCf7,3 hidrodinámica responsable del flujo en términos de un
campo físico primitivo.

(8)

(10)

(1 1)
. dó,,' = -(Óx').

dt

Ól' = -I'div (óx),

(. O") , , ;f'V - p- u7l"¡ + P1TiulJ
87l"i

Oh; Oh
-I'-óx -I'--ó" ..

D .' O 'J'I Uij

I'Ó), =

únicamente, debido a que óB = O porque ót = O [1] para
toda l. Ahora. se puede demostrar que [1 J

En consecuencia. en (4) se obtiene lo siguiente:

ó j" r 1'),dV dt = ó j" r I')'J dVo = O; (7)
ti JR h 1uo

en donde se usó la idenlidad dV = JdVo, con J(o) el jaeo-
biano de la transformación y dVo el elemento de volumen en
la región Ro inicial que no es función de los parámetros geo-
métricos; por lo que es posible intercambiar las operaciones
de variación e integral para ohtener el siguiente resultado:

finalmente se obtiene que

1" r pJ)' dVdt = o. (9)
t¡ .In

El cálculo de variaciones aplicado a la relación (3) con-
duce directamente al siguiente resultado:

j" r Pló(I + l'c1iv (óx)) + l'ó)'}dVdt = O;
ti 1R

en donde se usó nuevamente la relación de Euler {11. Como
por otra parte [1] la variación local de la densidad de masa
satisface la relación siguiente:

(2)DA
1Tj = Duj;

o), .
h=O~v'-)" (1)

v'
en donde "'(x, v, ü, D, t) es la lagrangiana específica para el
caso general de un fluido viscoso compresihle y conductor
que se mueve en presencia de un campo magnético externo.
Evidenlemente, x(t) son las coordenadas espaciales, v(x, t)
el campo de velocidades, ü(x) el len sor de deformaciones
pequeñas [1, 71,B(x, t) = I,H(x, t) la inducción magnética;
con 11. la permcahilidad del medio que cn general se consi-
dera igual a la unidad [3J y H(x, t) es el campo magnético
externo. El parámctro dc evolución cs cl ticmpo t. Adcnüs
rr(x, v, t) cs cl momento generalizado cuya componente i sa-
tisface la definición siguiente;

Sin embargo. de las relaciones (1) y (3) se tiene que
Dh/D7l"i = Vi de modo que el coeficiente de las S7l"i en la
Ec. (10) se anula. Finalmenle, la variación del lensor de de-
formaciones pequcilas es la siguiente [1 J:

Con (odos estos resullados sustituidos en (10) se (iene que

d . d . Oh .
pó), = -1 [p'lr;ó.!"]- -, (lt1I";) ÓX' - p-O .óx'

(1 (1 .171

O [Oh ,.] O [ Oh] k- -O . 1'-0 ";kÓX + O~ 1'0- ";kÓX ;.rJ llij xl Uij

(3 )

La intcgral de acción sc define como es costumbre [1]. es
decir.

j" j" j j" jIV = Ldt = (dVdt = r,)'dVdt, (4)
1I ti 1l t¡ II

en donde L = In EdV es la lagrangiana clásica y E = (1),

la densidad lagrangiana [1). En (4), R es alguna región del
espacio euclídeo tridimensional. £IV el elemcnto de volumen
y lit la diferencial del tiempo. De acuerdo con el principio ti-
po Hamilton la integral dc acción debe ser invariante frente a
transformaciones geométricas continuas e infinitesimales; es
decir.

- 0(.,,)OU;j = -O . 1L,kU•T ..r}
( 12)

ron {o} un conjunto de parümetros geométricos indepen-
dientes del tiempo (1). El esquema teórico se completa me-
diante la imposición de la siguiente condición de frontera so-
ore las coordenadas espaciales:

(5)

(6)

en donde se realizaron dos integraciones por partes. Al in-
legrar el cuarlo término del miemhro derecho del resultado
anlerior y al utilizar cllcorell1a de Grecn es claro que [1]

j" r D
1I 1u D.r)
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en donde el punto slgnilira la derivada total con respecto al
tiempo. En ese caso. en (16) se ohtiene el siguiente resultado:

locales de las coordenadas son independientes entre sí y t~n-
to d\f como di son incrementos arhitrarios y en consecuencia
distintos de ce(o [1 J, es necesario que el integrando se anule.
En otras palahras. se requiere quc

( 17)

(16)

V(/l7r.) = f'ir.,

V((l1f,)+(l Oh _ ~ ( Oh ) = O
D.rl D.r) DlLij

Por otra parte, se puede demostrar que con el auxilio de la
ecuación de continuidad y de la definición del operador dife-
rencial de Reynolds 111 se tiene que

o [ Oh] _ k O [ Oh] ,i-O ,(l-O "'kÓX = -O ,(l-O "I/UX
.r) 11ij ;r) lljj

= ~ [(l Oh 1It1] Jx' _ [((l Oh ) 0111/] J.r'
Dx) oUij Dllíj a.rJ
O [Oh ] •= -,-, (lO-UU ÓX,D.,;J . /lij

en donde S es la superficie que limita a la región R y da es
la diferencial de área. La integral de superficie es cero por
lo siguiente. Sea un medio continuo infinito que ahí no cst;:1
deformado y a la superficie de inlegración extendida al in-
finito; en donde el tensor 8h/Duij es cero, de modo que la
integral se anula. Por otra parle, sea ó;é = óió.ri, con óL las
componentes de la delta de Kroncckcr [B} de manera que

únicamente. En efecto, un es un invariante en cualquier
sistema de referencia. de modo que se puede suponer que
no es una función explícita de las coordenadas por 10 que
Du,,/Dx = O. Para el caso de deformaciones pequeñas se
puede demostrar que [1 )

( 18)

(19)
l.) I,\ = -1I~- [
2

ir + !!!:.., _ ~ ~ ( Oh ) = O
I D.ri fJ D.r) D/lij .

Además y para el caso presente. la forma explícita de a la-
grangiana específica es [1)

en donde
( 13)

1
HU :::::::-

p

Considérese el primer término del miembro derecho del re-
sultado anterior e intégrese para obtener lo siguiente:

en dond~ 'D es el operador diferencial de Rcynolds [1]. Para
que la rcladón anterior se cumpla. y dado que las variaciones

ti i el r. i"J>' = -, [/J1fiJ.r J - -rl ((l1f¡)u.rti 1.

_ [(l!!!:'" - ~ (~)] ,ü',
DJ:l a:rJ UUij

(25)

(24)

(23)

(21 )

(20)

(22)

i 1 'l /11 = 7i¡1! - '21,' + € .

En consecuencia. se cumple que [11

Oh Oé' o-- = -,- = aij'
al/ij cJlLij

Df¡ . i
--'rD1r¡ -.

Finalmente y de acuerdo con (1) Y(19) es claro que h + A =
'21., con f ~ lf2v'2 la energía cinética específica. En consc-
cuencia h + >. = 2((' - é'). Aquí, L' es la energía total por
unidad de masa y es una constante. Además, él (ii, D, s) es la

en donde

son las componentes del tensor tic esfuerzos gcneralizadocon
0-(.1", t) Y ¡/¡(:r, t) los correspondientcs tensores de esfuerzos
mec:ínicos y de esfuerzos magnéticos dc Maxwcll [1,3]. En
ese caso, en (18) se ohliene el siguiente resultado:

Dh . 1 Dafj-. = -1r¡ + ---"
D.'" p DJ')

Oc (1) se tiene que

H2
£1=£+_-

81f(l

es la energía interna espccílka generalizada. con €(ii) la
energía interna específka del Huido viscoso [1] y HZ f8rrp
la energía magnética por unidad de \'olumen [31. De acuerdo
con (19) Y(3) se I¡ene que

( 15)

(14 )

En ese caso.

¡"'/'[ Oh O (Oh)]'P(pr.,)+(l-,--O' -O" Jx'rl\lrlt.=O;
. 1] . /( D.r .l) /tI}

t, j' [ 1 ]! !.... (P1f,J.ri) dFdt. =
tI u di

{', ( [!!. ((l1f.J.r')] J dI'udt..Ih JRo dt

[ ]" !'" j'r prridVS.1:i - pJr¡divvdFdtJ;ri;
JR 11 ti II

en donde se usó la relación de EuJer [1]. El término encerrado
en el paréntesis cuadrado es cero dehido a las condiciones dc
frontera (6). de modo que sólo sohrevive el olro término del
desarrollo. En consecuenci<l. con todos los resultados obleni.
dos y sustituidos en (9). se ohtiene lo que sigue:

de manera que

O [ Oh] k O [Oh] ,- (l-- llikÓX = - -- b.T.D.,.i {)Uij D.r j [)Uij

Re,', Mex, Fi,', 46 (4) (2000) 3R4-390
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(30)dh D [Oh i] OH aBi O>'p- = - --v + ---- - p-.
di a.ej Ollij OBi di Dt

Abora 111
(26)
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la densidad de masa no depende de la inducción magnética,
cn (28) se ohtienc el siguiente resultado:

encrgía interna específica [1]. que a su vez es la energía po.
tencial específica del sistema y claramente. no depende ex.
plícitarnente del tiempo de modo que se cumple lo siguientc:

. De i eH = .,,-v - .
Ul,l

OH as_. - = -divS
DIl DI '

dS OIl
di 7ft'

únicamente ll], porque el otro término del desarrollo es ccro.
En efecto. v y grad II son pcrpendiculares entre sí, de modo
que su producto escalar es cero. Con los rcsultados anteriores
se puede dcmostrar que

e
S= -(E x H)

4" (31 )

H

4"=OH
OS

Por otra parte

de modu que 111

en donde

Las relaciones (24) y (25) son las ecuaciones canónicas
de Hamilton que cn el espacio de fases descrihen el estado de
movimiento de un fluido viscoso. compresible y conductor
que fluye en prcsencia de un campo magnético externo. Este
caso corresponde al problema dinámico de la magnetohidro-
din:írnica (MHD). Si el campo magnético externo es cero, el
análisis anterior se reduce al caso de un simple fluido viscoso
y compresihle newlOniano. de modo quc en (22) el tensor que
ahí aparecería es el de esfuerzos mecánicos. Se pucde prohar
que (24) y (25) preservan su forma para tal sistema mecánico.
Si el medio continuo que se estudia es un fluido perfecto. el
segundo término del miembro derecho de (24) se transforma
cn el gradicnte de la presión hidrostática por el recíproco dc
la densidad de masa y con signo menos. Por supuesto. las
Ecs. (24) y (25) mantienen su forma también para ese caso.
En consecuencia. el conjunto de relaciones representado por
(24) y (25) son las ecuaciones canónicas de Hamilton para la
f\H-IDy la dinámica de los !luidos clásica. en el espacio dc
l~lSCSy en su forma inhomogénea.

cn cuyo caso,

Por otra parte, sc puede demostrar que

3, La ecuación de balance de energía

O f= D~(uifv );xJ

(32)

es el vector de Pointing [1, :ll. Oc acuerdo con los postulados
más fundamentales de la física teórica. si la lagrangiana es-
pecífica del sistcma no es una función explícita del tiempo de
modo que aVDI = O,en (30) se obtiene finalmente que

(~7+ O~J [vi ( H6iJ - ~:;J) + Sj] = O,

en donde se han hecho dos integraciones por partes y se ha
utilizado la ecuación de continuidad [1]. La relación ante-
rior es la ecuación de halance de energía de la MHD. Nuc-
vamente. si el campo magnético externo es cero, el vector
de Pointing se anula y el término Oh/Vliij es igual al ten-
sor de esfuerzos mecánicos del /luido viscoso newtoniano,
de modo que la relación (32) se reduce a la correspondien-
te ecuación dc halance de energía para ese caso. Finalmente,
si la viscosidad del medio continuo y los procesos de con.
ducción térmica son irrelevantes, el término Dh/ouij tratado
convenientemente [1J. se reduce a la presión hidrostática por
la delta dc Kronecker y con signo menos; y evidentemen-
te la relación (32) se transforma en la respectiva ecuación
de halance de energía del fluido pcrfecto. En consecuencia y
C0l110 es Lkil advertir del análisis anterior. las diversas for-
mas de la ecuación de halance de energía para los casos cita-
dos, son equivalentes al teorema de la energía de la mecánica
teórica IGJ. Surge en la teoría como resultado del hecho que
la lagrangiana específica para cualquier fluido no es una fun-
dón explícita del tiempo. Se puede afirmar que con el auxilio
del cálculo de variaciones y oel principio tipo Hamilton. la
dinámica de los !luidos se incorpora en forma por dcm{¡s na-
tural al esquema de Hamillon [5.61.

(27)
Oh . i Oh. Oh dUij Oh dBi O>'= - . .1: +-7f¡ +---- +-- __+_.
O.c' O"i O"ij di OBi di DI

ti/¡ ji Daij ah dUii ah dB¡ D)'
-=--+--+---- (28)di p O.rj Ollij di DBi di DI'

La ecuación de halance de energía para cualquier !luido se
puede ohtener a partir del conjunto de ecuaciones canónicas
de Hamilton del párrafo anterior siguiendo la metodología
que se utiliza en el esquema de la mecánica analítica [5.61.
En efecto. considérese la hamiltoniana espe.cífica del caso ge-
ncral; esto cs, el de la MHD. Su derivada total con respecto
al tiempo es

Oh Olli, J O [Oh iJ Vi O (Oh)
Dllij ---¡¡j = P Dxi oUij v - P Dxi OUU ; (29)

tlh
,U

Si ahora se utiliza cl conjunto de las ecuaciones canónicas de
Harnilton. se tiene que

CIl donde. y para alcanzar el resultado previo. se realizaron
varias integraciones por partes. Por consiguiente y dado que

ReI'. Mex. Fís. 4(, (4) (2000) 3H4-390
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Ahora [1],

4. El campo de la entalpía específica

(35)

(34)

[HZ ! ]r~= - SIr¡J + Tds;

únicamcnte. debido a que por definición

Xi Da?j Da?j k ;ri Darj----o - --.lljk;C = ----o (1+ polLa)
Po D:rl O.rJ Po Dx]

1 ' _ 1 [T . !dJl HZ Xi aa?",]CE -( s- -+------
P 81f P Po Dx'

En ese caso.

1 1 1lt,,=---~--.
¡J Po Po

en donde se realiz6 una integración por partes después dc que
se usó nuevamente la relación de Gibb-Duhem. Para el caso
del !luido viscoso y en ausencia del campo magnético exter-
no. es evidente que

en donde se realizó una integración por partes. se consideró
que xk = Óf xi y se utilizó el hecho que

Es f<Ícildemostrar que

En consecuencia. el campo de la entalpía específica tiene la
siguiente forma explícita:

(33)w' = h +!(l£' +£~

dé' = (DC') (Do' ) (aE')
D~", ds + Dllij dllij + DBi dBj

•

Se pueJe demostrar que [1]

dll'j = Da. (U.kdxk),
xl

el campo de la entalpía específka. con £' una función termo-
dinámica que depende del tensor de deformaciones pequeñas,
del c~Hnpomagnético externo y de la entropía específica [1}.
f:, es alguna función arhitraria que depende del estado ter-
modinámico en que se encuentre inicialmente el sistema y
tiene unidades de energía por unidad de masa. Se introduce
con el objeto que la construcción del campo w' se realice a
partir de un cierto estado termodinámico de referencia. Por
consiguiente. se cumple la relación siguiente:

Dw' ah
!Jt DI .

Con el objeto de hacer homogéneo el conjunto de ecuaciones
canónicas de Hamilton del segundo párrafo. es conveniente
definir un campo físico en términos de la hamiltoniana y de
la energía interna específicas respectivamente del medio con-
tinuo de interés. Entonces y para el caso general de la MHD,
sea

en tanto que para el !luido perfecto y dado que para ese caso
la entropía específica es una constante

de manera que

en donde se realizó una integración por partes y se conside-
raron las definiciones siguientes [1):

ro = - !Tds;

t~= O.

(36)

(37)

De acuerdo con In relación (34) se puede dcmostrar por
cálculo directo que

(&')DBi s,u;;;

Además. es claro que

Hi= 41fp
y

Dw' .k
-=;t:
Drr,

(38)

Lns relaciones (38) son la forma homogénea de las ecua~
ciones canónicas de Hamilton para la MHD. Si cl campo
magnético externo es cero. el caso que se estudia es el del
llujo de un tluido viscoso para el que se cumple que dEl =

TdS=d[TS- !(~J];
en donde se hi7.o una integración por partes y se utilizó la
relación de Gihhs-Duhem [1]. Por olra pane. se puede de-
mostrar que

D o k _ [ xi Da?j]-D .("ijllikdx ) - d ---D . ,
.r) Po xl

ndemás de la condición siguiente:

Dw' O>"
DI éll .

(39)

Rel'. Mex. Fis. 46 (4) (20m) 3H4-390
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se tielle que

(u. de modo que la correspondiente hamiltoniana específica
no contiene al campo magnético externo y es de la farow
h(x, ¡r,u, t) únicamente. En consecuencia. en vez de (34) y
de acuerdo con la definición [1]

hamiltoniana que le transmitirá a través del campo nueva in-
formación dimímica. El espacio de fases ya no se comporta
como un simple escenario donde ocurren los acontecimientos
físicos, sino que más bien es el receptáculo de la información
dinámica que al momento transmite vía el campo al medio
continuo; y éste obedientemente la transforma enseguida en
el proceso de !lujo. Es evidente que ese nuevo espacio ya no
coincide con el espacio físico. Ahora se cuenta con un esce-
nario más rico en cualidades. Un medio continuo inmerso en
tal escenario, siente la necesidad de moverse urgido por la in-
formación dinámica que le impone cada una de las superficies
hami1tonianas por las que transita. Ese proceso de flujo se re-
aliza de modo que la energía total del sistema siempre está
halanceada, como es fácil ver de la condición (39). Por otra
parte, el espacio de fases adquiere la información dinámica
de las fuentes del campo, las que se manifiestan en la forma
de la divergencia de un tensor de rango dos en la construcción
que se propuso en el último párrafo.

(41 )

(40)

. 1Daij
- -1r' + ---
- I (J D.Ti '

ah
D.l'i

.e' {)crij
w=h---- ..

l' axJ

Es fácil comprohar que la aplicación del cálculo de varia-
dones y el principio tipo Hamilton al caso del fluido viscoso
Ilcwtoniano tiene como consecuencia que

Apéndice

Con el auxilio de las transformaciones de Lcgendre y dentro
del esquema teórico del principio de acción extremal tipo Ha-
millon, fue posihle obtener para la dinámica de los fluidos el
conjunto de ecuaciones canónicas de Hamillon en su forma
no homogénea en términos de la hamiltoniana específica del
sistema continuo hajo estudio. Se demostró además que con
su auxilio y siguiendo la metodología del esquema teórico de
la mcclÍnica de partículas, las diversas formas de la ecuación
de halance de energía para distintos casos de flujos de l1ui-
dos es equivalente al leorema de la energía de la mecánica
teórica [5, GJ. Para hacer homogéneo el conjunto de ecuacio-
nes canónicas de Hamillon se construyó un campo físico en
el espacio de fases, que es el campo de la entalpía específica.
Se puede afirmar que el espacio de fases posee un campo cu-
yas fuentes no sólo le proporcionan la información dinámica,
sino que tamhién al actuar sobre el mcdio continuo detcnni-
na la naturaleza del !lujo; de manera que en el ámbito de la
dinámica de los fluidos la naturaleza de las interacciones se
pucde visualiwr en términos de un campo físico primario que
es el campo de la entalpía específica. Su intervención como
agente intermediario entre el medio continuo y las regiones
hamiltonianas del espacio de fases, impulsa a considerarlo
como la esencia de la fuerza tanto en hidrodinámica como en
el ámhito de la MHD.

5. Conclusiones

El teorema de la energía

Se puede demostrar que en la dinámica de los fluidos, la ecua-
ción de halan ce de energía es equivalente al teorema de la
energía de la mecánica de panículas. Es una consecuencia
de la invariancia de la acción ante transformaciones tempo-
rales continuas e infinitesimales. Dado quc por definición [1]

(42)

(43)

ah . 1 al'
D~r:i= -Tri + P Dxi'

en dondc p(xl t) es la presión hidrostática [1]. Para cse caso.
la relación (34) toma la forma siguiente:

:ri al'
w = h + P axi'

Evidentcmcnte, se seguirá preservando la forma del con-
junto de ecuaciones canónicas (38) para este último caso.
Oc acuerdo con el análisis anterior, las mencionadas rela-
ciones representan en el espacio de fases al conjunto COIll-

pleto de las ecuaciones canónicas de Hamillon en su forma
homogénea para la dinámica de los fluidos. Así, en ese es-
pacio matemático !5, G] es posible definir un campo físico
que transmite al sistema la información dinámica que contie-
ne el espacio de fases; de lal suerte que ese campo rcsulta
ser el responsable del proceso de flujo. El campo definido es
el dc la entalpía especifica o función de calor, quc al actuar
sohre el medio continuo bajo estudio, determina su estado
dindmico. En realidad, cn el espacio de fases de un medio
continuo cualquiera, es posible definir en forma matemática
ciertas regiones que tienen la propiedad de contener toda la
información dinámica. Esas regiones son aquellas para las
cuales la integral de acción es invariante. Así, cualquier !lui-
do que se encuentre en una de esas regiones o superficies
dinámicas, recibirá información de ella a través del campo
que le indicará hacia dónde y de qué manera dehe moverse
en cada instante. El sistema continuo acala las instrucciones
recibidas y se desplaza o fluye hasta alcanzar otra superficie

de modo que el conjunto de ecuaciones canónicas dc Hamil-
ton homogeneizadas para ese caso, vuelve a ser dc la misma
forma que la que tienen las relaciones (38).

Finalmente, si el sistema continuo que se estudia es un
lIuido perfecto, el cálculo de variaciones y el principio dc
acción extremal tipo Humillan conducen directamente al re-
sultado siguiente:
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f ;:: p>' es fácil ver que

tl(J+e- ::~J+I)dVdl= l1r(J+ A- ~~J+I)] dVdf,

En la relación (1) se tiene que de acuerdo con (2)

Con este resultado sustituido en (A.l) se tiene que

resultado que sólo se satisface si

dc modo que (A2)

dA _ dhJ+A - -0+1 = -J+I -J+h'
df di '

Y In invariancia de la acción frente a transformaciones tem-
porales [1] se puede escrihir corno sigue:

(A,l)

En el caso general de la MHD, h = h(x, 1f, ü,B, t) de mane-
f<l que

,+, [Oh,; Oh, oh dll'j oh o,B, Oh] +
{/ 1= -.i:r+-7ri+----+----+- " t.

0.1 a1f, 01lij di a [Ji al al

Si se utilizan las ecuaciones canónicas (24) y (25) es fácil ver
que

,+/ _ [x' Da.", oh dllij Dh DB, Dh] ,+u ,_ ---+----+--+- " f.
P Dx' Dll'j dt DB, 01 Dt

De acuerdo con el resuliado (29) y dado que

1D'H oE 1--, -;::: --divS,
p DE Di p

con S el vcctor dc Pointing dado en (31). es claro que

dh [ D , , DA dh] +",,+h-p-,,+f=- ~(Sj-:r'rr.,)+p-D +1'+- " 1,
dt ux' t dt
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