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Se presenta un estudio efectuado en el dominio de la frecuencia sobre ¢l comportamiento de sistemas cadticos al ser aplicada una retroalimen-
tacion estabilizante (sistemas controlados). Dicho estudio se centra en los fenémenos de estabilizacién y supresion de caos. Para desarrollar
el trabajo se implementé un control con accion proporcional-integral (PI). Simulaciones numéricas muestran los resultados obtenidos al
realizar el estudio sobre diferentes sistemas de segundo y tercer orden bajo comportamiento cadtico. Ademds, se discute la posibilidad de
caracterizar el acoplamiento entre las diferentes frecuencias fundamentales de un sistema cadtico.
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A frequency domain study of chaotic systems, in presence of stabilizing feedback, is presented. The study is focused in the phenomena of
stabilization and chaos suppression. For developing this work, a controller with a proportional action (PI) was used. Numerical simulations
are provided to show the results obtained over systems of second and third order. Besides, a discussion is formulated about the possibility of

characterizing the coupling between the different fundamental frequencies in the spectrum of the chaotic system.
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1. Introduccion

En los dltimos afios se ha dado un gran interés hacia el es-
tudio de sistemas cadticos; introduciendo nuevos métodos de
control o estableciendo nuevos criterios para su aplicacién y
comprension, etc. Esto se debe en gran medida al hecho que
representa la presencia de un comportamiento cadtico, el cual
es cominmente detectado en una amplia variedad de siste-
mas; tales como en sistemas mecanicos, biolégicos, quimicos
y fisicos. Actualmente existen un gran nimero de trabajos re-
portados sobre la caracterizacion de sistemas cadticos. Pero
existen pocos o es casi desapercibido la publicacién de aque-
llos que dirijen su estudio o aplicacién con un enfoque en el
dominio de la frecuencia.

Los beneficios obtenidos con esta clase de estudio son,
por ejemplo, encontrar y disefiar nuevos métodos y criterios
que sirvan para obtener mds informacién acerca del siste-
ma. También para caracterizar al sistema con el fin de in-
terpretar e identificar el comportamiento de sistemas fisicos
y biolégicos. Una idea semejante es el estudio que realiza la
espectroscopia de resonancia; la cual es utilizada para identi-
ficar sistemas quimicos [1].

La clase de sistemas no lineales considerados para este
trabajo se estudian bajo el apoyo de la teoria de control, la
cual permite la caracterizacion de dichos sistemas. General-
mente hablando, este trabajo puede ser clasificado dentro del
campo de investigacion de la teorfa del sinergismo, la cual
estd basada en principios de auto-organizacion. Esto es, el si-
nergismo se fundamenta en conceptos tales como estabilidad,
inestabilidad, parimetros de control, pardmetros de orden,

principio esclavizante, etc. En otras palabras, la estrategia de
investigacion del sinergismo es estudiar el comportamiento
de un sistema cuando varian los pardmetros de control [2].

Una de las caracteristicas importantes en una sefal
cadtica es que tiene un espectro de frecuencia continuo; es-
to significa que es muy grande el ancho de banda'® de una
sefial cadtica. Con este hecho, el espectro en frecuencia de
una sefal, en principio, puede ser una medida de gran ayu-
da para distinguir si una sefial tiene comportamiento caético.
Sin embargo, debe quedar claro que el espectro en frecuencia
no es una condicion suficiente para afirmar que cierta seiial
contiene caos [3].

Por otro lado, la importancia de estudiar la transicién que
ocurre de la dindmica peri6dica a la caética en diversos siste-
mas fisicos y biolégicos, mediante la variacién paramétrica,
ha ocasionado el desarrollo de diversas herramientas para su
andlisis. Para esto, existen principalmente dos conceptos re-
lacionados: a) La dindmica de un sistema no lineal puede
ser aproximada por la ecuacion diferencial de primer orden
@ = f(r), donde el mapa f : R* — R" estd dado por una
funcién que depende de uno o mas pardmetros, en los cua-
les para ciertos valores es posible inducir un comportamiento
cadtico en el sistema; b) las bifurcaciones (cambios cualitati-
vos de la dindmica del sistema) son observadas sobre cambios
paramétricos ocurridos en el sistema.

Asi, en un sistema no lineal se puede generar el com-
portamiento cadtico de dos maneras: (i) variando los valores
de los parametros definidos por el sistema mismo, (ii) por
medio de una fuerza exdgena que perturba o excita al siste-
ma. Los valores de pardmetros que producen el cambio en la
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dindmica del sistema, provocan bifurcacién en el comporta-
miento del sistema. Por lo que se han desarrollado métodos
que ayudan a identificar estos valores, como son, por ejem-
plo, los mapas de bifurcacién [3]. Por tal motivo estos son
considerados como una caracterizacion fundamental de un
sistema caético. Con este enfoque se presenta, en la siguien-
te seccion, una herramienta adicional que surge como otra
opcidn para la identificacién de la bifurcacion. La herramien-
ta consiste en presentar en el dominio de la frecuencia una
grifica tridimensional que muestre el comportamiento de los
sistemas dindmicos. La caracteristica de esta gréfica es tener
como uno de sus ejes alguno de los pardmetros de sistema, de
esta forma se pretenden identificar los cambios ocurridos en
el comportamiento del sistema mediante las frecuencias fun-
damentales contenidas en el sistema dindmico. Para ilustrar
esta herramienta se eligieron algunos sistemas de segundo y
tercer orden (péndulo, Duffing y Lorenz). Cabe hacer men-
cién que la finalidad de presentar tal grifica es con la idea
de complementar y no sustituir una técnica como son los ma-
pas de bifurcacién, aunque es importante aclarar los términos
en los cuales cada herramienta genera la informacion. Para
el caso de los mapas de bifurcacidn se realiza un andlisis en
estado estacionario mientras que la representacion tridimen-
sional del espectro de frecuencia representa la dindmica del
sistema.

En los tltimos afios se han propuesto algunas estrategias
para controlar caos (ver Refs. 4-8 y sus referencias), siendo
¢l objetivo principal el desarrollo y andlisis de métodos que
garanticen la supresion total de caos. Esto es debido a que en
muchas situaciones prdcticas (sistemas fisicos y bioldgicos)
el comportamiento caético es indeseable. Sin embargo, hasta
el momento no existe conocimiento suficiente sobre el efecto
que produce un control sobre el sistema cadtico. La interac-
cién control-sistema, en principio, se puede considerar como
una clase de acoplamiento entre frecuencias fundamentales.
Es decir, el control absorbe o cede energia al sistema. De es-
ta manera el comando de control consiste en una sefial que
contiene las frecuencias correspondientes a aquellas que ex-
citan las 6rbitas del atractor cadtico. En este trabajo se trata
un estudio a fondo sobre este tipo de interaccién. Para ello, se
utiliza un control tradicional que sirve para la manipulacion
del comportamiento cadtico.

El controlador elegido para realizar el estudio es uno en
el dominio de Laplace (llamado PI, ver Ref. 8 para mayo-
res detalles). En Ref. 8 se demostré que este tipo de retroa-
limentacion es capaz de llevar las trayectorias de un sistema
cadtico al origen. Asi que se ha elegido este tipo de control,
por razones de simplicidad y por el hecho de ser suficiente
para ilustrar la finalidad de este trabajo. Debe puntualizarse
que el interés de este trabajo no se encuentra en ¢l tipo de
control aplicado, sino en el estudio mediante el espectro en
frecuencia del efecto que tiene una retroalimentacion dada
sobre un sistema cadtico. Es decir, se ilustra una descripcion
de los fenémenos de estabilizacién y supresion de caos en el
dominio de la frecuencia por medio de una serie de represen-
taciones pictoricas. Luego, de acuerdo a estos resultados, se

plantea, por la cantidad de informacién que se presenta en
detalle, la interpretacidn del fenémeno de estabilizacién de
orbitas inestables mediante un “aparente” acoplamiento de
frecuencias (resonancia de drbitas en sistemas caoticos).

Este trabajo se ha organizado de la manera siguiente. En
la Sec. 2 se presenta la descripcion y justificacion sobre el
hecho de trabajar en el dominio de la frecuencia. Ademas
se muestra la grafica tridimensional propuesta y se discute su
importancia. En la Sec. 3 se lleva acabo un breve repaso sobre
los conceptos bdsicos de sistemas con retroalimentacion; y en
particular para el caso del controlador proporcional-integral
(PI). La descripcion del comando de control aplicado a los
sistemas estudiados se presenta en la Sec. 4. En la Sec. 5 se
muestran y discuten los resultados obtenidos; esto es, como
por medio de la accién de control se estabiliza y suprime ca-
os. Adicionalmente, se establece la nocién de resonancia en
caos a partir de la retroalimentacién; i.e., que la fuerza de
control es utilizada para ilustrar la existencia de un acopla-
miento entre ciertas frecuencias fundamentales de un sistema
cadtico. Por dltimo, las observaciones y conclusiones de este
trabajo se encuentran contenidas en la Sec. 6.

2. Espacio experimental en el dominio de la fre-
cuencia

Como se mencion6 en la introduccién, la principal intencion
de este trabajo es mostrar otro enfoque sobre la manera de
estudiar el comportamiento de los sistemas cadticos. Este tra-
bajo no pretende presentar un estudio completo sobre los sis-
temas cadticos. En particular, se limitard a estudiar algunos
sistemas controlados (sistemas a lazo cerrado). En esta sec-
cién, se analiza el experimento realizado en el dominio de
la frecuencia. El objetivo definido es analizar el comporta-
miento de los sistemas cadticos por medio de sus espectros
en frecuencia. El espectro en 2D se obtiene mediante la trans-
formacion de la transformada rdpida de Fourier (TRF) corres-
pondiente a alguno de los estados del sistema en funcién del
tiempo [10].

Tal y como se presenta en trabajos anteriores [3, 4, 7, 10],
los sistemas de interés fisico o bioldgico tipicamente presen-
tan pardmetros que aparecen definidos en sus modelos. Es
decir, considérese al sistema siguiente:

z= f,(z) (1)

donde z € Ry p € R*. La Ec. (1) representa a un sistema
de ecuaciones diferenciales que dependen de los estados x y
de los parametros 2 € R¥ . Entonces los puntos de equilibrio
de la Ec. (1) estan dados por la ecuacién f,(z) = 0. Confor-
me p varie, los puntos de equilibrio son descritos por mapas
suaves de u que se alejan de aquellos valores en los cuales el
Jacobiano de f, () con respecto a x tiene un valor propio con
parte real igual a cero. Las trayectorias de cada una de estas
funciones representan una ramificacion o bifurcacién de los
puntos de equilibrio de la Ec. (1). Asi, algunas ramificaciones
de los puntos de equilibrio pueden estar unidas y a esto se
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FIGURA 1. Diagrama a bloques de un sistema a (a) lazo abierto y
(b) lazo cerrado

puede decir que (z, 1) es un punto de bifurcacién [3]. Co-
mo se puede ver, el cdlculo de los valores de bifurcacién no
es algo trivial.

En otro orden de ideas, el interés de este trabajo se cen-
tra sobre los sistemas a lazo cerrado (sistemas controlados),
por ello es conveniente explicar la modificacién que se lleva
a cabo al tomar un sistema a lazo cerrado en lugar de uno a
lazo abierto (ver Fig. 1). Como principal cambio se presenta
la modificacién a la dindmica del sistema debido a la fuerza
de control aplicada (fuerza exégena). Por ejemplo, presente-
mos el caso sobre el sistema de Duffing, cuya dindmica a lazo
abierto estd dada por

By Sy,

Ty = Pz, — I% — 0xy + v cos(w,t), (2)
donde j3, 6 son pardmetros propios del sistema y 7, =
ycos(w,t) es la funcién que corresponde a la pertubacién
externa [3]. Para este caso, en particular, la perturbacién es
tomada por una sefial periédica con frecuencia w, y amplitud

7. Por otro lado, la dindmica del sistema a lazo cerrado es
modificada de la forma siguiente:

T =x, t+u,

Bz, — a3 — 6T, + v cosw,t,
Ty =71 —1, (3)

donde y = x,, la accién de control estd dada por u(t) =
z.e(t) + k, [ e(t)dt (controlador PI). Con k, como la ga-
nancia proporcional del controlador y e(t) como el error de
retroalimentacién [e(t) = r — y (r representa la referencia y
y la salida)] [8]. Cabe puntualizar que la dindmica del siste-
ma se ve modificada por la accién de retroalimentacién. Una
descripcion detallada se presenta en la seccién siguiente.
Como se puede apreciar para un sistema en particular la
introduccion de una fuerza de control (control PI) implica que
el sistema aumente de dimension, i.e., que un sistema de se-
gundo orden (por ejemplo, el sistema de Duffing) bajo ciertas
acciones de retroalimentacion (fuerza de control) se expande
a un sistema de tercer orden. Asumiremos que la accién de
control se toma como parte de la dindmica del sistema (i.e.,
el sistema en lazo cerrado es (n + 1)-dimensional). Esto es
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FIGURA 2. Retratos fase y espectros de frecuencia para el sistema
de Duffing. (a) Retrato fase sin perturbar el sistema, (b) retrato fase
con perturbacién externa, (c) espectro del sistema sin perturbacion
y (d) espectro con perturbacién. Las gréficas fueron obtenidas con
los siguientes valores de constantes: 3 = 1,4 = 0.15, v = 0.275
yw, = 1.1.

factible, como se mostrard mas adelante, ya que el pardmetro
k. (ganancia del controlador) se presenta como un pardmetro
de bifurcacién del sistema expandido, el cual est4 dado por la
Ec. (3).

En general, los modelos no lineales presentan dos cla-
ses de dindmica: a) sistemas que mediante la modificacién de
uno o algunos de sus pardmetros internos se induce un com-
portamiento cadtico (excepto sistemas de segundo orden): y
b) sistemas que por medio de una perturbacién externa genera
dicho comportamiento. De acuerdo al teorema de Poincaré-
Bendixon [4], ningiin sistema de segundo orden, sin pertur-
baci6n externa, puede mostrar caos a pesar de realizar modi-
ficaciones en sus pardmetros; por ejemplo, tomemos el siste-
ma de Duffing a lazo abierto. Como se puede observar en Ia
Fig. 2a, las trayectorias generadas por el sistema de Duffing
no perturbado tiende asintGticamente a un punto de equili-
brio (el sistema tiene dos puntos de equilibrio estables). Sin
embargo, la adicién de una perturbacién externa al sistema
genera un comportamiento cadtico como se puede ver en la
region de atraccion del sistema (ver Fig. 2b). Por otro lado, el
espectro en frecuencia para el sistema sin perturbacion pre-
senta solo algunas frecuencias, pero éstas son debidas al efec-
to producido por las condiciones iniciales (transitorio) como
se ilustraen la Fig. 2¢, mientras que en el espectro del sistema
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FIGURA 3. Sistema de Lorenz: (a) Retrato fase y (c) espectro
de frecuencia con valores de pardmetros o 10, p = 5 ¥
B = 8/3. (b) Retrato fase y (d) espectro de frecuencia con valo-
res de pardmetros o = 10, p = 28 y = 8/3.

con perturbacién se puede observar como se generan
miiltiples frecuencias (ver Fig. 2d). Ademds cabe mencio-
nar que puede presentarse el caso en que el comportamiento
de un sistema (sin perturbacion externa) converja a un ciclo
limite, sin embargo, esto sucederia tinicamente bajo la con-
dicién de que los exponentes de Lyapunov del sistema sean
nulos. Esto indica la presencia de una sola frecuencia en el
espectro del sistema.

Por otro lado, se presentan los sistemas cuyo compor-
tamiento cadtico es inducido por las variaciones en los
pardmetros definidos por el sistema mismo. Un ejemplo cla-
ro sobre esta clase de sistemas lo representa el oscilador de
Lorenz, el cual estd definido por

Fy. Sy = )y
Ty = pEy —Tp— TiLh;
T3 = — Pz + 7,25, 4

donde @, p y /3 corresponden a los pardmetros definidos so-
bre el sistema. En esta clase de sistemas la variacion de los
pardmetros puede ser muy importante, ya que para ciertos
valores se presenta el comportamiento cadtico. Al igual que
el caso anterior se presentan los retratos fase del sistema
sin comportamiento caético (Fig. 3a) y con comportamien-
to cadtico (Fig. 3b), incluyendo los respectivos espectros en
frecuencias (Figs. 3¢y 3d).
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FIGURA 4. Grifica tridimensional para la variable z, del sistema
de Duffing a lazo abierto (3 = 1,8 = 0.15, v = 0.275).

Con esto la idea es generar una representacion tridimen-
sional la cual muestra el comportamiento de un sistema me-
diante sus espectros en frecuencias. El objetivo de la repre-
sentacion es mostrar la interaccién producida por la variacion
de alguno de los parametros del sistema (en especial la accion
de control).

Con el fin de ilustrar lo antes mencionado se muestran
las siguientes grificas tridimensionales. La Fig. 4 muestra el
comportamiento del sistema de Duffing (a lazo abierto) al ser
aplicada una perturbacion externa, en este caso se construye
la representacion de A vs. (w,w,), donde A es la amplitud,
w frecuencia (rad) y w, (rad) corresponde a la frecuencia de
perturbacién (pardmetro de variacion) que es aplicada al fac-
tor de perturbacién en uno de los estados del sistema, ver
Ec. (2). Como se puede observar, para ciertos rangos de valo-
res de w,, se produce un comportamiento irregular (i.e., apa-
recen en el espectro multiples frecuencias). En la Fig. 4 se
observa como tal comportamiento aparece en los intervalos
0 <w, <06y09 < w, < 1.4 mientras que para otros
intervalos como 0.6 < w, < 0.9y 1.14 < w, < 1.75¢l com-
portamiento es totalmente regular. En la Fig. 5 se presenta
el espectro 3-D del sistema de Lorenz que ilustra el caso del
efecto producido por la accién de control sobre este sistema.
Aqui, la gréfica tridimensional se obtiene de A vs. (w,k,),
donde A y w son equivalentes al caso anterior pero, sin em-
bargo, ahora se escoge k, como pardmetro de variacion el
cual caracteriza el efecto producido por la accién de control
aplicada al sistema. Como se puede observar para valores de
k, < 50 la presencia de multiples frecuencias es notable. Sin
embargo, el incremento del valor de k. (k. > 50) ocasiona
la disminucién de la presencia de frecuencias fundamenta-
les y asi llegar hasta un valor alrededor de £, = 130, donde
tinicamente aparecen 1 ¢ 2 frecuencias. De tal manera que
uno de los valores de bifurcacién en el sistema se presenta
en un valor alrededor de k. = 50. Una descripcion detallada
acerca del efecto producido por la accién de control sobre el
sistema se presentard en la Sec. 5.
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FIGURA 5. Grifica tridimensional para la variable x; del sistema
de Lorenz a lazo cerrado (control aplicado a z, y valores o = 10,
p=28yp3=28/3).

Con lo anterior, la reinterpretacin del espectro de fre-
cuencia es de gran utilidad para el andlisis de los sistemas
cadticos. Algunas ventajas de estas representaciones tridi-
mensionales son: 1) la facilidad para percibir el cambio que
se produce de la dindmica periédica regular a la cadtica bajo
la variaci6én de alguno de sus pardmetros; 2) la identificacién
aproximada de valores de bifurcacién sin la necesidad de re-
alizar un andlisis ni estacionario ni analitico; y 3) caracteriza-
cion de los efectos causados por las modificaciones realizadas
en los pardmetros internos del sistema o Jas fuerzas exégenas
aplicadas al sistema en su dindmica.

Centrando la atencién de las representaciones tridimen-
sionales en los sistemas controlados (mediante retroalimen-
tacién) podemos obtener una herramienta muy importante
para el andlisis sobre la estructura del control. Hablando es-
pecificamente de los problemas de estabilizacién y supresicn
de caos podemos encontrar una gran herramienta de andlisis
en los espectros 2D obtenidos mediante TRE Esto es debido
a la capacidad de mostrar en una manera sencilla el compor-
tamiento de un sistema caético bajo la fuerza del control apli-
cada. En la Sec. 5 se muestran y establecen los fenémenos de
estabilizacion y supresién de caos en dominio de frecuencia.

3. Sistemas retroalimentados

La caracteristica mds importante del comportamiento din-
mico de un sistema de control es conocer si el sistema es
estable o inestable. A continuacion se presentan algunos con-
ceptos basicos relacionados con el tipo de sistemas utilizados
en este trabajo.

3.1. Estabilidad y convergencia

La estabilidad en el sentido de Lyapunov y la convergencia
de un sistema son dos conceptos ampliamente utilizados en
la teoria de control. Para este trabajo se analiza la propiedad

de estabilidad asintética en los sistemas dindmicos utiliza-
dos. A continuacién se presenta un breve repaso sobre este
concepto.

Consideremos el sistema

&= f(z), (5)

dondex € Ry f: R" — R". La solucién de la Ec. (5),
la cual inicia en Ty atiempoty > 0 € R, es denotada co-
mo x(¢; 2y, t,). La estabilidad de Lyapunov es una propie-
dad continua de x(t;x,,t,) con respecto a x,. Si el esta-
do inicial Ty es perturbado a ;an. entonces, para estabilidad,
la solucién perturbada z(¢; To) requiere permanecer cerca a
z(t;zy) para todo ¢t > 0. Entonces se dice que un sistema
dindmico es estable en el sentido de Lyapunov si existe un
0 > 0 arbitrariamente pequeiio tal que la solucién del siste-
ma|z(t) <6V ¢>t* > 0.

En particular, los sistemas dindmicos, como el dado por
la Ec. (5), pueden tener puntos de equilibrio (z,) estables o
inestables; esto es, la solucién Tz, = 1L, que satisface
f(xe) = 0. En principio, el cardcter estable de tales solucio-
nes puede ser demostrado. Particularmente, para el caso de
supresion de caos es suficiente presentar un andlisis de esta-
bilidad local (ver Apéndice B). Dicho andlisis consiste en (D
linealizar el sistema (sistema retroalimentado) en algtin pun-
to en particular mediante el jacobiano y (2) aplicar el método
tradicional de estabilidad para sistemas lineales como lo es
el criterio de Routh-Hurwitz. La idea es garantizar que, ba-
Jo acciones de control, la solucién del sistema se estabiliza
en un punto de equilibrio inestable. Asi, con la ayuda de
este analisis, se ecuentran los valores de los pardmetros del
controlador que garantizan supresidn de caos. De este modo
se obtiene la estabilidad del sistema sobre una vecindad que
contiene el punto de equilibrio re; que implica s6lo estados
iniciales cercanos a al equilibrio, Te. Siun punto de equi-
librio es atrayente, entonces esto significa que un conjunto
2 C R™ de estados iniciales Ty son tales que z(t; x,) — x,
€ Q2 cuando ¢ — oo para todo x4 € 9.

3.2. Retroalimentacién pasiva

La tarea de estabilizacion es la mds simple cuando una fun-
cion de salida y = h(x) puede ser encontrada tal que el sis-
tema

T = f(x) + g(z)u,
y = h(z), (6)

donde u es la entrada (comando de control) y y la salida (esta-
do medido), sea pasivo. Entonces por el teorema de estabili-
dad y pasividad [11] se tiene que la estabilidad de un sistema
se alcanza si se cierra el lazo de retroalimentacién de la forma
u = —y. Sin embargo, la necesidad de una salida y = h(zx)
tal que el sistema sea pasivo con una funcién positiva defi-
nida requiere que el sistema sea estable cuando u = 0. Para
eliminar esta restriccion, se toma la retroalimentacién como
un medio para lograr la pasividad. En lugar de ser estable,
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el sistema no controlado se asume como estabilizable. Por lo
tanto, se requiere encontrar una salida y = h(z) y una trans-
formacion de retroalimentacion

u = a(zr) + B(z)v, @)
con /3(x) invertible, tal que el sistema

v = f(2) + g()a(e) + g@) Bz,
y = h(z) ®

sea pasivo. Si una transformacién de retroalimentacion de
la forma (7) puede ser encontrada para obtener el sistema
pasivo, el sistema original (6) es llamado de retroalimenta-
cién pasiva [11]. Asi, la estabilidad asintdtica del sistema
pasivo (8) se logra, simplemente, al tomar la retroalimen-
tacién de v = —ky, k > 0. Por lo tanto, se garantiza que
z(t) >z, € QVE>t, > 0.

4. Descripcion del comando de control

El objetivo principal de un sistema de control es llevar la
sefial de salida hacia una sefnal de referencia deseada a pe-
sar de: (i) desconocimiento sobre el modelo del sistema
dindmico, (ii) las perturbaciones externas al sistema que
tienden a generar una salida no necesariamente deseada, y
(iii) varaciones paramétricas. Un diagrama esquematico de
un lazo de control fue presentado en la Fig. 1b. Sin la apli-
cacion de un accién de control, u, la salida, y, es una tra-
yectoria natural del sistema. Por lo que el objetivo del bloque
de control (C) es modificar la trayectoria natural del sistema
(la cual es observada a través de la salida, y) de tal manera
que y sea lo mds semejante posible a la sefial de referencia
deseada, r. Es deseable que la diferencia entre la sefial de
salida, v, y la sefial de referencia, r, sea lo tnico conocido
para controlar la salida. Un aspecto interesante de estos sis-
temas es comprender el hecho de que un controlador absorbe
(0 cede) energia de acuerdo al comportamiento de la sefial de
error (¢ = y — r). Debe putualizarse que para el problema
de control de caos donde se busca la sincronizacion de siste-
mas estrictamente diferentes, el que la salida siga a la sefial
de refencia no garantiza sincronizacién de los estados no me-
didos [12]. No obstante, para el caso que compete al presente
articulo, la supresién de caos, la pasividad siempre se satisfa-
ce. Ademds, este punto de vista nos ayudard a introducirnos
sobre el concepto de acoplamiento entre frecuencias el cual
se discutird en la seccidn final.

En los dltimos afios algunas estrategias de retroalimenta-
cién han sido propuestas como: el control asintdtico robus-
to [5, 6], estrategias de esquemas lineales y no lineales adap-
tativos [4, 7]. Ademads de nuevos modelos que han surgido re-
cientemente como el controlador proporcional con doble ac-
cién integrativa (PII?) [8]. Muchos de estos modelos de con-
trol se utilizan en muy diversas aplicaciones [10]. No obstan-
te la diversidad de esquemas de control existentes, se anali-
zardn algunos de los sistemas cadticos aplicando Gnicamente

uno de los controladores cldsicos como lo es el proporcional-
integral (PI). Sin pérdida de generalidad, puede elegirse como
referencia algin punto de equilibrio. En particular, los oscila-
dores elegidos para la realizacidn del presente trabajo tienen
un punto de equilibrio en el origen. Este punto ha sido selec-
cionado como sefial de referencia (i.e., v = 0).

Partiendo de la funcidén de transferencia del controlador
(es decir, el modelo de éste en el dominio de Laplace), estd
dado por C'(s) = u(s)/e(s). Asi que es ficil mostrar que

1
oty =k, (1+75). ©)

La estructura de este controlador incluye las siguientes
partes [10]:

(i) Accion proporcional. La contribucién de este factor es
proporcional al error e = y — r, donde y es la salida del sis-
tema y r es la sefial de referencia. De esta manera la acci6n
de control en funcién del tiempo estd dada por u = v, + ke,
donde u, es la salida del controlador cuando el e = 0 (co-
mando de control en estado estacionario).

(ii) Accion integral. El otro factor es la contribucion de
un tiempo de restauracion al comando de control. El tiem-
po de restauracion es un pardmetro ajustable, el cual algunas
veces es llamado tiempo de repeticién. Esta accion de con-
trol induce variacion del comando de control de acuerdo a la
magnitud del error de la salida del sistema. Cuando el proble-
ma de control consiste en la estabilizacién en un punto fijo,
esta accién puede eliminar error en estado estacionario. Con
ello, se logra llevar a la salida arbitrariamente cerca de una
referencia constante.

Asi, con la combinacién de estos dos factores se obtiene
el controlador cldsico PI. Ya ha sido demostrado que el con-
trolador anterior permite controlar en el origen a un sistema
cadtico [8]. La ecuacion del comando de control correspon-
diente estd dada en el dominio de la frecuencia por

)=k, [1 + Lj| e(s), (10)
718

donde la constante 7, representa el tiempo de restauracion
del comando de control [10], &, la ganancia del controlador
(parametro de bifurcacién), de tal formaque u(s) y e(s) estdn
dadas como variables de desviacion (u(s) = u(s) —u, y
e(s) = y(s) — r(s)), u, se obtiene a partir del estado esta-
cionario deseado, k, y 7, se seleccionan de tal manera que
el sistema a lazo cerrado sea estable. El desarrollo para el
andlisis de estabilidad se presenta en el Apéndice A.

5. Simulaciones numeéricas

Para presentar las simulaciones se eligen tres de los sistemas
no lineales méds comunes en textos y articulos de investiga-
ci6n como son: el péndulo, Duffing y Lorenz. Esta seccién
muestra el comportamiento de los sistemas a lazo cerrado,
bajo la accién del controlador PI. Eligiendo la posicién co-
mo salida del sistema, y = x,, y la referencia como un valor
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Amplitud

KC

FIGURA 6. Grifica tridimensional para la variable , del sistema
de Duffing a lazo cerrado (control aplicado a x, y valores 3, = 1,
0p= 015, v5 = 0275 ywp = 1.1):

constante (sin pérdida de generalidad se ha considerado que
r = 0) se realizaron simulaciones corréspondientes a los
sistemas seleccionados. La finalidad de estas simulaciones
numéricas es la de observar el comportamiento de los sis-
temas a lazo cerrado para analizarlo mediante el espectro en
frecuencia; asi como realizar una comparacién entre los es-
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pectros y sus retratos fase correspondientes. Para esto se co-
mienza realizando los experimentos siguientes.

La implementacion de los sistemas de ecuaciones se rea-
liz6 mediante programas en lenguaje Fortran, el cual utiliza
métodos de integracion estandar, como Runge-Kutta, en la
obtencion de las respuestas. Por otro lado, los espectros de
frecuencia se obtuvieron al aplicar la transformada rapida de
Fourier a las correspondientes sefiales en tiempo de la sefial
medida. Para la obtencion de estos espectros se tomaron se-
ries de tiempo consistentes en 2048 y 1024 puntos; una vez
eliminados los efectos de condiciones iniciales.

Para el caso del oscilador de Duffing el sistema a lazo
cerrado queda en la forma

Ty =Ty +u

Ty = By —a] = 6pxy + v, co8(wpt), (1)

donde u estd dada por la expresion equivalente en tiempo de
la Ec. (9) (ver Apéndice A). Primero se muestra el efecto
que se produce al tener como pardmetro de variacién a la
ganancia del control (k,), para esto se obtiene la grifica en
3D del sistema (ver Fig. 6). Con el conocimiento previo del
comportamiento del sistema, se ilustran en la Fig. 7 una serie
de gréficas que muestran los espectros de frecuencia para I,
(variable medida) y u (accién de control) del sistema retroa-
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FIGURA 7. Espectros de frecuencias para z; y u del sistema de Duffing, con los respectivos retratos fase, bajo la accién de control PI para
algunos valores de k.. (a) k, = 0, (b) k. = 0.1, (c) k. = 0.5 y (d) k. = 1.5. Parametros escogidos 3, = 1, 0p = 0.15, v, = 0275 y

@By =1
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limentado a diferentes valores de k,; asi como los respecti-
vos retratos fase. Se puede notar, que cuando el controlador
no estd activado (k, = 0), el sistema presenta su comporta-
miento natural (considerando la perturbacion externa como
término natural del sistema) tanto en su retrato fase como en
el espectro en frecuencia (Fig. 7a). Por otro lado, en la Fig. 7b
se muestra cémo para k, = 0.1 las amplitudes de las fre-
cuencias fundamentales en el espectro de 2, se modifican al
grado de desaparecer algunas de ellas (otras modifican s6lo
su amplitud). En cambio el espectro del control gana algu-
nas frecuencias (Fig. 7b.1). También es claro como el atractor
del sistema todavia presenta multiples drbitas. Sin embargo,
aumentando a k. = 0.3 se puede ver la desaparicion de fre-
cuencias fundamentales en el espectro de ;. coincidiendo
esto con la estabilizacién de érbitas en el retrato fase. Mien-
tras tanto el espectro del comando de control varia un poco
con respecto al obtenido para k. = 0.1 (ver Fig. 7c.2). Por
dltimo, se nota que al continuar incrementando la ganancia
del controlador (k. = 1.5) se ocasiona la estabilizaci6n de
todas las 6rbitas inestables del sistema y por ende la supre-
sion total de caos; esto es, la ganancia del controlador logra
llevar las diferentes érbitas inestables del sistema a una 6rbita
en comun (ver Fig. 7d). Por lo tanto, se puede decir que para
valores aproximados al intervalo de 0 < k, < 0.7, el sistema
estabiliza algunas 6rbitas inestables pero no logra suprimir
caos completamente, sin embargo para k., > 0.7 se logra la
estabilizacion. De acuerdo al respectivo andlisis de estabili-
dad (ver Apéndice B) sobre el sistema se puede comprobar
que efectivamente para un valor de k, > 0.76 las trayectorias
del sistema a lazo cerrado convergerdn al origen; el cual es
un punto de equilibrio. Por otro lado, cabe destacar que se lo-
gra una estabilizacién préctica en el sistema y esto es debido
a que las trayectorias del sistema convergen a una vecindad
arbitrariamente pequefia del origen. Incrementar la ganancia
del controlador significa eliminar frecuencias fundamentales
del sistema. Por ejemplo, la frecuencia f, (cuya frecuencia
es 0.11 rad) permanece para k, = 0,0.1y 0.5 (Figs. 7a.l,
7b.1 y 7c.1), sin embargo para k. = 1.5 (Fig. 7d.1) dicha
frecuencia es eliminada. De esta manera es importante notar
que el control destruye la dindmica del sistema por medio de
k. pero, sin embargo, el control se queda con solo algunas
frecuencias del sistema (por ejemplo para k. = 0.5) y no con
todas las frecuencias que son eliminadas para ese valor de
k.. Y con solo algunas frecuencias el resto son estabilizadas.

Para el caso del péndulo el sistema a lazo cerrado estd
dado por

Ty = By F W,

Fy-= —8,Ty — sinf®y ) +%; cos(wyt), (12)

donde u es el comando de control en el dominio del tiem-
po (ver Apéndice A). De igual manera, primero se mues-
tra el comportamiento del sistema mediante la grafica en 3D

1

FIGURA 8. Gréfica tridimensional para la variable x, del Péndulo a
lazo cerrado (control aplicado a =, y valores 4, = 0.013.~, = 0.5
yw, = 0.6).

(Fig. 8). Para este caso en lugar de presentar una comparacion
entre el estado z, y la accién de control ahora se muestra los
espectros de frecuencia para x, y u (accién de control) del
sistema retroalimentado, obteniendo las gréficas a diferentes
valores de k. con sus respectivos retratos fase. No obstan-
te el comando de control es aplicado a la variable z,, los
fenémenos de estabilizacion y supresion de caos se presen-
tan en los demds estados x, como se ilustra en la Fig. 9. Para
este sistema se encuentra mediante el andlisis de estabilidad
que para valores de k. > —0.013 el sistema es estable.

Finalmente se muestra el modelo de Lorenz, cuyo sistema
de ecuaciones es el siguiente:

r=o(y—zx)+u,
Yy=pr—y-—zxz,

z=—fz+ 7y, (13)
donde, de acuerdo al andlisis de estabilidad, el sistema de
Lorenz puede ser estabilizado en el origen para k, > 128 (el
valor puede ser obtenido siguiendo el procedimiento discu-
tido en el Apéndice B). Al igual que los casos anteriores se
presentan los fenémenos de estabilizacién y supresion de ca-
os con la ventaja de ser observados con una mayor claridad
(ver Fig. 10). Esto es, a medida que la ganancia de control es
incrementada, un gran nimero de drbitas inestables se esta-
bilizan de acuerdo al valor de k.. Asi, se puede observar en
la Fig. 5 que para un valor alrededor de k, = 130 el compor-
tamiento cadtico es suprimido, coincidiendo esto con el valor
encontrado mediante el andlisis de estabilidad. Una explica-
cién de este fenémeno es que el control de retroalimentacion
es un estabilizador de 6rbitas por medio de la ganancia del
control (k). Como se puede ver en los retratos fase respecti-
vos para cada uno de los sistemas (ver Figs. 7,9y 10).
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FIGURA 10. Espectros de frecuencias para x, y u del sistema de Lorenz, con los respectivos retratos fase, bajo la accién de control PI para
algunos valores de k.. (a) k. = 0, (b) k. = 20, (¢) k. = 80 y (d) k. = 128.
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6. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un estudio en el dominio de
la frecuencia sobre sistemas caéticos retroalimentados (siste-
mas de control a lazo cerrado). Ademads, se ha expuesto una
herramienta para el andlisis de estabilizacién de drbitas en
atractores cadticos. Se encontré que la ganancia de control
(%,) de un sistema retroalimetado puede ser interpretada co-
mo un pardmetro de bifurcacion del sistema.

Por otro lado, se logré la estabilizacion y supresién de ca-
os; implementando una accién de control clasica (PI). Con-
forme la ganancia de control incrementa, la retroalimentacion
proporcional-integral permite (mediante la modificacion de
la dindmica del oscilador) la estabilizacién de orbitas conte-
nidas en el atractor. Simulaciones numéricas ilustraron, me-
diante espectros en frecuencias, resultados obtenidos al es-
tudiar sistemas cadticos de segundo y tercer orden. Enton-
ces, es claro que el controlador PI estabiliza o suprime ca-
0s en un sistema dindmico para alguna k., <k, < k_,
(donde k.. ; y k., son constantes). Una interpretacion de este
fendmeno es que el control de retroalimentacién es un esta-
hilizador de 6rbitas inestables por medio de la ganancia de
control (k) [8].

En principio, el controlador actda sobre un sistema, ya
sea absorbiendo o cediendo energia, esto es, al producirse los
efectos de estabilizacién o supresion de caos se piensa que
la energia que se estd eliminando del sistema se transfiere
a la del sistema del control (o sea esa energia es absorbida
por el control). En la Ref. 8 se discutié que un controlador
proporcional-integral es capaz de suprimir caos. Pero des-
de el punto de vista de absorsion energética, los resultados
obtenidos aqui muestran que la sefial del eomando de con-
trol no tiene comportamiento dindmico regular. De hecho, la
sefial del comando de control puede contener una o varias
frecuencias fundamentales (ver Figs. 7, 9 y 10). Estd claro
que el comando de control no cuenta con todas las sefiales
contenidas en el atractor sin control, asi que surgen algunas
preguntas. En un esquema de supresién de caos basado en
retroalimentacién, el comando de control absorbe (o provee)
energia. ;La energia del comando de control tiene frecuen-
cias que estaban contenidas en el atractor sin control?. Si el
comando de control contiene algunas sefiales que son produ-
cidas por el sistema a lazo abierto (sin control), significa que
algunas drbitas del atractor han sido “absorbidas” por la re-
troalimentacién. Entonces, ;el resto de las drbitas dependen
de las que han sido estabilizadas?. Una respuesta afirmativa
a la segunda pregunta implica que existe acoplamiento direc-
to de algunas Orbitas dentro del atractor con las que absorbe
el controlador. Asi, al haber sido estabilizadas (i.e., absorbi-
das por el controlador) las frecuencias acopladas se estabili-
zan. Es decir, existe resonancia entre 6rbitas contenidds en
un atractor cadtico. Intentar responder las preguntas anterio-
res estd mas alld de los objetivos del presente trabajo, asi que
resultados obtenidos en este sentido serdn sometidos para su
publicacién en breve.

Finalmente, podemos concluir que si existe este tipo
de acoplamiento de frecuencias en los sistemas estudia-
dos, es posible caracterizar este acoplamiento, el cual seria
de gran ayuda principalmente para la identificacién de un
nimero considerable de sistemas cadticos (biol6gicos, fisicos
y quimicos).

Apéndice A. Obtencion de la ecuacion equiva-
lente en el dominio del tiempo para el controla-
dor u(s)

Aqui se presenta el procedimiento para la obtencién del con-
trolador en el dominio del tiempo. Consideremos la ecuacién
del control en el dominio de Laplace como

1
u(s) = k, (l + —) e(s), (14)
TS
donde k, es la ganancia de control, 7; la constante del tiem-
po de integracion y e(s) el error de retroalimentacion [e(s) =
y(s)—r(s)]. Aplicando la tranformada inversa de Laplace te-
nemos
i t
u(t) = ke(t) + = /e(f,)dt: (15)
T2
o
asumiendo el caso particular de tomar x; como la salida del
sistema y una referencia nula (r = 0) se obtiene e(t) =
y(t) — r(t) = y(t) = z,(t) = z,,») simplificando (14)

t
k
w=ka + —C/:L'Idt. (16)
c .
1

Por dltimo, se realiza un cambio de variablede n = y — r
y en consecuencia obtenemos la expresién final del comando
de control

C.
u=k.xz; +—n,
51

n=uz. (17)

Apéndice B. Analisis de estabilidad

Aqui se presenta un procedimiento sistemdtico que garanti-
za al menos estabilidad local sobre los sistemas a lazo ce-
rrado estudiados en este trabajo (sistemas retroalimentados).
Sin perder generalidad, consideremos un sistema dindmico
de segundo orden bajo la accién de control.

El sistema es de la forma siguiente:

= f(z) + u, (18)

donde 2 € R?, f(x) es una funcién suave no lineal y
u € R es el comando de control aplicado al sistema. Pa-
ra esto, se considera que el sistema presenta un comporta-
miento caético y que el comando de control aplicado es re-
presentado por el control con accién proporcional e integral

u=k(y—r)+ (k. /7) [(y —r)dt.
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Asi, tomando el caso particular del oscilador de Duffing,
el sistema 17 queda de la siguiente manera

T, =Ty — U,
&, =z, — 23 — 8,25 + 7p cos(wpt), (19)

donde u es la accién de control en su representacion en el
dominio del tiempo (14), §,, es una constante propia del sis-
tema y 7, cos(w,t) corresponde a la perturbacion exdgena
introducida al sistema con la finalidad de generar el compor-
tamiento caético del mismo. De tal forma que mediante algu-
nas manipulaciones algebraicas la ecuacién anterior pude ser
reescrita de la manera siguiente

C

&y = 2y —ke— =M
L5

i:'l =Ty = I:]’.' - 602:2 + 7 COS(th):
=, (20

donde e es el error (e = y — ), la salida del sistema es la
posicién (y = x,) y la sefial de referencia es una constante
(r = 0). Enseguida se linealiza el sistema al obtener el jaco-
biano evaluado en un punto en particular (para este caso se

elige el origen) resultando la matriz

kc
-& L =25
000~ | 1 -5, 0 | e
1 0 0

Por lo tanto, para garantizar estabilidad, al menos local-
mente, se requiere que los valores propios de la matriz J
estén ubicados en el semiplano izquierdo complejo. Asi que,
tomando los valores siguientes, para el caso del oscilador de
Duffing: 6, = 0.15,v, = 0.275,w, = 1.1y, = 1,seen-
cuentra que el valor de k, (ganacia del controlador PI), para
lo cual el sistema es estable es k. > 0.76.

En consecuencia, con este mismo procedimiento se pue-
den obtener los valores de los pardmetros del controlador (k)
al realizar el andlisis respectivo sobre los diferentes sistemas
dindmicos. Asf, obtenemos que para el oscilador de Lorenz
con pardmetros o = 10, p = 28, § = 8/3, se encuentra que
el sistema es estable para valores de k, > 128. Del mismo
modo, pero para el caso del péndulo, se obtiene que el siste-
ma es estable para k, > —0.013 con §,, = 0.013, v, = 0.5,
w, = 0.6.

() Intervalo donde aparece las frecuencias fundamentales de una

sefial.

Por simplicidad en la presentacién se asume que e(t) = e,

u(t) = uyz,(t) = oo
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