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El concepto de estabilidad de los equilibrios de un sistema dindmico es clarificado, definiendo tanto estabilidad lineal (espectral y formal)
como alineal. Se analizan casos para los que hay equilibrios linealmente estables pero alinealmente inestables y viceversa. Las integrales de
movimiento del sistema son utilizadas para el estudio de la evolucion de estados inicialmente cercanos a un equilibrio; se muestra cémo se
pueden ohtener cotas a priori para la distancia a ese punto. Los ejemplos utilizados corresponden a sistemas hamiltonianos. tanto canénicos
como singulares. Se ejemplifica el proceso de rcduccié'n del espacio de estados y el concepto de estabilidad en un espacio restringido.
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The concept of equilibria stability in a dynamical system is clarified, defining both linear (spectral and formal) and nonlinear stability. Cases
for which there are equilibria that are linearly stable but nonlinearly unstable and viceversa are analyzed. The integrals of motion of the
system are used to study the evolution of states initially close to an equilibrium; it is shown how to derive a priori bounds for the distance to
that point. The examples used here correspond to Hamiltonian systems both in the canonical and singular sense. The process of state space

reduction and the concept of restricted stability are exemplified.
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1. Introduccion

Sea un sistema dinamico auténomo
dx

donde las negritas indican un vector con un nimero finito de
componentes (aunque nuestra intencion es generalizar al ca-
so de campos). Definiendo uno de los puntos de equilibrio
(indicados por mayusculas) x = X y la perturbacién x por

f(X)= 0,

ax(t)=x(t)—X;
al estudiar la estabilidad de X nos preguntamos si es posible
demostrar a priori que 6x no puede crecer; por otra parte, si
X es inestable nos preguntamos como es que pueda crecer
4x. Estabilidad e inestabilidad no son conceptos univocos,

sino que dependen de definiciones particulares. Por ejemplo,
tres definiciones de estabilidad son [1]

I. Espectral: Si dx(t) = Re (e Xqert) + O (%) =
ReA, < 0.

Formal: 3T (x) : dZ/dt =0, 67 =0, §°Z > 0.
0.3 [6x(0)] < n =

b2

3. Normada: Ve >
[[dx (t > 0)|| < e.

(Normalmente este orden es de mds débil a mas fuerte; sin
embargo veremos un ejemplo de sistema linealmente inesta-
ble pero alinealmente estable.) La primera definicion, la de

los modos normales %,,, es la mds fdcil de aplicar, ya que el
problema se reduce a calcular las autosoluciones (A,, X, ) de
L., donde la ecuacidn de evolucion de una perturbacién infi-
nitesimal se escribe como

5% = L(X) ox. (N

Para asegurar estabilidad lineal, ademas de la condicién indi-
cada, sobre los autovalores de L, se necesita también probar
que los autovectores {X, } forman una base completa en el
espacio de las perturbaciones infinitesimales. En el segundo
caso, la variacion total de una cierta integral de movimiento
AT es expandida en términos de la perturbacion

1.,
A’I::I(X-M‘x)fI(X):51+5(5~1+...1

donde 8" = O (6x™) [2]; la condicidn de estabilidad formal
establece que 7 (x) tiene un minimo en el punto de equilibrio
(si tuviera un maximo, bastaria con cambiarle el signo a 7).
Finalmente, la tercera definicion es la mas fuerte: establece, a
diferencia de las dos primeras, estabilidad alineal y requiere
de la definicién de una norma ||6x||; en adelante se indicara
por 1 (£) al menor de los 7 correspondientes a cada e > 0.

En las Sec. 2 aclararemos mads estos conceptos, median-
te ejemplos particulares. Los resultados son luego relaciona-
dos, en la Sec. 3, con la teoria de sistemas hamiltonianos, lo
que facilita la comparacién con resultados similares de fisica
ocednica, a presentarse mas adelante.
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FIGURA |. En el espacio de perturbaciones dx = (g, p). las lineas
delgadas representan drbitas posibles y el origen es un punto de
equilibrio. Este es estable, ya que si [|[§x (0)|| < # (circulo menor)
entonces ||6x ()|| < ¢ (circulo mayor) ¥t, y es posible encontrar
1 dado cualquier £ > 0.

2. Estabilidad: alineal vs. lineal

Estabilidad alineal significa que dado cualquier entorno V:
del punto de equilibrio, es posible elegir un subentorno V;, C
1 tal que para cualquier condicién inicial en V5, el sistema
no sale de V2. En la definicién escrita mds arriba utilizamos
los conceptos de entorno y subentorno con base en distancias,
es decir ||x (t)]] < & para [[6x (0)[| < # (ver el ejemplo de la
Fig. 1, correspondiente a un sistema descrito en la siguiente
subseccion).

En esa figura se utiliza la definicion euclidea de distan-
cia, Hr\'x!]"’ = ¢% + p?; es fécil convencerse que el resultado
es valido para cualquier otra definicién de la norma [|6x]|.
Esto es cierto, en general, para sistemas con un nimero fini-
to de dimensiones. (En el caso de sistemas infinitos, por otra
parte, para los que [|0x|| se define por medio de series o inte-
orales, un equilibrio puede ser estable respecto de una norma
e inestable respecto de otra.)

Un tipo de problemas para los que s¢ puede demostrar
fdcilmente estabilidad alineal son aquellos para los que exis-
te una integral de movimiento Z (x) que tiene un minimo en
el punto de equilibrio X . Para todos los puntos a igual dis-
tancia

x|l = lIlx — Xgl|l =:r 2)

de ese punto, AZ (6x) = T (Xg +0x) - 1 (X ) tendrd un
minimo y un maximo, es decir

6 (r) < AL (6x) <@ (r), (3)

Distancias extremas vs. distancia inicial

dg/dt=p

dpldt = -¢°

; iﬁx(.f) |

f a5

= |5%(0)]
FiGura 2. Sombreado: Rango de distancias al origen en funcion
de la distancia original. para el sistema de la Fig. 1. Lineas cor-

tadas: El origen es alincalmente estable, ya que |dx (t)| < £ para
[6x(0)| < n== (07" (2)).

donde las funciones ¢ y ® se anulan en el origen. Vamos
a suponer que la funcion AZ (6x) es bien comportada, en
el sentido que ¢ (r) y ®(r) son monétonas, por lo me-
nos en algin entorno del origen. Como AZ es constante
para cada 6rbita, el movimiento estd restringido a la capa
® ' (AZ) < |[0x (t)]| € ¢~ (AI). Es conveniente expre-
sar estas cotas en funcién de la distancia inicial, para lo que
usamos (3) en t = 0, obteniendo

e ol (O} <r () <o {2} @)

el sistema no sélo no se aleja arbitrariamente de X g, sino que
tampoco puede acercarse arbitrariamente a ese punto. Lacota
superior de (4) implica la estabilidad alineal de X g, definida
en la Introduccion, con 7 < &~ (¢ (¢)). Estas cotas son uti-
lizadas en la Parte 11 de esta serie, para establecer limites a
priori al crecimiento de perturbaciones de equilibrios inesta-
bles.

2.1. Ejemplo 1: alineal # lineal

Para ejemplificar el procedimiento anterior, considérese el
sistema auténomo bidimensional

i=p, p=-40, (5)

para el cual la unica integral de movimiento es

H = %pz + %rfl. (6)
Las lineas finas de la Fig. | son precisamente los contornos
de 7 para este sistema. A menos de normalizaciones, ¢ es la
posicién y p la velocidad de una particulaen el potencial (uni-
dimensional) V' (¢) = %q*. que tiene un fondo mds “apla-
nado™ que el del potencial arménico V' (¢) x q*. El dnico
punto de equilibrio es el origen, (@, P) = (0,0), de donde
5x = (g,p). Para establecer si es 0 no estable utilizamos la
normar (t) := \/p* + ¢*. Las cotas (3) pueden derivarse ha-
ciendo ¢ = rcosf y p = rsenf y encontrando los extremos
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de H con respecto a € con r fijo; el resultado estd dado por
las funciones [3]

1
o=17 T am=te
Er'z ~1 21
cuyas inversas son
VAH H <l
o M) =1 “11, 371 (H) = V2H.
\/ §+ 2H H= 1

En la Fig. 2 se muestran las cotas (4) a la evolucién de la
perturbacién para este sistema.

Con respecto a las tres definiciones de estabilidad, descri-
tas en la Introduccion, se puede concluir lo siguiente: 1) No
se puede decir que el origen sea espectralmente estable, ya
que hay s6lo un autovector (con autovalor nulo): los modos
normales no constituyen una base completa. 2) Tampoco se
puede demostrar estabilidad formal, pues la segunda varia-
cion de H no es definidamente positiva, sino definidamente
ne negativa

62H = p? > 0,

es decir, la segunda variacién no es suficiente para determinar
si el origen es 0 no un minimo. Esto estd relacionado con el
hecho de que muy cerca del origen las curvas de # constan-
te son pricticamente rectas paralelas al eje g (ver la Fig. 1);
desde el punto de vista lineal, no parece haber restriccion a la
variacion de esta variable. De hecho, la solucién de las ecua-
ciones linealizadas es

op(t) = 6p(0), dq(t) = dq(0) +dp(0)t,

¢s decir, el origen es linealmente inestable. 3) Sin embar-
£o, este punto es alinealmente estable, lo que se demuestra
facilmente con n < @~ [¢ (£)] (ver la Fig. 2).

En este caso, para demostrar la estabilidad no basta
8*H, sino que se debe utilizar 6*H [= 4!V (¢)]: cam-
biando el signo de ese término (es decir, para el potencial
Vi{qg) = —4i4*. que corresponde a ¢ = py p = ¢%
el origen es inestable; por ejemplo, existen las soluciones
{q =+V2(t—tg) ', p= =T to)_z} que muestran
que el sistema modificado puede “explotar” en un tiempo fi-
nito tg > (0. La tnica integral de movimiento es en este caso
H = 1p* — Lq", que satisface 6H = 0y 62H > Oen el
punto de equilibrio, como en el caso anterior.

2.2. Ejemplo 2: lineal & alineal

Podemos ahora considerar el ejemplo opuesto al anterior, es
decir, un sistema es linealmente estable pero alinealmente
inestable. Sea

dz; dzy

. * _# : *y 2
H? = -1z + O‘ZI Zoy E = 2‘&.-32 = 2(21) 5 (7)
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donde las funciones z; (t) y z» (t) son complejas. Definien-
do W = 2225 es d|z1|” /dt = 20ReW, d|z|* /dt =
—4Re W,y dW/dt = 2|z |* (a lz2|® — |21 |2) : real, de don-
de se puede demostrar facilmente que

1
son integrales de movimiento.

El origen es un punto de equilibrio, el cual es espectral-
mente estable: los modos normales corresponden a dos osci-
ladores sin amortiguar, con frecuencias igualesa 1y —2. La
solucidn de las ecuaciones linealizadas es

llm (zfzg) (8)

. 1 .
uﬁ+2m@ﬁ =5

z ~ee 2 ~ee?,

con ¢ — (. Los términos alineales entran en las ecuacio-
nes de movimiento como un forzamiento en resonancia, ya
que substituyendo las soluciones linealizadas en los términos
cuadrdticos de las ecuaciones de movimiento se obtienen
22y ~ e2emity (27)° ~ 262t es decir, términos con
la misma frecuencia que z; y z» (por lo que una expan-
sién perturbativa en € no es vilida a todo tiempo). Ecua-
ciones del tipo (7) pueden estar relacionadas a un campo
@(x,t) = Re[z (t)e™* + 23 (t)e** > +...]; la reso-
nancia indica que la interaccion entre la onda bdsica z;e™* y
el arménico z3e*’% X es muy eficiente, por lo que puede tener
sentido aislar estas dos componentes [4].

El comportamiento alineal del sistema depende crucial-
mente del signo de «. Si o > 0, entonces Z, es una norma
que se conserva: el origen es un punto de equilibrio alineal-
mente estable. Para a < 0, en cambio, 7, es indefinida.

Por ejemplo, la siguiente solucién (con frecuencias igua-
les a las del problema linealizado)

2= —(t—1t -1 —it—ip
1 \/5( 0) e ’ ©)

29y = — (f - f(])_l (’2“+2i0

muestra que para « < 0, ¢l sistema puede explotar en un
tiempo finito. Eligiendo ty 3> 1 se ve que la inestabilidad
es posible para perturbaciones iniciales arbitrariamente pe-
querias. Esto es diferente a decir que un punto de equilibrio
es inestable para perturbaciones suficientemente grandes, lo
que es casi una trivialidad (para la mayoria de los sistemas).

Por otra parte, las soluciones para, digamos, o = 1 pue-
den ser obtenidas de la solucion general [5] para una tria-
da resonante (21, 22, z3) (t), haciendo que dos componentes
coincidan: z3 — z;. En la solucidn genérica |z1] ¥ |22| osci-
lan entre dos valores diferentes de cero, mientras que las fre-
cuencias instantdneas —d (arg z;) /dt experimentan una mo-
dulacién periddica. Casos extremos son las soluciones donde
las frecuencias son las del problema lineal y hay un maximo
intercambio de energias

21 = —=psech [u (t — tg)] e~
gty g NE L (8 = to)] (10)

ptanh [p (t — to)] e2it+2i0

B
o
Il
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a las que tienen energias y frecuencias constantes

21 =
e =1 3
z2

:1(1—&))(

: o —i(wt+0)
z‘(l w)e an

2i(wt+0)

donde i, w, 8 y to son reales arbitrarios. Aplicando la trans-
formacién @ — 6 F i en las tres soluciones presenta-
das, (9) a (11), se obtiene una nueva solucién de la forma
2y + iz, 2o+ —22; dos veces esta transformacion im-
plica que z; — —2z1, 22 F 22 lleva soluciones a soluciones.
Es f4cil ver que éstas son invariancias de todas las soluciones
de (7).

En (11) las frecuencias son iguales a w veces sus valo-
res lineales y las amplitudes son constantes. Haciendo w = 0
se obtiene una familia de puntos de equilibrio, diferentes del
origen:

7y =ie ", Zy=ie*, (12)
donde 0 es un real arbitrario. ;Son estables estos equilibrios?
La respuesta es claramente negativa: eligiendow < len (11)
se obtiene una solucién exacta que inicialmente estd muy cer-
ca del equilibrio (12), pero luego se aleja una distancia finita
de €1. Por ejemplo, para lanorma||z; — Zj||‘) =75 (25 —2Zj)
esr? (1) = 3w? 4+ 2(1 — w) (2 + coswt) sin® 4. De manera
que r (0) = f; 3 w, mientras que max [r(t)] = '3- + O (w)
(el miximo se alcanza en wt = %11’). Esta inestabilidad es
de origen alineal y no es de modos normales: el crecimiento
inicial de 7 en t no es exponencial sino cuadréitico. Compa-
rando (11) con (12) se ve que la inestabilidad estd asociada
a una deriva de las fases de z1 y z», tal que la fase de z'f:-g
permanece constante. Podemos hacer un cambio de variables
—que separe la fase que varia en (11)— mediante una trans-
formacion a cuatro variables reales (x, y, z, ¢) de la forma
2 =iz () e 00z = [z (t) + iy ()] 2.

Las ecuaciones de movimiento, para &« = 1, en las nuevas
variables son

& =222 — 2?}2
= Lz o= By (13)

i=—-xz

y ¢ =14y (si z # 0), las que tienen como integrales de
movimiento a

I =

W | =

(2? +y* +22%), I, = -y’ (14)

La cuarta variable, ¢ (), no entra en las ecuaciones de
evolucién (13) de las tres primeras —ni en las integrales de
movimiento (14). Se puede, por lo tanto, reducir el sistema a
las variables (z,y, z) (t). Esta reduccién es andloga a la que
va de la descripcion lagrangiana de un fluido a la euleriana.
En la primera se tiene la informacién de la posicién y demds
propiedades de cada volumen elemental (o “particula”), en
funcion del tiempo; En la segunda, en cambio, se utilizan
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los valores de esas propiedades en cada posicion posible, in-
dependientemente de ciial sea la particula que pasa en ese¢
momento por ahi. La informaci6n que se pierde con la reduc-
cién (el equivalente de ¢, en este ejemplo sencillo) son las
“etiquetas™ de las particulas (que nos permiten identificarlas
en la descripcion lagrangiana).

Los equilibrios del sistema reducido son

A:{X=0[Y|=|2]},

B:{X#0,Y=2Z=0}, (15)
mientras que los del sistema (7), el origen y los de (12), co-
rresponden en las nuevas variables a (X,Y, Z) = (0,0,0) y
(X.,Y,Z) = (0,1, 1), respectivamente; los que son tan s6lo
casos particulares del conjunto A. El sistema reducido tie-
ne mis equilibrios que el problema original. Regresando a la
analogfa del fluido, existen equilibrios de la descripcién eule-
riana (un campo estacionario de corrientes) que no lo son de
la lagrangiana (ya que la posicion de cada particula cambia
con el tiempo). Ademds, un estado estable desde el punto de
vista euleriano (espacio reducido) no lo es necesariamente en
el lagrangiano (espacio “‘completo™): una pequefia perturba-
cién de velocidad euleriana puede hacer que la distancia entre
dos particulas inicialmente muy cercanas aumente arbitraria-
mente, respecto del caso sin perturbar, para t — co.

Los equilibrios del conjunto A corresponden, en el es-
pacio completo (tetradimensional), a la solucién dependiente
del tiempo (11), la cual en las nuevas variables se escribe co-
mo (z,y,z,¢) = (0,1 —w, 1 — w, 8 + wt). Esta solucién
es inestable, ya que las drbitas correspondientes a w = w
yw = wp conw; —wy < 1, aunque estdn muy cercanas
en t = 0 se separan una distancia finita para |w; — ws|t 2 1.
Podemos preguntarnos si son o no estables en el espacio redu-
cido (tridimensional) descrito por (z,y, z). Los modos nor-
males garantizan estabilidad lineal, pues los autovalores son
10,2iV/3Y, ~2iv/3Y'} y los autovectores correspondientes
forman una base completa. Con respecto a estabilidad for-
mal, la combinacion 7 = 7, + 7, de ambas integrales de
movimiento tiene primera variacién nula §Z = 0 en el punto
de equilibrio, pero 627 = Lox? + +6y* + 6ydz es claramente
indefinida.

En suma, se puede demostrar estabilidad espectral, pero
no formal (al menos en el sentido definido en la Introduc-
cion). Con las integrales de movimiento no se puede demos-
trar 627 > 0 para perturbaciones arbitrarias. Esto pareceria
ser una limitacién de la utilidad de las leyes de conservacion.
Sin embargo, la Fig. 3 muestra que

(SZI'_J =0 6

I;=cte.

2.
g Iz'l'lzcte. <0

en cada uno de los cuatro equilibrios del conjunto A. Esta
condicion ampliada (o “débil™) de estabilidad formal es su-
ficiente para garantizar estabilidad lineal, ya que una pertur-

bacién pequefia de un equilibrio debe evolucionar sobre una
superficie 7; (x) = cte., donde 7> (x) tiene mdximos y mi-
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[x.y.z] =V(2l ) [V2 cos cosi, V2 cos sink, sinf]

FIGURA 3. Representacién grdfica de las integrales de movimicn-
[u dl,l sistema (13): se muestra la estructura de la segunda, 7, =

Ly=*, sobre la superficie del c]np\mde dehmdo por un valor cons-
tante de la primera, 7; = 1 (#* +y* +22%). Las coordenadas
(&, y.z) son escritas en funcién de las coordenadas polares (A, #)
como se indica en la figura. Los puntos A son equilibrios estables,
mientras que el punto B es un equilibrio inestable.

nimos; a las perturbaciones sobre 7, (X) = cte. se les llama
“dindamicamente accesibles™ [6].

Finalmente, la Fig. 3 muestra que en cada superficie
I, (x) = cte., I, (x) tiene un punto de ensilladura en el equi-
librio del conjunto B, es decir, 5212|Il:ﬂ9_ es indefinida.
De hecho, los puntos B son equilibrios inestables: la solu-
cion lincalizada de (13) es dz = dz (0), sy = by (0)e*X!
y 6z ~ 6z (0)e ¥, Los equilibrios del conjunto B co-
rresponden a una solucién muy sencilla de (7): (21,25) =
(0, X e?#+2%) Obviamente, ésta también es inestable en el
espacio completo (de cuatro dimensiones); por ejemplo, la
solucion (10) con tg > 0, i = —X y sech [utg] < 1 estd
inicialmente muy cerca de ella, mientras que para |1t — o

es (:}‘:3) S (()!‘\'egif+2?(}+fﬂ)'

. Relacion con sistemas hamiltonianos

En la Sec. 2 se ejemplificé el uso de las leyes de conserva-
cion en el estudio de la estabilidad de equilibrios. Estos pun-
tos estan directamente ligados a la existencia de extremos de
integrales de movimiento dentro del contexto de la teoria de
sistemas hamiltonianos, tanto canénicos como singulares.

[.0s sistemas hamiltonianos candnicos, son caracteriza-
dos por la funcién (de un nimero par de variables) H (q, p),
tal que

dqg OH dp OH

R, s 16
dt  dp’ dt dq (62

En un equilibrio, (dq/dt) = 0y (dp/dt) = 0, es dH =
(OH/Dq) - 6q + (OH/Op) - 0p = 0; si 6*H es de signo de-
linido s¢ garantiza estabilidad formal. Este es el caso de los
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sistemas cldsicos de particulas, para los que # es igual a la
suma de la energia cinética (la que es definidamente positi-
vaen el subespacio de las velocidades) y un potencial V: los
minimos de V' son equilibrios estables, al menos en el sentido
lineal.

El primer ejemplo presentado en la Sec. 2 es de este tipo:
las Ecs. (5) se pueden derivar del hamiltoniano (6) usando las
férmulas candnicas (16). En este ejemplo, el hamiltoniano
tiene un minimo en el origen, el cual es un equilibrio alineal-
mente estable a pesar de que §°H > 0 (la segunda variacién
no basta para demostrar estabilidad).

Se puede considerar un caso ain mds raro, el cual mues-
tra que aungue es Util que una integral de movimiento sea
extrema en un punto de equilibrio, esto no es estrictamen-
te necesario para establecer su estabilidad: El hamiltoniano
canonico

2r

1 .
H(qg#0,p) = ;])’4— q cos —,
2 q

L .y
H(0,p) = i

tiene gradiente nulo en el origen (el cual es, por lo tanto, un
punto de equilibrio), pero no es ni mdaximo ni minimo allf:
en cualquier entorno del origen hay puntos con H > 0y
H < 0. Por ejemplo, H (£2¢,.0) = (=1)"2/n?, donde
(n = 1/n con n entero positivo. Sin embargo, se puede de-
mostrar que el origen es .llinullmeme estable considérese
una condicién inicial tal que ¢ (0)° g 2] ((}) = qn para algin
entero positivo n; ya que en general 2H < p*> + ¢* es ob-
viamente 2H < qi. Notese que 2H (£qn.p) = p" +q2
y, por lo tanto, es q(f] < q;’, (pues si fuera q = =£qn,
entonces seria p* = 2H — g7 < 0). Por otra Parle es
p(t)* < 2H+q(t)* < 2¢2. Finalmente ¢ (t)° +p(t)° < 3¢2.
Por lo tanto demostramos estabilidad alineal, en el sentido
definido en la Introduccion, con 1 < n~ ' < £/V/3.

El segundo ejemplo de la Sec. 2 es mds “normal” que
el recién descrito. Mediante el cambio de variables z; =
q1 +ip1, 72 = 2 (g2 — ip2/@), el sistema (7) puede escribirse
como uno hamiltoniano canonico donde H (q1, p1, g2, 02) =
Lol +1pt +aq3 + Lp3+pip2 — aip2 +20q1prg2; en término
de las 7;, definidas en (8), es H = 7 + aZ,. El origen es un
equilibrio; si a > 0, entonces §*H > 0 alli y por lo tanto ese
punto es estable. Los equilibrios (12), por otra parte, son tales
que 0H = 0y 8°H > 0. Efectivamente, se vio en la Sec. 2
que son inestables. El sistema reducido a tres variables (13)
¢s hamiltoniano pero singular (no puede ser candnico, ya que
el nimero de variables en el espacio de estados es impar).

Un sistema hamiltoniano singular [T] es uno caracteriza-
do por la funcion H (x) y el tensor de Poisson J (x), el cual
es antisimétrico y satisface la igualdad de Jacobi [8], tal que
las ecuaciones de movimiento pueden escribirse en la forma

x = J (x) VH (x). (17)

Las ecuaciones candnicas (16) también pueden ser escritas
en esta forma, donde det J # 0; lo que hace especiales a los
sistemas singulares es que det ] = 0, por lo que existe un
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espacio nulo de J (desarrollado, en cada x, por las autosolu-
ciones {0, } de JU, = (). Mds precisamente, la antisimetria
de J y la igualdad de Jacobi aseguran que hay soluciones no
triviales de

J (x) VCa (x)=0; (18)

las funciones C, (x) son llamados casimires del tensor de
Poisson [9]. Un resultado muy importante es que en casi to-
do ¢l espacio de estados, el nimero de casimires es igual al
corrango de J; dicho de otra forma, {VC, (x)} es una base
completa en el espacio nulo de J (x) [10]. (Mds adelante se
da un ejemplo de esto.)

Como se expresd mds arriba, los puntos de equilibrio de
un sistema hamiltoniano canénico corresponden a soluciones
de VH = 0, ya que det J # 0. Para un sistema singular, ¢n
cambio, J (X) VH (X) = 0 corresponde a

§He =0 en x=X, Ho=H+> XaCa (19

donde las A, son constantes. Para éx = x — X — 0es
V(H+ Y, Aale) = M(X)0x + O (6x?), por lo que la
evolucion de una perturbacién infinitesimal (1) tiene la [or-
ma

x =J(X) 5

Ha (0x) =

En otras palabras, el problema linealizado puede ser escri-
to en la forma (17), con J =, J(X) y el hamiltoniano
Ha (0x) = L82He = 3 (6x)" M(X)0x. La estabilidad
formal se basa en que H» (6x) (que es una integral de mo-
vimiento del problema linealizado) tenga un méaximo (o un
minimo) en éx = 0. Esto incluye como caso particular a los
candnicos, para los cuales el término Zu AqCq nO estd pre-
sente y o (0x) = L8%H.

Por ejemplo, las Ecs. (13) del sistema de la Sec. 2.2 en
el espacio reducido de tres dimensiones pueden ser escritas
en la forma x = 4271VZ, x VI, = —4:7'VI; x VI,
donde los 7; estdn definidas en (14). Esta es justamente la
forma de un sistema hamiltoniano singular en un espacio de
tres dimensiones, donde H = Z; y Ju = 427 'V, x u (para
u arbitrario), o sea

0 —dy 2z
J=| 4y 0 0
-2z 0 0

Por ser J lineal en x se dice que es un tensor de Lie-
Poisson [6]. (También se podria elegir H = 7y y Ju =
—4z'V7, x u, pero este tensor de Lie-Poisson tiene una
singularidad en = = 0.) Es facil ver que el corrango de J es
uno y el vector nulo es VZ;, salvo para el puntoy = z = 0.
En las superficies (bidimensionales) 7; = cte., el sistema se
puede a su vez reducir a uno candnico, pero la transformacién
es complicada e innecesaria para establecer estabilidad.

4. Conclusiones

Un marco bastante general donde se puede estudiar el proble-
ma de estabilidad es el de un sistema hamiltoniano singular,
donde las integrales de movimiento son el hamiltoniano H y
los casimires Cq. En un cierto equilibrio se puede encontrar,
en general, C = 3, MaCo tal que § (1 + C) = 0. Un criterio
de estabilidad formal, mds débil que 62 (H +C) > 06 < 0
(para perturbaciones arbitrarias), es

J')'H. > {)

— (6 6°H| 0) .

C=cte. <
Este sistema singular puede provenir de la reduccion de uno
canénico, en un espacio de mds dimensiones, que se obtiene
al eliminar ciertas variables. Los casimires C, son una propie-
dad del espacio reducido, y corresponden a los generadores
de las transformaciones a lo largo de las variables ignora-
das. en el sistema original. A su vez, la dindmica en el su-
bespacio € = cte. puede escribirse en forma candnica, con
Helq,p) = H + C; los extremos de He: son equilibrios
estables en el espacio reducido. Esta transformacion a varia-
bles canénicas no es siempre posible y, de todos modos, no
es necesaria para establecer estabilidad.

El ejemplo de la Sec. 2.1 es especial porque los modos
normales, los autovectores de L(X), no forman una base
completa; de hecho, el sistema es linealmente inestable por-
que hay perturbaciones infinitesimales que crecen como ¢ (lo
cual no tiene la forma de un modo normal). Para establecer la
estabilidad alineal fue necesario analizar el término de grado
superior en el hamiltoniano.

Para el ejemplo de la Sec. 2.2, en cambio, los modos nor-
males si forman una base completa, y estos son osciladores
clementales (el sistema es espectralmente estable). Llame-
mos al valor de H (6x) evaluada en cada modo su “‘energia”.
Cuando todos los modos tienen energia del mismo signo, el
punto de equilibrio es formalmente estable, lo que para sis-
temas con un nimero finito de variables implica estabilidad
alineal. Cuando hay modos con energias de signos opuestos,
en cambio, el sistema puede ser alinealmente inestable (por
ejemplo, a través del fenémeno de interaccidn resonante ex-
plosiva) [11]. Esto es muy diferente al caso espectralmen-
te inestable, cuyos modos crecientes (o decrecientes) tienen
energia nula,
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