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El concepto de estabilidad de los equilibrios de un sistema dín;ímil'ol's clarilkado. definiendo talllol..'stabilidad lineal (cspcctfóJl y formal)
(lIllO ;J1incal. Se analizan casos para los que hay cqllilihrios Iinealmcnte estahlcs pero alincalmcllle in(,'stahles y ¡'¡n'\'asa, Las integrales dc
movimiento dd sistcma son utili/.adas para cl cstudio de la cvoluci<ín tle cstados inicialmentc ccr<:anos a un equilibrio: se muestra c6rno se
pucdt'n obtcncr cotas {/priori para la distancia a cse punto, Los ejl'mplos utilitatlos corresponden ;¡ sistemas hamiltonianos. tanto can<'ínil'os
romo singul;lres. Se ejemplifica el proceso de reducció.n dd espacio de estados y el concepto de estahilidad en un espacio restringido,
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The l'Ollcept of equilibria slability in a Llynamical system is clarilied, l!cliníng nolh linear (spcctr.ll anl! formal) and nonlincar stahility. Cases
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1 .,
::>1= I(X +Jx) -I(X) = JI + '2,1-1+ ...

los fIlodos nomUl/l's X'l> es la más fácil dc aplicar. ya que el
problema se reduce a c.llcular las autosolucioncs (.\(1' Xli) de
L. donde la ccuaci6n de e\'olución tic una pcrturhación infi-
nitesimal se escrihe como

Para asegurar estahilidad lineal, además de la condición indi-
cada, sohre los autovalores de L. se necesita también prohar
que los autovectorcs {XII} forman una base completa en el
espacio de las perturhaciones inlinitcsimales. En el segundo
caso, la variación total de una cierta integral de movimiento
i:::J.l es expandidn en términos de la perturlxlción

dondedHI = () (áxll) 121; la contlición de estnbilidau formal
establece que 1 (x) liene UIl mínimo en el punto de equilihrio
(si tuviera un máximo. hastaría con camhiarle el signo al),
Finalmente, la Ierccra definición es la más fuerte: establece, a
diferencia de las dos primcras, estahilidad alineal y requiere
de la definición de una norma lIáxll; en adelantc se indicará
por 1I (E) almcnor de los /1 correspondicntes a cada é > O.

En las Sec, 2 aclararemos m;ís estos conceptos, median-
te ejemplos particulares, Los resultados son luego rclaciona-
dos, en la Sec. 3, con la teoría de sistemas hamiltonianos, lo
que facilita la comparaciún con resultados similares de física
oce,ínica, a presentarse m<Ísadelanle.

(I),Ix = IL(X) ,Ix.

al estudiar la estabilidad de X nos preguntamos si es posihle
demostrar (f I,riori que óx no puede crecer; por otra parte, si
X es iUl'srab/e nos preguntamos cómo es que pueda crecer
e5x. Estahilidad e inestnbilidad no son conceptos unívocos,
sino que dependen de definiciones particulares. Por ejemplo,
tres deliniciones de csrabilitlmj son [11

l. Espectral: Si Jx (1) = He (E x"eÁot) + O (E') =:-
[l.'A" SO.

2. ";mlla/: 3 1 (x) : dI/di = O, JI = O, J'I > O.

.1. Normada: V E > O, 3 ti IIJx (0)11 < ti =:-
IIJx (t > 0)11< E.

1. Introducción

f(X) = n,

Jx (1) = x (1) - X,

(Normalmente este orden es dc nl<Ís déhil a más fuerte; Slll

embargo veremos un ejemplo dc sistema linealmente inesta-
hle pero a1incalmcntc estahle.) La primera definición, la de

donde las negritas indican un vcctor con un número finito de
componentcs (aunque nuestra intención es generalizar al ca-
so de campos), Definiendo uno de los puntos de equilihrio
(indicados por mayúsculas) x = X y la perturbaci6n e5x por

Sea un sistema dinámico autónomo
,Ix
Tt=f(x),
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dp'dt: -l

Distancias extremas VS, distancia inicialr- ';;d;:P'
. <r

f-I(illl{'\ 1. Smnhrt.':.uln: Rango de distancias al origen en función
de la distnncia nriginal. para el sistema de la rig. l. Líneas cur-
tadas: El origen es alinealmcnle eSl3ble. y3 que IJx (f)l < £ pina
IJx (0l! < '1 = '1' (4)-1 (ol).

'V E > O 3 Tl > O : r(O) < Tl -> r(I) < E

p

fl(iURA l. En el esp.lcio de pcl1urhaciones &x = (q,JI). las líneas
dcl~¡¡das representan órhilas posibles y el origen es un punto de
¡,'quilihrio. Éste es eslahle. ya que si llóx (0)11 <1/ (círculo menor)
l'ntonn:s llJx (f)ll < e ((írculo mayor) VI. y es posihlc encontrar
'/ d;,do cualquicr e > o.

2. Estahilidad: alineal vs. Iincal

donde las funciones Q y (1' se anulan en el origcn. Vamos
a suponer que la funci6n !J.l (t5x) es hien comportada. en
el sentido que (I~(1') Y 11(r) son monótonas, por lo me-
nos en algún entorno del origen. Como D-.l es constantc
para cada 6rhita. el movimiento esuí restringido a la capa
,1,-1 PI) :S 1I<Ix(1)11 :S 6-1 (:'>I). Es conveniente expre-
sar estas cotas en función de la distancia inicial. para lo que
usamos (3) en t = O. ohtcniendo

de ese punto, :"'I (.Ix) = I (X E + <Ix) - I (XL'! tendd un
mínimo y un m<Íximo, es decir

Eslahilidad alincal significa quc dado cualquicr cntorno \'~
del punto de cquilihrio. cs posihlc elcgir un suhentorno F" ~
\ ~ tal que para cualquier condición inicial en \ .TI' cl sistcma
no sale de \ .t. En la definición escrita m<Ís arriha utilizamos
los COIKCptos de entorno y suhentorno con hase en distancias.
es decir Iláx (1)11 < f para Iláx (0)11 < '/ (ver el ejemplo de la
Hg. l. corrcspondiente a un sistema descrito en la siguiente

suhseCí.:iún l.
En esa t1gura se utiliza la dcfinicilln clu.:lídca de distan-

cia. IInxl11 = (/ + JI1; es fácil convelH..'crse que el resultado
es \'.ílido para cualquier otra definición de la norma 1I8xll.
ESlo es cierto. en gencral. para sistemas con un número fini4

to de dimcnsiones. (En el caso de sistemas inlinitos. por otra
parte. para los que 1\(5xll se define por mcdio de series (l inte-
grales. un equilihrio pucde ser estahlc respecto de una norma
e inestahle respecto de otra.)

Un tipo de prohlemas para los que se puede demostrar
fácilmente estahilidad alineal son aquellos para los que ex¡s4
te una integral de movimiento 1(x) que ticne un mínimo en
el pllllto de equilihrio X¡.:. Para todos los puntos a igual dis4

lancia

2.1. EjCll1pln 1: alineal ~ lineal

'I,-t {,I[r (O)]} :S l' (l.) :S q,-I {'I' [r (O)]} ;(4)

(5)

(6)

. :t
l' = -'/ '

H=

para el cual la única integral de movimiento cs

1., 1 1-,,- + -q
2 ,1

Para ejcmplificar cl procedimiento anterior, considércse el
sistema autónomo hidimcnsional

Las líneas l¡nas de la Fig. I son precisamcnte los contornos
de H para este sistema. A mcnos de normalizaciones. '/ es la
posición y JI la velocidad de una partícula en el pOlcncial (uni-
dimensiOlwl) \. (//) = tq.l, que tiene un fondo más "apia-
nado" que el del potencial armónico \f (q) ex: q2, El único
punto de cquilihrio es el origen. (Q. 1') = (0.0), de donde
tix == ('1, /)). Para eSlahleccr si es o no cstable utilizamos la
Jl(lrmi1 l' (t) := JI)"!. + 1¡1. I~as cotas (3) pueden derivarse ha-
t:iendo q = l' ('os (J y /) == r seu H y encontrando los exlrcmos

el sistema no s610 no se aleja arhitrariamenlc de XE, sino quc
tampoco pucdc accrcarse arhitrariamente a ese punto. La cola
superior de (4) implica la estahilidad alincal de XE, dellnida
en la Introducción. con '} ::; (1) -1 (1) (é)). Estas cotas son uti-
lizadas en la Parte 11 de csta serie. para estahlecer Iímiles (l

J".ion. al crccilllicnh) de perturhaciones de equilihrios inesta-

bles.

(3)

(2)Iláxll = Ilx - Xcii =: l'

Ó (1') :S ::"I (.Ix) :S '1' (1') ,
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de 11 con respecto a e con r fijo; el resultado está dado por
las funciones [31

{
\.4 r<1

1'(1') = 4
1 2 1
-r -- 1'2:1
2 4

1 2
1> (r) = 2r ,

donde las funeiones z, (t) y Z2 (t) son complejas. Definien-
do IV = Z¡Z2 es dlzrl2 /di = 2<>RclV, dlz21

2 /dt =
2 ( 2 2)-4R"IV,ydlV/dt =2Iz,1 "1=21 -Izrl :real,dedon-

de se puede demostrar fácilmente que

1 '2 1 '2 1 2
TI = 21zrl + 4<>IZ21 , T2 = 21m (Z,Z2) (8)

cuyas inversas son

1
11<-- 4

1 '
11>--4

1>-1 (11) =m.
son integrales de movimiento.

El mi gen es un punto de equilibrio, el cual es espectral-
mente estable: los modos normales corresponden a dos osci-
ladores sin amortiguar, con frecuencias iguales a 1 y -2. La
solución de las ecuaciones linealizadas es

En la Fig. 2 se muestran las cotas (4) a la evolución de la
perturhación para este sistema.

Con respecto a las tres definiciones de estabilidad, descri-
tas en la Introducción, se puede concluir lo siguiente: 1) No
se puede decir que el origen sea espectralmente estable, ya
que hay sólo un autovcctor (con autovalor nulo): los modos
normales no constituyen una hase completa. 2) Tampoco se
puede demostrar estabilidad formal, pues la segunda varia-
ción dc 'tí no es dcfinidamentc positiva, sino definidamente
110negatil'G

es decir, la segunda variación no es suficiente para determinar
si el origen es o no un mínimo. Esto está relacionado con el
hecho de que muy cerca del origen las curvas de H constan-
te son pr<Ícticamente rectas paralelas al eje q (ver la Fig. 1):
desde el punto de vista lineal, no parece haber restricción a la
variaci6n de esta variahle. De hecho, la solución de las ecua-
ciones lincalit.adas es

con £ -1- O. Los términos alineales entran en las ecuacio-
nes de movimiento como un forzamiento en resonancia, ya
que substituyendo las soluciones linealizadas en los términos
cuadráticos de las ecuaciones de movimiento se obtienen
zi zi ""' £'2 e-it y (zi)'2 ""' £2 C'2it, es decir. términos con
la misma frecuencia que z} y Z'2 (por lo que una expan-
sión perturbativa en £ no es válida a lOdo tiempo). Ecua-
ciones del tipo (7) pueden estar relacionadas a un campo
'P(x,t) = RC[ZI(I)Cik-x+zi(t)C2ikx+ ... ); la reso-
nancia indica que la interacción entre la onda básica Zl eik.x y
el armónico z:!'e'2ik-x es muy eficiente, por lo que puede tener
sentido aislar estas dos componentes [4].

El comportamiento alineal del sistema depende crucial.
mente del signo de n. Si n > O, entonces L'2 es una norma
que se conserva: el origen es un punto de equilibrio alineal-
mente estable. Para (l < 0, en cambio, L2 es indefinida.

Por ejemplo, la siguiente solución (con frecuencias igua-
les a las del problema linealizado)

2.2. Ejemplo 2: lineal t> alineal

JI' (1) = JI' (O), Jq (1) = oq (O) + 01' (O) t,
(9)

(10)
{

i .
ZI = J2/1 seeh [11 (i - io)]e-"-"

Z2 = Ji tanh [/1 (t - to)) e2il+2 •• ,

,,= -1:

CI: = 1 :

muestra que para o < 0, el sistema puede explotar en un
tiempo flnito. Eligiendo to » 1 se ve que la inestabilidad
es posible para perturbaciones iniciales arbitrariamefl!e pe.
que/7as. Esto cs diferente a decir que un punto de equilibrio
es incstahle para perturhaciones suficientemente grandes, lo
que es casi una trivialidad (para la mayoría de los sistemas).

Por otra parte, las soluciones para. digamos, Q' = 1 pue-
den ser obtenidas de la solución general [5j para una tria-
da resonante (z}, Z2, Z3) (i), haciendo que dos componentes
coincidan: Z:J I--t Z}. En la solución genérica IZII y jZ21 osci-
lan cntre dos valores diferentes de cero, mientras que las fre-
cuencias instantáneas -d (arg Zj) Idi experimentan una mo-
dulaci6n periódica. Casos extremos son las soluciones donde
las frecucncias son las dcl problema lineal y hay un máximo
intercambio de energías

(7)

es decir. el origen es linealmente inestable. 3) Sin emhar.
go, este punto es alinealmente estable, lo que se demuestra
fácilmente con '1 'ó '1>-' [1' (EJ) (ver la Fig. 2).

En este caso. para demostrar la estabilidad no hasta
á:! H, sino que se debe utilizar r54H [= 41\1 (r¡)}: cam-
hiando el signo de ese término (es decir, para el potencial
F ('J) = - trJ', que corresponde a 'j = l' Y Ji = q')
el origen es inestahle; por ejemplo, existen las soluciones
{'J= cloJ2(1 - JO)-I, J'= 'FJ2(t -to)-2}quemuestran
que el sistema modificado puede "explotar" en un tiempo fi-
nito fa > (J. La única integral de movimiento es en este caso
H = 11i - t(/1, que satisf:lce r5H = O Y ó'2H > O en el
punto de equilibrio, como en el caso anterior.

Podemos ahora considerar el ejemplo opuesto al anterior, es
decir. un sistema es linealmente estable pero alinealmente
il/estable. Sea

Re\'. Mex. n,. 46 (5) (2000) 500-506
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A; {X = O, IYI = IZI},
D; {X ¥ O, Y = Z = O},

mientras que los del sistema (7), el origen y los de (12), co-
rresponden en las nuevas variables a (X, y, Z) = (0,0,0) y
(X, l'. Z) = (0.1, 1), respeclivamenle; los que son tan sólo
casos particulares del conjunto A. El sistema reducido tie-
ne m<Ísequilihrios que el problema original. Regresando a la
analogía del fluido. existen equilibrios de la descripción eule-
riana (un campo estacionario de corrientes) que no lo son de
la lagrangiana (ya que la posición de cada partícula cambia
con el tiempo). Además, un estado cstable desde el punto de
vista culeriano (espacio reducido) no lo es necesariamente en
el lagrangiano (espacio "completo "): una pequeña perturba-
ción de velocidad culeriana pucde hacer que la distancia entre
dos partículas inicialmente muy cercanas aumente arbitraria-
mcnte. respecto del caso sin perturhar. para t -;. oo.

Los equilihrios del conjunto A corresponden. en el es-
pacio completo (tetradimensional). a la solución dependiente
del tiempo (11). la cual en las nuevas variables se escribe co-
mo (.r,!I,z.</J) = (O, 1 - w. 1 - w, e + wt). Esta solución
es inestahlc. ya que las órhitas correspondientes a w = w¡
y W = W2 con w, - W2 « 1. aunque están muy cercanas
en t = (1se separan una distancia finita para lw¡ - w21 t 2: 1.
Podernos preguntarnos si son o no estables en el espacio redu-
cido (tridimensional) descrito por (;r, y, z). Los modos nor-
males garantizan estabilidad lineal. pues los autovalores son
{O,2;V3l', -2; V3Y} y los "otoveclores correspondientes
forman una hase completa. Con respecto a estabilidad for-
mal. la comhinación I = I1 + I2 de ambas integrales de
movimiento tiene primera variación nula óI = O en el punto
de equilihrio. pero ó2I = tór2 + tóy2 +óyóz es claramente
indelinida.

En suma. se puede demostrar estabilidad espectral. pero
no formal (al menos en el sentido defInido en la Introduc-
ci6n). Con las integrales de movimiento no se puede demos-
trar ó2I > O ¡mm perturbaciones arbitrarias. Esto parecería
ser una limitación de la utilidad de bs leyes de conservación.
Sin emhargo. la Fig. 3 muestra que

( 13)

( 14)

( 12)

(1 1)

Z2 = [J; (1) + i1} (/)1 e"W}

2, = h.-iO,

{
:;: = 2z2 - 21/

11 = 1: iJ = 2.ry
i = -.1'2

_ . {ZI = i (1 - w) ,-i(w'+")
() - 1 . . (1 ) 2i(.'+")

Z2==1 -w(' •

US'() IlE INTEGRALES DE MOVIMIENTO EN EL PROBLEMA DE ESTABILIDAD
ESTABILIDAD E INESTABILIDAD. PARTE\: .

los valores de esas propiedades en cada posición posible, in-
dependientemente de cúal sea la partícula que pasa en ese
momento por ahí. La información que se pierde con la reduc-
ción (el equivalenle de </J, en esle ejemplo sencillo) son las
"etiquctas" de las partículas (que nos permiten identificarlas
en la descripción lagrangiana).

Los cquilihrios del sistema reducido son

Las ecuaciones de movimiento. para O' = 1. en las Ilucvas
variahles son

y t!> = I + 1}(si Z ¥ O), las que tienen como inlegrales de
movimiento a

donde () es un real arhitrario. ¿Son estables estos equilihrios'!
La respuesta es claramcnte negativa: eligiendow « 1en (11)
se ohticne una solución exacta que inicialmentc está inuy cer-
ca del equilihrio (12). pero luego se alcja una distancia finita
de él. Por ejemplo, para la norma Ilzj - Zjll' = I, (Zj - Z))
es 1'2 (t) = tu:2 + 2 (1 - w) (2 + roswt) sin2 ~t. Dc mancra
que r (O) = hf:iw, mientras que llIax [r (I)J = -,'+ () (w)- ,
(el máximo se alcanza en wt = ~1r). Esta incstahilidad es
de origen alineal y no es de modos normales: el crecimiento
inicial de ,. en f no cs exponencial sino cuadrático. Compa-
ramio (11) con (12) sc ve quc la ineslahilidad est;.í asociada
a una deriva de las fases de Z¡ y Z2. tal que la fase dc zr =2
permanece constante. Podemos hacer un camhio de vmiahles
-que separe la fase quc varía en (11)- mcdiante una trans-
formación a cuatro variahles reales (.r,.'J, z, c/J) dc la f()rnla

origen:

donde JI, W, B y fa son reales arhitrarios. Aplicando la (rans.
formación () rl e =t= ~1r en las tres soluciones presenta.
das. (9) a (11). se ohti~nc una nueva solución de la forma
:1 rl :iizl• Z2 H -2:2; dos veces esta transformación im-
plica que Z1 rl -ZI. Z2 H =2lleva soluciones a soluci~>nes.
Es fácil ver que éstas son invariancias de todas las solUCIOnes
de (7).

En (1 1) las frecuencias son iguales a w veces sus valo-
res lineales y las amplitudes son constantes. Haciendo w = O
se ohtiene una familia de puntos de equilibrio. diferentes del

a las que tienen energías y frecuencias constantes

La cuarta variable. <p (t). no entra en las ccuaciones de
evolución (13) de las tres primeras -ni en las integrales de
movimiento (14). Se puede. por lo tanto. reducir el sistcma a
las variahles (J;, 1}.z) (1). ESla reducción es análoga a la que
va de la descripción lagrangiana de un !luido a la euleriana.
En la primera se tienc la información de la posición y demás
propiedades de cada volumen elemental (o "partícula"). en
función del ticmpo; En la segunda. en camhio. se utilizan

J2z., I >0 ó J'z,,1 <O
- I]=ct.,. - I¡=ctl:'.

en cada uno de los cuatro equilibrios del conjunto A. Esta
(."OIu.lici6nampliada (o "'déhil") de estabilidad formal es su-
fkiente para garantizar cstahilidad lineal. ya que una perlur-
hación pequeña de un equilihrio debe evolucionar sobre una
superficie I¡ (x) = ete., donde I, (x) tiene máximos y mí-

R,'I'. Mex. Fú. 46 (5) (2(XXli 50(1-501>
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[X,Y,z] =';(21,) ,,,'2 cosO cosA, ";2 cose sirV., sinO)

,

"
.,

." o

,istcmas clásicos de partículas, para los que H es igual a la
,uma de la energía cinélica (la que cs detinidamcnte positi.
va cn l'I suhespacio de las vl'locidades) y un potencial V: los
mínimos de V son equilihrios estahles, al menos en el sentido
1illL'al.

El primer ejemplo presel1!ado en la Seco 2 es de este tipo:
las Ecs. (5) sc pueden derivar del hamiltoniano (6) usando las
f6rmulas canónicas (J 6). En este ejemplo, l'I hamiltoniano
lient' un mínimo en el origen, el cual es un equilihrio alineal-
mente estahle a pesar de quc 62H 2: n (la segunda variación
no hasta para demostrar estahilidad).

Se puede considerar un caso :llín más raro. el cual mues-
tra que aunque es ütil que una integral de movimiento sea
extrema cn un punto de L'quilihrio, esto no es estrictamen-
te necesario para estahlecer su estahilidad: El hamiltoniano
canónico

3. Relación con sistemas hamiltonianos

FIGURA 3. Representación gráflca de las integrales de movimiell-
to dd ~i."'cll1a(1J): se muestra la estructura de la segunda. T2 ::;::

k y='~.~ílhn:la ~upcrliciedel elipsoide definido por un valor cons-
l:llllCde la primera. T) ::;:: i (.1'2 + y1 + 2.:2). Las coordenadas
(.,-.y. :) ~nnescrilas en función de las coordenadas polares (.\.8)
romo se indica en la figura. Los puntos A son equilibrios estahles.
mientras que el punto B es un equilihrio inestable.

En la St'('. 2 se ejemplifkü el liSOde las leyes de conserV¡(-
Cil'lIlen cl estudio de la estahilidad de l'l)uilihrios. Estos pun-
tos cst<Índirectamcnte ligados a la existencia de extremos de
irllcgrales de movimiento dcntro del contexto de la teoría de
sistt'lllas hamiltonianos, tanto can6nicos como singulares.

I,(IS sistemas halllilt(miol/os (,(Uló"icox, son caracteri/.a.
do.' por la función (de lllllllímcro par de variahles) H (q. p).
lal qut'

nimos; a las pCrlurhaciones sohre 1. (X) = cte. se les llama
"dill;:ímicamente accesihlcs"'G].

Finalmente, la Fig. ~ muestra quc en cada supt'rlil:ie
JI (x) = clp ..12(x) tiene un pUlllode cl1silladuraen el equi.
I¡hrio del cOIlJ'unto n. es decir, 6'212 Ir _ es indefinida.

1_("If'.

Ik ht'cl1o, los puntos B son equilihrios incstables: la solu.
ri<in linealil.ada de (13) es J.r '" J.r (O). Jy '" Jy (O) •."\'1
Y 6.:: ~ á.:: (O) e-xI. Los equilihrios del conjunto B co-
rrespondcn a una solución muy sencilla de (7): ('::1, '::2) =
{(J . .Y (.:!il+2iO). Ohviamcnte, ésta tamhién es inestahle en el
espacio completo (de cuatro dimensiones); por ejemplo, la
soluci6n (10) con lo > (J, l' = -.Y Y sech [Ido] « 1 l'st<Í
init,:ialmenll' muy (.'t'l'ca<.it'ella. mientras l)ue para [/'1 f ---t 00

l'S(:I.::!) ---t (O.'yp:!il+2ilJ+ilT).

( 17)x = ] (xl v H (x) .

l ,) l.) '2rr
-:,/'-+ 7)(r (,oS-.
- - r¡

I .,
H (O",) = 'jl'-'

H ('1 i' 0'1') =

tiene gradiente nulo en el origen (el cual es, por lo tanto, un
punto de equilihrio). pero no es ni máximo ni mínimo allí:
en cualquier entorno del ori~en hay puntos con H > O Y
11 < (J. Por ejemplo. H(c1~'I".O) = (-1)"2/,,'. donde
(JI! ::;:: 1/11 con 11 entero positivo. Sin cmhargo, se puede de-
mostrar qut' el origen cs alinealmente estahle: considéresc

.) '),

ulla condición inicial tal que (/ (ot + ¡J (Ot < (j~ para algün
cntero positivo 11: ya quc cn gt'lleral 'l. H ::; p'J + (I:! es oh.
viamente 'l.'N < r¡~. Nótese que 2H (:lr¡n'P) = 1''2 + //~
y, por lo tanto. es r¡ (t):! < r¡~ (pues si fuera q = :lq,¡,., . .,
ento~~ces sería V .,= :!~ -. f¡~ < O). P~:r otra tane ~s
1'(1)" S 2H+r¡(I)" < ~',;,.Flnalll1enter¡(I)-+I)(I) < .3'1;"
Por lo tanto demostramos estahilidad alincal, en el sentido
definido en la Introduccióll. con JI ::; 11-1 ::; f / J3.

El segundo ejemplo de la Seco 2 es más "norma'" que
el recién descrito. rvkdiante el cambio de variahles'::l =
(JI +; ¡JI, :'1 = '2 (r¡:! - i1'2/n), el sistema (7) puede escrihirse
C0I111) lino hamiltoniano canónico donde H (q] .1'1,//2. p'.!) =
~(¡f + tPT +nqi + ~P} +1'1v.! - (¡fP:!+ 201/1 1'1 q2; en término
lit' las 1). definidas t'n (X), es H == I] + oI2. El origen es un
l'quilihrio; si (l > (J, ('lltonces á2 H > O allí y por lo tanto ese
punto es estahle. Lt)s equilihrios (12), por otra parte. son tales
que ¡jH = () y r5'2H 2: (J. Efcctivamente, se vio en la Seco 2
que son inestahles. El sistema reducido a tres variables (13)
es hallli1toniano pero singular (no puede ser can6nico, ya que
l'1 mímt'TOde variahlt's en el espacio de estados es impar).

Un sistcma IW11IiltonimIfJ .úngular¡ TJ es uno caracteriza-
do por la función H (x) y el tensor de Poisson .D(x), el cual
es antisimétrico y satisface la igualdad de Jacohi [S}. tal que
las ecuaciones de movimiento pueden escrihirse en la forma

( 1 (¡)aH= - a'l'
dp
di

aH
= Dp'

dq
di

En un equilihrio. (d'l/dl) = O Y (dp/dl.) = O. es áH =
(a 1/ / a'l) . '\'1 + (aH/ al') . .11' = O; si á'H es de signo de-
finido se garantiza estahilidad forlllal. Este es el caso de los

Las ecuaciones canónicas (16) tamhién pueden ser escritas
en esta forma, donde d('t, JI =1 O; lo que hace especiales a los
sistt'llIas singulares es que dl't.II = O, por lo que existe un
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donde las .\(1 son constantes. Para t5x = x - X ~ O es
v (H + L" A"C,,) = M (X) 6x + () (6x2). por lo que la
evolución de una perturhación infinitesimal (1) tiene la for-

ma

Este sislcma singular puede provenir de la reducción de uno
canónico. en un espacio de más dimensiones, que se obtiene
al dimin¡¡r ciertas variables. Los casimires Co son una propie-
dad del espacio reducido. y corresponden a los generadores
tic las transformaciones a lo largo de las variables ignora-
das. en el sistema original. A su vez, la dinámica en el Sll-

bespacio e = ch'. puede escribirse en forma canónica, con
¡idq. p) = ¡¡ + C; Jos extremos de He son equilihrios
estables en el espacio reducido. Esta transformación a varia-
bles canónicas no es sicmpre posible y. de todos modos. no
es necesaria para estableccr estabilidad.

El ejemplo de la Seco 2.1 es especial porque los modos
normales. los autovectores de IT...(X). no forman una base
completa: dc hecho. el sistema es linenfmellte inestable por-
que hay perturhaciones inllnitesimales que crecen como t (lo
cual no tiene la forma de un modo normal). Para establecer la
l'.\'lahilidad alincal fue necesario analizar el término de grado
supcrior en el hamiltoniano.

Para el ejemplo de la Seco 2.2. en cambio, los modos nor-
males sí forman una base completa, y estos son osciladores
elementales (cl sistema es eSlu'ermlme"'£' estable). llame-
mos al valor de 'H 2 (Sx) evaluada en cada modo su "energía".
Cuando todos los modos tienen energía del mismo signo, el
punto de equilibrio es formalmente estable, lo que para sis-
tcmas con un nlÍmero finito de variables implica estabilidad
alineal. Cuando hay modos con energías de signos opuestos.
en cambio. el sistema puede ser alinealme1lte inestable (por
ejemplo. a través tlel fenclmeno de interacción resonante ex-
plosiva) 111]. Esto es muy t1iferenle al caso espectralmen-
te inestable. cuyos modos crecientes (o decrecientes) tiencn
cnergía !lula.

Un marco bastante general donde se puede estudiar el proble-
ma de estabilidad es el de un sistema hamiltoniano singular,
donde las integrales de movimiento son el hamiltoniano 'H Y
los casimires e'l' En un cierto equilibrio se puede encontrar.
en general. C = L ..,\"C" tal 'loe 6 eH +C) = O. Un criterio
de estahiJidad formal. más déhil 'loe 62 (H + C) > O Ó < O
(para perturbaciones ~\fbitrarias). es

4. Conclnsiones

(1 Xl

'''):: .

-,Iy
O
O

] (x) vC" (x) = O;

DH.,
6*. =] (X) D(6;)'

1 -2
H2 (6x) = 2'\ He.

En otras palahras. el problema lincalizado puede ser csrri.
10 en la forma (17). con.ll == . .D(X) Y el hallliltolliano
H2 (6x) = ~'¡2HG = ~ (6X)T Ml(X) 6x. La estahiJidad
formal se hasa en que 'H2 (6x) (que es una integral tic mo-
vimiento del prohlema lincalizado) tenga un máximo (o lIn

mínimo) en óx == O. Esto incluye C0l110 caso particular a los
canónicos, para los cuales el término ¿u ,\"Ca no cst¡j pre-
sente y H2 (6x) '" ~62H.

Por ejemplo. las Ecs. (13) del sistema de la Seco 2.2 en
el espacio reducido tic tres dimensiones pueden ser escritas
en la forma x == ,lz-IV'I2 X 'VII = -4z-1Vl¡ x \71'2.
donde los Ij están definidas en (14). Ésta es justamente la
forma de un sistema hamiltoniano singular en un espacio de
tres dimensiones, donde 'H = 1} Y]11 = ,1:-1 \l1'2 x 11 (para
ti arbitrario), o sea

las funciones C
tI
(x) son llamados C(lsimirl's del tensor dc

Poisson r!J]. Un resultado muy importante es que en casi {O-

do el espacio dc estados. el número dc casimircs es igual al
corrango de]; dicho de otra forma. {vC" (x)} es una hase
complcta en el espacio nulo de ] (x) {101. (Más adelante se
da un ejemplo de esto.)

Como se expresó más arriha. los puntos de cquilihrio dc
un sistema hamiltoniano canónico corresponden a soluciones
dc 'VH = O. ya que del lJ # O. Para un sistema singular, ('11

camhio.] (X) vH (X) = O corresponde a

6H('=0 ('11 x=X. H('=H+¿A"C" (1'1)

espacio nulo dc.JJ (desarrollado, en cada x. por las :lutosolu-
ciOfles {fIn} uc.II fIn = O). Más precisamente, la antisimctría
de JJ y la igualdad dc Jacohi aseguran que hay soluciones no
triviales de

Por ser .Il lineal en x se dice que es un tensor de Lic-
Poissoll ¡GI. (También se podría elegir 'H = 1'2 Y .Il1l =
--1.:-1V'11 x 11. pero este tensor de Lie-Poisson lienc una
singularidad en .::= O.) Es fácil vcr que el corrango de.Il es
uno y el veclor nulo es "VII, salvo para el punto y ::= :: = O.
En las superflcies (bidimensionales) 1} = cte., cl sistcma se
puede a su vez reducir a uno canónico, perola transformación
es complicada e innecesaria para establecer estabilidad.
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