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Se estudian las geodésicas correspondientes a los pp-espacio.ticmpm de Einstein-Maxwell. Sc l1luestra que hajo ciertas condiciones el
l"lllllportamiento de las geodésicas se vuelve caótico.

I )(,.H.,.iprort',c Ondns gravitacionales; caos

\Ve sludy Ihe dynnmics of gcodesics in Einstein-r-.1axwell pp-wave spacctimcs. The chaolic amI non-('haolic bchavior of g:codesics is de-
IIlI111str;llcd

hf'\Wonl.\: Gravitational waves; ('haos

I'ACS: O.UO.-w: 04.20.Jo: 05.45.+0: 95.10.Fh

1. 1ntroducción

En los últimos años el estudio del caos se ha difundido en
lIllll'has áreas de la ciencia, enlre ellas la relatividad general,
dondc el caos puede presentarse en dos formas: en la geo-
lIlelría del espacio-tiempo o hien en la dinámica de las geo-
dóicas. Las primeras solucioncs a las ecuaciones de Eins-
tein cuyo comportamiento caótico fue detectado, fueron los
molidos cosmológicos anisótropos (en particular el modelo
dL' Hianchi tipo IX. o univcrso mixmaster), pero no son las
tínicas: las geouésicas en el cspaci<Hiempo de dos hoyos
llL'~rO,de Reissner-Nordstrüm y en espacio-riempo perlur-
1\.t\111 lk Sch\\'arzschild prescntan comportamicnto dini.Ímic()
L"a<Ítico.L'tcétera (ver Rc!". l y olras ahí citadas). Entre otros
sistemas. recientclllenle fue mostrado que en algunos casos
particulares las ondas gravilacionales con fronteras planas y
rayos paralelos (pp-om/a,\.) tienen geodésicas cuyo comporta-
miento es caótico [2-1].

En ~eneral. la métrica de las pp-ondas depende de una
fUIKillnarhitraria: sin cmh,.Ifgo, para que esta métrica satisfa-
~a las ccuaciones de Eintein-J\laxwell. se restringe la función
a cumplir ciertas condiciollcs. Entre las funciones que satisfa-
¡,:Cl1 cstas condiciones existcn algunas para las que el sistL'llIa
POSCL'cierta simetría IJ]: así mismo. con funciones indepen-
diL'lltcs del tiempo se puede utiliwr el formalismo h:unilto-
nianocll el cstudio de la din:ímica dc las geodésicas [2. :q.

En las Refs. 2- -t se analizan casos con funciones poli-
Jl(ll1li:desinuependientcs del tiempo. En nuestro trahajo nos
ocupamos dc las pp-ondas en presencia de campo electro-
magnético. para una función L'ollstruioa como comhin~l\.:i<ln
dL'funcioncs trigonométricas y polinomialcs de tal forma que
d sislcma posce cierta simetría, adem:ís de la independencia
dL'1liL'mpo.

I,a L'slruclura del prcsenle trahajo es la siguiente: en la
SL'C,2 SL'estudia la din,ímica dc las gcodésicas utililando
l'I criterio IOL"al de inestahilidad [,1.7], para determinar en

qué casos las geodésicas se comportarán caóticamente. En
la Seco 3. utilizando el paquele MAPLE V (R.S). se estudian
los espacio-tiempos paniculares. La Seco -t contiene las con-
clusiones ohtenidas con este trahajo.

2. Dimímica de las geodésicas y criterio local de
inestahilidad

La métrica correspondiente a los pp-espacio-tiempos de
Einslcin-i\laxwell es

d8" = ~d( d~ - ~ d/l d,- - ~h((.~. /1) d/l" (1)

donde ( = (.,.+ iy) / Il: /1 = 1- :: ,- = 1+:: además. h dc-
he tener la f()fma h( (. (. /1) = ')1/((. /1) + h'oF((, /1 )F(~, /1,),
con J y F funciones analítit:as arhitrarias y ".0 como la cons-
tante gravitacional [;)].

Las ecuaciones de gL'Ollésicas correspondicnles a la
métrica (1) son

¡, + ~Ii(h(i: + h¿() + h."ú" = O.

(+ h?,,? = o.
.,. .)

(+ h(ú- = O.

¡i = o.

La solución a este sistema quedar:i determinada al resolver
¿ + 11.<//'1 = o. Si ¡, es independiente del tiempo. se pue-
de estudiar el comportamit.'1l1Ode las geodésicas mediante la
función de Hamilton

l _, .,
11 = ;;(1'; + 1';) + U(.r. y).

donde el potencial est,í dado como U(.r. y) = \''1¡, y\'==
,./= (:onst [2, :\].

Para estudiar el i.:olllporlamienlo de las trayectorias en el
L'spacio de fase utililarl'lI1os el criterio local de inestahilidad
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desarrollado en [7]. De este trahajo, la ecuación para el vec-
tor de desviación es

eh/u M-DI = ¡ - 11, (2)

donde ).U son los cigcnvalorcs de M. La solución de esta
ccuaci6n (si A/I no depende del tiempo) es

donde 1'\'1= .J .Hcss es el producto dc la matriz simpléctica y
la matriz hcssiana. En general no es fácil resolver esta ecua-
ción. Sin emhargo. podemos trabajar en el sistema donde M
tiene forllla diagonal, con lo cual (2) se simplifica a

Para nuestro caso, los cigcnvalorcs de la matriz 1\1 son

(3)

Cahe aclarar que en general, los cigcnvalores de M depen-
den delliempo, por lo cual la solución (3) es válida sólo para
tiempos COrlOS; de aquí que se le dé el nombre de "¡ocal" a
este criterio.

,\" = -

A,

-(U,U + [/1}") + JUJ,,.., + Uyy)'2 - .¡(Ur,fU!!!! - [/';,1/)

2

-(Un + Uyy) - /(Un + U.1/y):! - .1(UuUyy - U;y)

2

-(Uu + Uyy) + J(Uu + U""f - -1(UuUyy - U;,,)

2

-(Un- + Uyy) - /(U.rr + Uyy):! - .1(U,,";rUyy - U;,/)

2

Es de notar que en todas las ecuaciones anteriores aparece el
ti5rlllino l',r.rU~I!/ - U;". que coincide con el numerador de la
funci6n de curvatura gaussiana 1131. Con esto podemos es-
perar que. si la curvatura gaussiana del potencial es negativa,
los eigenvalores de !VI tendrán partes reales no nulas, y así
las componcntes del vector de desviaci6n (3) se comportar<Ín
exponencialmente, con lo cual las trayectorias de la partícula
que cn principio pudieron ser cercanas, cOll1enlarán a ale-
jarse cntre sí. lo cual caracteriza la aparición de Illovimien-
.10 ca<Ítico 171. De aquí que esperamos que el movimiento se
vtJcl\"a ca6tico si la curvatura gaussiana de U(.r. y) se vuclvc
ncgativa.

3. Simulaciones gráficas

A continuaci6n aplicaremos el critcrio de inestahilidad prc-
...cntado en la sección anterior y las secciones de Poin-
cari5 [1,1]. para estudiar el movimiento de una partícula en
dos potenciales diferentes: el primero tomado de la Ref. 4.
con forma

U(. () = 1'" ('R(" + (1"01(1""'), (1 = con s!.,

para el caso dc '1 = 2m (las otras opciones ya fucron estu-
diadas cn el artículo citado).

El seg.undo potencial tiene un término exponcncial y otro
polinomial. y cs

U(. () = 1'2 ('Rc2u( + 1>'01(12"')_

Para :tlllhas funciones de potencial el análisis es similar: a
partir del potencial ohtcnclllos la función de curvatura gaus-
si ana [1:11

para despui5s localizar las I.onas donde I{ < ().K = () Y
1\' > O. y utilizando el criterio presentado en la sección antc-
rior predecir cu<Índo esperamos que el movimiento sea regu-
lar v cu:índo ca6tico. Con hase en esto ohtenemos las con-
diL:¡¡¿Hlcsiniciales para simular cl movimiento de la partícula
y construir la secci6n dc Poincaré correspondiente, para con
ella poner a prucha nuestras predicciones.

3.0.1. Flfnciálllwlinomial (11 = 2/11)

Tomamos la función de potcncial

U(,!", '1) = ¡r" [ ~!)¡(_r + iy)" + ~"I(x + iY)12"'] •. v211 ::;"1

con t, = M,o. Analil.arcl11os el caso 11 = 2111 (las otras com-
hinaciones pnsihles fucron estudiadas en la Ref. 4), y en par-
ticular 11 =~, 11/ = 1; para simplificar haccmos V = J2. De
esta forma.

2 .)V(.r,y) = (,,+ 1),/ +(,,-I)!r-

Rl'\'. Me.\". Fú ...• 6 (6) (2(x)(1) 536--542
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(a)
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(h) (e)

FI{;URA l. Caso polinomial con 1/1 :;: 1,11 = 2 Y (a) f, :;: O.G. lh) ,; :;: 1 y (e) ".:;: .J.

(h)

•

'.
. "

(e)

fo[(;tJRA 2. (a) Función de potencial para Ii :;: 0.5. (b) curvatura gaus\iana y (e) curv ••" con curvalura nula.

Las gr<íficasde este potencial, con diferentes valores de h' se
llluestran en la Fig. l. COIllOpuede verse. para f" ::; 1 los po-
tenciales son ahiertos por el eje y. con lo cual en general una
partícula en este campo tendrá movimiento infinito, a menos
que su \'elocidad sea paralela al eje :1'.

Adem<Ís. la función de curvatura gaussiana es una cons-
tante que sólo depende del valor de f> como

. ,1(,,' - 1)
1, = --~-'

9 + 8".2 '

de modo que I\' es ncgativa si h', < 1. cero para H = 1 Y
positiva cuando fl, > l. En vista de lo anterior. espcramos
que cllllo\"illlicnto sea, o regular (1.: > 1), o caótico (h' < 1).
La (¡nica incógnita es para ,.i = 1 (curvatura nula), donde
cualquiera de las dos tipos de movimiento puede presentarse,
dl'pcndicndo del signo de la SUlTln U r:r + UlJ!J'

3.0.2. Función confaclOres exponencial)' polinomial

Consideramos la función 11((, () = :Re:la( + 1'.:01(1-1• El
espacio-tiempo correspondiente a esta función tiene siI1l~(ría
de vado G:l Yvcctores de Killing D,,, DlI, D( + DC - a( liD" -

('D,,) [5J. Por convcnicncia. haccmos los camhios de varia-
hles 2(/( -+ V2C y "(1/-1((1 -+ h" Así, la función de potencial
correspondiente. cn términos de;T y y, es

U(.r,!!) = V'[rr caS!! + 'tr' + !!')'J. (4)

En este caso h no es una constante, dado que depende del
parámetro a, por lo cual se le pueden asignar diferentes valo-
res. Elegimos V = 1 para los experimentos computacionales.
Con esto. encontramos quc el comportamiento del potencial
y la curvatura gaussiana es el mismo para O ::; f.' ::; t.5; por
cllo tomamos ,.,= n.5.

En las gráfkas correspondicntes al potencial (4) se ve
que. en cuanto al signo de la curvatura. existen tres regiones
para CSlafunción de potcncial (ver f-ig. 2): dos con curvatura
negativa (una es un "pico" que atraviesa al plano .ry por el
origen, y la olra son los picos cuasi-sinusoidales cuyas inter-
secciones con el plano .fU pueden verse en los cuadran les 1y
IV de la Fig. 2c). y una con curvatura positiva. Ésto nos hace
esperar que existan valores críticos de energía a partir de los
cuales el movimiento pase de regular a ca6tico () viceversa.

ReJ'. Me.\'. Fú . .t6 (6) (2000) 536-5~2
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F1<;UR¡\3. Sección dc Poincaré (E ::::;.999 X 10-3) (Vector dc desviación] para 1/1 = 1 Y(a)\(d)] h = O.;:;.(h)[(c)j h = 1. (c)[(O],.. = 1.5.

J.I. Aplicaciones de sCCl'iones de Poincaré

1\ continuación se presentan las secciones de Poincaré corres-
pondientes a los casos mencionados en el apartado anterior.
Para ohlcncr estas gráficas. se simuló el movimiento de una
partkula en un potencial dado. Las condiciones iniciales para
la simulación se eligieron de acuerdo con los siguientes cri-
terios: que el movimiento de la partícula se desarrollara en
tina regi6n con determinada curvatura gaussiana (aquí inter-
vienen los valores de la energía y las velocidades iniciales):
para los potenciales ahiertos. se escogieron velocidades y po-
siciones iniciales de tal forma que la partícula cruzara el pla-
llO de referencia antes de escapar: además se consideraron en
cada corrida cinco trayectorias diferentes con puntos inicia-
les sobre una circunferencia alrededor de un punto de interés
(mínimo de energía, cero de la curvatura. etc,),

3././. Casopolillomia'('}(lmn = 2, 111 = 1)

En la Fig. 3a se presenta la sección dc Poincaré para el caso
1\' < O, l~sla se construyó con muy pocos puntos dado que
d potencial es ahierto (ver r:ig. 1). y muchas de las traycl.to-
rias escapan a infinito cruzando sólo una vel el plano P1Pl.
S{'llocon este criterio no es posihle decir si el movimiento es
ca6tico o no. Sin embargo, en la Fig. 3d se observa que el

veclor de desviaci6n se comporta exponencialmente. por tan-
to el movimiento es caótico. de acuerdo con las predicciones
teóricas,

Con H = I (1{ = O), el movimiento es regular (ver
Figs. 3h y .3e). Se muestran unas cuantas trayectorias. dado
que estc potencial también es abierto (Fig. 1b). Ademi.Ís, el
vector de desviaci6n oscila, lo que demuestra que el movi-
miento es regular (Fig. le).

Por lí1timo, para ti = 1.5 (1\' > O) el potencial es cerrndo
(fig. 1b), YCOIllOse ve cn las Figs . .3c y 31"el movimiento es
regular. tal como esperábamos,

3.1.2. Caso UnI factores nl'ollelfci(ll Y polinomial

El término (,.1' ('OS,tI es el factor dominante en el potencial (ver
Fig. 2a):

(5)

El resultado de granear esta función en un intervalo me-
nor es la gr;:ílica de la Fig. 4a, donde podemos ver que exis-
te una región en la que. para valores de energía bajos, la
partícula pucde presentar movimienlo finito (ver la amplili-
cación en Fig. -th). Adclll,ÍS. en la fig. 2c vemos que existe
una zOlla con curvatura negativa en esta región, y est •.Í justa-
mente alrededor del origen de coordenadas.

Rel'. A1ex. FtI-. 46 (6) (20()O) 5~(}--542
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De acuerdo con lo visto en el capítulo anterior. el Illovi-
miellto de la partícula debe ser caótico en las regiones donde
la curvatura sea negativa. Ahora bien, debe existir un valor de
L'1IL'rgíaa partir del cual la partícula pueda pasar de la zona de
potcncial con curvatura positiva a la región del mismo donde
la curvatura es negativa Íl'll adelante denominaremos a este
valor como energía crítica).

Para encontrar el valor de la energía crítica hacemos las
siguientes consideraciones con base en los resultados hasta
aquí obtenidos: este valor debe corresponder a un punto de la
curva 1\' = () (ver Figs. 2<.:y 4h); dada la forma creciente del
POlclH.:ial(f'igs. 2a y ..la), la energía crítica no puede ser un

I

(h)

FIt;(JI{'\ 4. (a) f'unción tic potencial para ti

Clllrc curvatura ~aussialla positiva y ncgativa.

0.5 Y (h) frontera

F](;URA 5. Superposición tic la fUllción tic potencial y la curvalura

~aussjalla.

m<Íximo.En principio. cntonces debe existir un mínimo valor
de energía en la región alrededor del origen donde la función
de potencial tiene curvatura negativa (Figs. 2c y -lb), dado
que allí es donde. a (urvatura nula .. r y y toman sus valo-
res absolutos m~íspequeJlos. En vista del factor exponencial
ell (5), esperamos que el mínimo de energía crítica (orres-
ponda a:1' < n, y puesto que este potencial es funci6n par
en.IJ. también podelllos pre\"l'er que, o existen dos puntos con
energía crítica mínima (.r,_ < ()y I.,llr). o bien s<'>loexiste uno
donde ,l/r = OY ,1',_ :::::: -(l.;) (ver Fig. 4h). Para decidir cu:í1
de estas opciones es la l'OITecta. hacemos lo siguiente: en el
punlO (-0.;)39. O),la energía potencial vale 0.G253; con ésto,
gralicamos en una sola figura la funci6n de curvatura gaussia-
na (Fig. 2b) Y F(,,.. y) = l' - O,G2;j3 ohteniendo la Fig. 5.
La curva de 1\' = Ucorresponde a la inlersccdón de amhas
gr;ílicas; así. podelllos \'C!" que el punto sohrc esta curva don-
de la energía crítica es mínima es .1' = -0.539 Y JI :;:: O; ;¡ la
energía coorrespondiellte a este punto la Ilamarcmos "cncrgía
crítica" (Er. = ().G2,j3), En vista de lo anterior. analizaremos
el movimiento de la partícula con condiciones iniciales aIre.
dedor del punto (-O.G-Il. ti). Dependiendo de los valores de
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(a) (h) (e) (di

FI(;URA (l. St..'cción tic Poim:aré [Vector dc desviación] para (a)!lh)1 E = OGll99S y (c)l(d)1 Er = ll.G2:)3

RCI'. Me'x. F{\ .. -1(, (6) (2000) 536-542
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FIGURA 6. (continuación) Sección de Poincaré lVectordc desviaciónJ para (e)[(t)] E = 0.63. (g)[(h)] E = 0.637778, (i)[(j)] E :;:;0.64999.
(k)[(I)J E = 067. (m)l(n») E = 08. (o)[(p)] E = 09.

la energía. E, tenemos los siguientes casos: Para E =
0.611998 podemos ver en la sección de Poincaré correspon-
diente (Fig. 6a) que el movimiento es regular, como lo de-
muestra el comportamiento de la magnitud del vector de des-
viación, que está oscilando alrededor de un valor (Fig. 6h).
A medida que el valor de h aumenta, la' sección de Poincaré

Fig. 6a se va deslruyendo (ver Figs. 6c, 6e. 6g. 6i, 6k. 6m, 60.
6q Y6s) y el vector de desviación (Fig. 6b) cambia su com-
portamiento de sinusoidal a exponencial a partir de la energía
crflica (Fig. 6d). En Jas Figs. 6q y 6s observamos cómo se
pasa de caos a caos total, >' el comportamiento del vector de
desviación es totalmente exponencial (Figs. 6r y 6t).

Re\'. ,He.\".Fú. 46 (6) (2000) 536--542
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Fl(iURA (l. (cOf/rfIllWciún) Sn"ción de Poincaré [Vector de desviaciónl par" (qJ!(r)] E =: 1 (s)I{t)] E = lO,

4. Conclusiones

Los resultados ohtenidos confirnwn el marco teórico presen-
lado en la Seco 2: mientras el movimiento tiene lugar en regio-
!les donde la curvatura dc la fUIlci6n de potencial es positiva.

éste tiene comportamiento regular (ver Figs. 4b. 6a y 6h); al
desarrollarse en zonas con (lIfvatura negativa de la función
de potencial, el movimiento se torna caótico (Figs. 40. 6c y
(1).
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