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Se estudian las geodésicas correspondientes a los pp-espacio-tiempos de Einstein-Maxwell. Se muestra que bajo ciertas condiciones el

comportamiento de las geodésicas se vuelve cadtico.
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We study the dynamics of geodesics in Einstein-Maxwell pp-wave spacetimes. The chaotic and non-chaotic behavior of geodesics is de-

monstrated.
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1. Introduccion

En los dltimos afios el estudio del caos se ha difundido en
muchas dreas de la ciencia, entre ellas la relatividad general,
donde el caos puede presentarse en dos formas: en la geo-
metria del espacio-tiempo o bien en la dindmica de las geo-
désicas. Las primeras soluciones a las ecuaciones de Eins-
lein cuyo comportamiento cadtico fue detectado, fueron los
modelos cosmoldgicos anisétropos (en particular el modelo
de Bianchi tipo IX, o universo mixmaster), pero no son las
unicas: las geodésicas en el espacio-tiempo de dos hoyos
negros de Reissner-Nordstrom y en espacio-tiempo pertur-
hado de Schwarzschild presentan comportamiento dindmico
caotico, etcétera (ver Ref. 1y otras ahi citadas). Entre otros
sistemas, recientemente fue mostrado que en algunos casos
particulares las ondas gravitacionales con fronteras planas y
rayos paralelos (pp-ondas) tienen geodésicas cuyo comporta-
miento es cadtico [2-4].

En general, la métrica de las pp-ondas depende de una
funcion arbitraria; sin embargo, para que esta métrica satisfa-
ea las ecuaciones de Eintein-Maxwell, se restringe la funcion
acumplir ciertas condiciones. Entre las funciones que satisfa-
cen estas condiciones existen algunas para las que el sistema
posee cierta simetria [5]; asi mismo, con funciones indepen-
dientes del tiempo se puede utilizar el formalismo hamilto-
niano en el estudio de la dindmica de las geodésicas [2, 3].

En las Refs. 2—4 se analizan casos con funciones poli-
nomiales independientes del tiempo. En nuestro trabajo nos
ocupamos de las pp-ondas en presencia de campo electro-
magnético, para una funcién construida como combinacién
de funciones trigonométricas y polinomiales de tal forma que
¢l sistema posee cierta simetria, ademds de la independencia
del tiempo.

La estructura del presente trabajo es la siguiente: en la
See. 2 se estudia la dindmica de las geodésicas utilizando
cl criterio local de inestabilidad [4, 7], para determinar en

qué casos las geodésicas se comportardn cadticamente. En
la Sec. 3, utilizando el paquete MAPLE V (R.5), se estudian
los espacio-tiempos particulares. La Sec. 4 contiene las con-
clusiones obtenidas con este trabajo.

2. Dinamica de las geodésicas y criterio local de
inestabilidad

La métrica correspondiente a los pp-espacio-tiempos de
Einstein-Maxwell es

ds? = 2dC dC = 2 dudv — 2h(C, C, u) du? (1)

donde ¢ = (x+1iy)/V2,u = t — z; v = t + 2; ademds, h de-
be tener la forma h((, (,u) = Rf(C.u) + ko F (¢, u)F(C ),
con fy F funciones analiticas arbitrarias y &, como la cons-
tante gravitacional [5].

Las ecuaciones de geodésicas correspondientes a la
métrica (1) son

B+ 2ii(h ¢ { + h gQ) + hui® =0,
g - /z‘{:{}? =1

'g.'+ hiet® =0,

T =0

La solucion a este sistema quedard determinada al resolver
¢ + hgi* = 0.Si h es independiente del tiempo, se pue-
de estudiar el comportamiento de las geodésicas mediante la
funcion de Hamilton

| - 3 .
H = S(p; +p,) +Ulz,y),
donde el potencial estd dado como U(r,y) = Vihy V
w = const [2, 3].

Para estudiar el comportamiento de las trayectorias en ¢
espacio de fase utilizaremos ¢l criterio local de inestabilidad

[
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desarrollado en [7]. De este trabajo, la ecuaci6n para el vec-
tor de desviacion es

OMa

== =M 59 2

a1 1 (2)
donde M = J-Hess es el producto de la matriz simpléctica y
la matriz hessiana. En general no es fdcil resolver esta ecua-
cion. Sin embargo, podemos trabajar en el sistema donde M
tiene forma diagonal, con lo cual (2) se simplifica a

Para nuestro caso, los eigenvalores de la matriz M son

Iju - )‘rl”(l = U»

donde A, son los eigenvalores de M. La solucién de esta
ecuacion (si A, no depende del tiempo) es

Na = 1a(0)erat.

(3)
Cabe aclarar que en general, los eigenvalores de M depen-
den del tiempo, por lo cual la solucién (3) es vilida sélo para
tiempos cortos; de aqui que se le dé el nombre de “local” a
este criterio.

Ty

M

~(Usa + Uyy) + \/ (Uss + Uyy)? — 4(UsalUyy — U2, )

5

~Uaz + Uyy) — \/(U_,,, + Upy)? — 4UzelUyy — U2))

) y

—(UIJ: 2k Uyy) i \/(U-T-T 4 UFJH)Q i 'l({'f.r.z' r}l!.' - U.f )

A =\

5 )

~(Uss + Uyy) = 1/ (Usz + Uyy)? = 4(Uzelsy =

M

Es de notar que en todas las ecuaciones anteriores aparece el
wérmino U/, Uy, — U7, que coincide con el numerador de la
funcién de curvatura gaussiana [13]. Con esto podemos es-
perar que, si la curvatura gaussiana del potencial es negativa,
los eigenvalores de M tendrdn partes reales no nulas, y asi
las componentes del vector de desviacién (3) se comportardn
exponencialmente, con lo cual las trayectorias de la particula
que en principio pudieron ser cercanas, comenzardn a ale-
jarse entre si, lo cual caracteriza la aparicién de movimien-
to cadtico [7]. De aqui que esperamos que el movimiento se
vuelva cadtico si la curvatura gaussiana de U (z, y) se vuelve
negativa.

3. Simulaciones graficas

A continuacion aplicaremos el criterio de inestabilidad pre-
sentado en la seccién anterior y las secciones de Poin-
caré [14], para estudiar el movimiento de una particula en
dos potenciales diferentes: el primero tomado de la Ref. 4,
con forma
L e 4

U, ¢) = V2 (RC® + arolC]*™) ,
para el caso de n = 2m (las otras opciones ya fueron estu-
diadas en el articulo citado).

El segundo potencial tiene un término exponencial y otro
polinomial, y es

(I(C~ E) = V2 (SIP‘?Z(IC & H-(_]'C“lr”) .

a = const.,

['}:Ey )
A) s

Para ambas funciones de potencial el andlisis es similar: a
partir del potencial obtenemos la funcién de curvatura gaus-
siana [13]

T 3 2
Usa U.u y ny

K=—
T+02,+ U3,
para después localizar las zonas donde X' < 0, K = 0y

I > 0, y utilizando el criterio presentado en la seccion ante-
rior predecir cudndo esperamos que el movimiento sea regu-
lar, y cudndo cadtico. Con base en esto obtenemos las con-
diciones iniciales para simular el movimiento de la particula
y construir la seccion de Poincaré correspondiente, para con
ella poner a prueba nuestras predicciones.

3.0.1. Funcion polinomial (n = 2m)

Tomamos la funcién de potencial

R(z +iy)" + LKKI-I-I'?])P'“ )

om

Ulz,y) =V?

1
Yo

con K = ak,. Analizaremos el caso n = 2m (las otras com-
binaciones posibles fueron estudiadas en la Ref. 4), y en par-
ticular nn = 2, 1 = 1; para simplificar hacemos V' = V2. De
esta forma,

Uz, y) = (& + Da? + (s — 1)3°.
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(a)

(b)

FIGURA 1. Caso polinomial conm = 1,n =2y (@) x = 0.5, (h)n =Ly (c)x = 1.5

w0

(a)

(c)

F1GURA 2. (a) Funcién de potencial para £ = 0.5. (b) curvatura gaussiana y (c) curvas con curvatura nula.

Las grificas de este potencial, con diferentes valores de w se
muestran en la Fig. 1. Como puede verse, para £ < 1 los po-
tenciales son abiertos por el eje y, con lo cual en general una
particula en este campo tendrd movimiento infinito, a menos
que su velocidad sea paralela al eje .

Ademds, la funcién de curvatura gaussiana es una cons-
tante que solo depende del valor de x como

. 4k?P -1
= {—)—)
9 + 8k*
de modo que K es negativasi £ < 1, ceroparakx = 1y

positiva cuando « > 1. En vista de lo anterior, esperamos
que el movimiento sea, o regular (x > 1), o cadtico (k < 1).
La tnica incOgnita es para & 1 (curvatura nula), donde
cualquiera de las dos tipos de movimiento puede presentarse,
dependiendo del signo de la suma U, + U,,,,.

3.0.2. Funcion con factores exponencial y polinomial

Consideramos la funcién h(¢,{) = Re?C + k,|¢|*. El
espacio-tiempo correspondiente a esta funcidn tiene simetria
de vacio i3 y vectores de Killing 0y, 0y, 9¢ + 9¢ — a(ud, —

vd,) [5]. Por conveniencia, hacemos los cambios de varia-
bles 2al — V2( y ko /4a® = k. Asi, la funcién de potencial
correspondiente, en (érminos de x y v, es

Uliiy) = T'Q[r"’ cosy + k(z? + }/2)2]. (4)

En este caso » no es una constante, dado que depende del
pardmetro a, por lo cual se le pueden asignar diferentes valo-
res. Elegimos 17 = | para los experimentos computacionales.
Con esto, encontramos que el comportamiento del potencial
y la curvatura gaussiana es el mismo para 0 < » < 1.5; por
ello tomamos £ = 0.5.

En las grificas correspondientes al potencial (4) se ve
que, en cuanto al signo de la curvatura, existen tres regiones
para esta funcion de potencial (ver Fig. 2): dos con curvatura
negativa (una es un “pico” que atraviesa al plano xy por el
origen, y la otra son los picos cuasi-sinusoidales cuyas inter-
secciones con el plano wy pueden verse en los cuadrantes I 'y
IV de la Fig. 2¢). y una con curvatura positiva. Esto nos hace
esperar que existan valores criticos de energia a partir de los
cuales el movimiento pase de regular a cadtico o viceversa.
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FIGURA 3. Seccion de Poincaré (E = .999 x 10~%) [Vector de desviacion] param = 1y (a)[(d)] & = 0.5, (b)[(e)] k = 1, (©)[(D] k = 1.5.

3.1. Aplicaciones de secciones de Poincaré

A continuacion se presentan las secciones de Poincaré corres-
pondicntes a los casos mencionados en el apartado anterior.
Para obtener estas grdficas, se simulé el movimiento de una
particula en un potencial dado. Las condiciones iniciales para
la simulacién se eligieron de acuerdo con los siguientes cri-
terios: que el movimiento de la particula se desarrollara en
una region con determinada curvatura gaussiana (aqui inter-
vienen los valores de la energia y las velocidades iniciales);
para los potenciales abiertos, se escogieron velocidades y po-
siciones iniciales de tal forma que la particula cruzara el pla-
no de referencia antes de escapar; ademads se consideraron en
cada corrida cinco trayectorias diferentes con puntos inicia-
les sobre una circunferencia alrededor de un punto de interés
(minimo de energfa, cero de la curvatura, etc.).

3.1.1. Caso polinomial (paran =2, m = 1)

En la Fig. 3a se presenta la seccion de Poincaré para el caso
I < 0. Esta se construyé con muy pocos puntos dado que
el potencial es abierto (ver Fig. 1), y muchas de las trayecto-
rias escapan a infinito cruzando sélo una vez ¢l plano pyp..
Soélo con este criterio no es posible decir si el movimiento es
cadtico o no. Sin embargo, en la Fig. 3d se observa que el

vector de desviacion se comporta exponencialmente, por tan-
to el movimiento es cadtico, de acuerdo con las predicciones
tedricas.

Con ~ 1 (K = 0), el movimiento es regular (ver
Figs. 3b y 3e). Se muestran unas cuantas trayectorias, dado
que este potencial también es abierto (Fig. 1b). Ademas, el
vector de desviacion oscila, lo que demuestra que el movi-
miento es regular (Fig. 1¢).

Por dltimo, para x = 1.5 (I > 0) el potencial es cerrado
(Fig. 1b), y comao se ve en las Figs. 3¢ y 3f el movimiento es
regular, tal como esperabamos.

3.1.2. Caso con factores exponencial y polinomial

El término ¢* cos y es el factor dominante en el potencial (ver
Fig. 2a):

2

Uz,y) = e* cosy + k(x? +y?) (5)

El resultado de graficar esta funcién en un intervalo me-
nor es la grifica de la Fig. 4a, donde podemos ver que exis-
te una region en la que, para valores de energia bajos, la
particula puede presentar movimiento finito (ver la amplifi-
cacion en Fig. 4b). Ademds, en la Fig. 2c vemos que existe
una zona con curvatura negativa en esta region, y estd justa-
mente alrededor del origen de coordenadas.
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FIGURA 4. (a) Funcién de potencial para k = 0.5 y (b) frontera

entre curvatura gaussiana positiva y negativa.

De acuerdo con lo visto en el capitulo anterior, el movi-
miento de la particula debe ser cadtico en las regiones donde
la curvatura sea negativa. Ahora bien, debe existir un valor de
energia a partir del cual la particula pueda pasar de la zona de
potencial con curvatura positiva a la region del mismo donde
la curvatura es negativa (en adelante denominaremos a este
valor como energia critica).

Para encontrar el valor de la energia critica hacemos las
siguientes consideraciones con base en los resultados hasta
aqui obtenidos: este valor debe corresponder a un punto de la
curva ' = 0 (ver Figs. 2c y 4b); dada la forma creciente del
potencial (Figs. 2ay 4a), la energfa critica no puede ser un

A.L.NESTEROV Y F. ACEVES DE LA CRUZ

FIGURA 5. Superposicion de la funcion de potencial y la curvatura

gaussiana.

maximo. En principio, entonces debe existir un minimo valor
de energja en la region alrededor del origen donde la funcién
de potencial tiene curvatura negativa (Figs. 2¢ y 4b), dado
que alli es donde, a curvatura nula, x y y toman sus valo-
res absolutos mas pequenios. En vista del factor exponencial
en (5), esperamos que el minimo de energia critica corres-
ponda a x < 0, y puesto que este potencial es funcién par
en g, también podemos preveer que, o existen dos puntos con
energia critica minima (x,. < 0y £y.), o bien sélo existe uno
donde y. = 0y @, = —0.5 (ver Fig. 4b). Para decidir cudl
de estas opciones es la correcta, hacemos lo siguiente: en el
punto (—0.539, 0), la energia potencial vale 0.6253; con ésto,
graficamos en una sola figura la funcién de curvatura gaussia-
na (Fig. 2b) y F(x,y) = U — 0.6253 obteniendo la Fig. 5.
La curva de ' = 0 corresponde a la interseccion de ambas
erificas; asi, podemos ver que el punto sobre esta curva don-
de la energia critica es minimaes » = —0.539y y = 0; ala
energia coorrespondiente a este punto la llamaremos “‘energia
critica” (E, = 0.6253). En vista de lo anterior, analizaremos
el movimiento de la particula con condiciones iniciales alre-
dedor del punto (—0.641. 0). Dependiendo de los valores de
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FIGURA 6. Seccién de Poincaré [ Vector de desviacion] para (a)[(b)] E = 0.611998 y (o)[{d)] E. = 0.6253.
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FIGURA 6. (continuacién) Seccién de Poincaré [ Vector de desviacion] para (e)[(D] E = 0.63, (g)[(h)] £ = 0.637778, (H[(j))] E = 0.64999,
(K)[(D] E = 0.67, (m)[(n)] E = 0.8, (0)[(p)] E =0.9.

la energia, E, tenemos los siguientes casos: Para E = Fig. 6a se va destruyendo (ver Figs. 6c, 6e, 6g, 6i, 6k, 6m, 60,
0.611998 podemos ver en la seccién de Poincaré correspon- 6q y 6s) y el vector de desviacién (Fig. 6b) cambia su com-
diente (Fig. 6a) que el movimiento es regular, como lo de- portamiento de sinusoidal a exponencial a partir de la energfa
muestra el comportamiento de la magnitud del vector de des- critica (Fig. 6d). En las Figs. 6g y 6s observamos cé6mo se
viacién, que estd oscilando alrededor de un valor (Fig. 6b). pasa de caos a caos total, y el comportamiento del vector de

A medida que el valor de h aumenta, la seccién de Poincaré  desviacién es totalmente exponencial (Figs. 6ry 6t).
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FIGURA 6. (continuacion) Seccién de Poincaré [Vector de desviacion] para (QUN] E = 1(s)(1] E = 10,

4. Conclusiones

Los resultados obtenidos confirman el marco tedrico presen-
tado en la Sec. 2: mientras el movimiento tiene lugar en regio-
nes donde la curvatura de la funcién de potencial es positiva,

i

éste tiene comportamiento regular (ver Figs. 4b, 6a y 6b); al
desarrollarse en zonas con curvatura negativa de la funcion
de potencial, el movimiento se torna caético (Figs. 4b, 6e y

6f).
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