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Se desarrolla un procedimiento semiclásico para describir un gas de electrones fuera de equilibrio en un metal. Por medio del método de
momentos de Grad se resuelve la ecuación modificada de Boltzmann dentro del esquema de Lorentz-Sommerfeld. Las ecuaciones de balance
no conservadas para la densidad de corriente eléctrica y el flujo de calor se utilizan para describir los principales procesos de relajación y los
coeficientes de termotransporte dependientes de la frecuencia, cuyos tiempos de relajación cińeticos se expresan a través de las integrales de
Fermi-Dirac
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We present a semiclassical kinetic model to describe a nonequilibrium metal gas electrons. By means of the Grad method of moments, we
solve the modified Boltzmann transport equation in the scheme of the Lorentz-Sommerfeld theory. The non conserved balance equations for
the electric current density and the heat flux are used to describe the main relaxation processes and the frequency dependent thermoelectric
coefficients. A relevant characteristic of these coefficients are the presence of some kinetic relaxation times expressed through the Fermi-
Dirac integrals.
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1.. Introducción

Son bien conocidos los modelos difusivos de tipo hidro-
dinámico utilizados para describir los principales procesos de
transporte en semiconductores y metales. En estos sistemas,
las ecuaciones de balance de la densidad de portadores y den-
sidad de corriente eléctrica junto con la ecuación de Poisson
del campo eĺectrico, son suficientes para describir los proce-
sos de transporte de una gran cantidad de dispositivos microe-
lectrónicos[1]. Sin embargo, dado que cada vez son menores
las escalas de integración de los dispositivos modernos, es
necesario extender el modelo hidrodinámico difusivo hacia
una escala ḿas cercana a la región mesosćopica donde tie-
nen lugar procesos complicados de colisión de electrones con
otras excitaciones elementales del material. Particularmente,
se hace necesario incluir más variables en la descripción del
transporte de portadores, tales como la densidad de energı́a,
el tensor de presiones y el flujo de calor. El procedimiento
est́andar consiste en deducir, a partir de la ecuación de trans-
porte de Boltzmann, una jerarquı́a de ecuaciones de balance
para las variables relevantes locales que describen el estado
macrosćopico del gas de electrones en materiales metálicos
o semiconductores [2], y a partir de ellas describir el trans-
porte de portadores mediante las técnicas usuales de la teorı́a
cinética de gases diluidos, o bien, utilizando métodos Monte-
carlo de simulacíon.

En todo caso, se debe resolver el problema de cerradura
de las ecuaciones de balance que usualmente se lleva a cabo

mediante una evaluación de los momentos de orden superior
en t́erminos de las variables relevantes que describen al gas
de electrones. Con ello logramos tener un conjunto consis-
tente de ecuaciones hidrodinámicas generalizadas de evolu-
ción para el conjunto extendido de variables relevantes. En
efecto, por medio de los ḿetodos de la termodinámica ex-
tendida se ha resuelto el problema de la cerradura para si-
tuaciones relativamente muy fuera del equilibrio, evitando
con esto conocer la forma explı́cita de la funcíon de distribu-
ción correspondiente. Sin embargo, también es conocido un
estudio cuidadoso que se ha realizado posteriormente para
obtener un esquema hidrodinámico totalmente distinto. Es-
te último describe el transporte de electrones en términos de
una funcíon de distribucíon fuera de equilibrio que proviene
de un principio general de maximización de entroṕıa [3-4].
En estos trabajos se ha explorado tanto el comportamiento no
lineal de la funcíon de distribucíon, aśı como la validez de la
termodińamica extendida, para contrastar los resultados con
aquellos de la simulación Montecarlo [5-6].

Por otro lado, una dificultad aún mayor surge cuando se
desea evaluar los términos de producción de las ecuaciones
no conservadas. Esto es debido, principalmente, a que los
procesos microsćopicos de generación y recombinacíon ha-
cen casi imposible cualquier aproximación anaĺıtica en t́ermi-
nos de las integrales estándar de colisíon. Por tal motivo, no
es de sorprenderse que se recurra generalmente a modelos
fenomenoĺogicos o de ańalisis computacional, tales como la
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aproximacíon del tiempo de relajación o el ḿetodo Monte-
carlo, para evaluar los términos de producción. En estos ca-
sos el esquema que resulta es un hı́brido entre los ḿetodos
de la teoŕıa cińetica de los gases y los resultados numéricos
obtenidos para los términos de colisíon [5-7]. Debido a lo
anterior cualquier tratamiento cinético que se quiera aplicar
para resolver el problema del termotransporte de electrones
en metales o semiconductores, queda automáticamente limi-
tado a la aproximación de la teoŕıa de respuesta lineal, donde
los campos eléctricos aplicados son débiles y las desviacio-
nes del estado de equilibrio termodinámico pequẽnas.

Los modelos hidrodińamicos han mostrado ser muyúti-
les en la descripción del transporte de portadores de carga en
metales y semiconductores, sin embargo al considerar dispo-
sitivos submicroḿetricos, sometidos a campos eléctricos in-
tensos o que varian muy rápidamente, se hace necesario un
modelo hidrodińamico ḿas preciso que tome en cuenta los
flujos deı́mpetu y enerǵıa de los portadores. Para esto reque-
rimos simplificar el t́ermino colisional de tal forma que se
pueda tomar en cuenta aproximadamente la cinética de los
electrones dentro del material. En este trabajo presentamos
un estudio analı́tico del termotransporte de electrones en me-
tales a trav́es de un modelo hidrodinámico generalizado, ex-
tendiendo el ńumero de variables hidrodinámicas y conside-
ramos la aproximación semicĺasica donde la distribución de
electrones obedece una distribución de Fermi-Dirac en equi-
librio. Con base en el modelo de Lorentz-Sommmerfeld de
la ecuacíon de Boltzmann [7] y el ḿetodo de momentos de
Grad [8], obtenemos las ecuaciones de balance en la apro-
ximación de trece momentos que corresponden a la densi-
dad de ńumero, densidad de corriente eléctrica, densidad de
enerǵıa, tensor de presiones y el flujo de calor. La cerradu-
ra de las ecuaciones de balance se lleva a cabo mediante una
función de distribucíon de Grad que se desarrolla alrededor
de una distribucíon local Fermi-Dirac. Debido a las simplifi-
caciones que se presentan en el término colisional, podemos
evaluar los t́erminos de producción y la forma expĺıcita de
los tiempos caracterı́sticos de relajación de cada proceso de
transporte. Estośultimos est́an directamente relacionados con
las integrales de colisión que a su vez se pueden expresar en
términos de las integrales de Fermi-Dirac.

En la Sec. 2, presentamos el modelo cinético que se uti-
liza para construir las ecuaciones hidrodinámicas de un gas
de electrones en un metal. En esta descripción incorporamos
el tensor de presiones y el flujo de calor como variables rele-
vantes locales. Hasta este nivel de la descripción no se hace
referencia explı́cita de los t́erminos colisionales, por lo tanto,
formalmente el modelo que estamos considerando es válido
tanto para metales como para semiconductores. En la Sec. 3
se presenta la evaluación de las cantidades constitutivas que
se requieren para llevar a cabo la cerradura de las ecuacio-
nes de balance y posteriormente se evalúan los t́erminos de
produccíon con base en los tiempos caracterı́sticos de relaja-
ción. En la Sec. 4, se discuten los aspectos generales de las
relaciones constitutivas de la densidad de corriente eléctrica
y el flujo de calor, aśı como las expresiones de los coeficien-

tes generalizados de termotransporte dependientes de la fre-
cuencia y tambíen se verifica la validez de las relaciones de
reciprocidad de Onsager en la región de frecuencias finitas.
Finalmente, en la Sec. 5, presentamos algunas conclusiones
importantes.

2.. El modelo cińetico

En el modelo cińetico de Lorentz-Sommerfeld los electrones
de conduccíon son considerados como un gas diluido, cuyas
part́ıculas se mueven libremente salvo por colisiones sucesi-
vas que tienen con los iones de la red cristalina. Estosúltimos
se suponen deradio s y distribuidos uniformemente con una
densidadn0.

El gas de electrones está descrito por una función de dis-
tribució n f(x, c, t) de una partı́cula, tal quef(x, c, t)dxdc
representa el ńumero de electrones en el elemento de volu-
men comprendido entrex y x + dx con velocidades entrec
y c + dc al tiempot, y que satisface la ecuación semicĺasica
de transporte de Boltzmann [9]

∂

∂t
f(x, c, t)+ci · ∂

∂xi
f(x, c, t)+

−e

m
Ei

∂

∂ci
f(x, c, t)

=
∫

(f(x, c′, t)− f(x, c, t))S(c′i, ci)dκ, (1)

dondeS(c′i, ci) = ciκi/πl, mientras queci, c′i son las velo-
cidad de la partı́cula antes y después de la colisíon, las cuales
est́an relacionadas entre sı́ por

c′i = ci − 2(cjκj)κi. (2)

El vector unitarioκi define la direccíon que va desde el cen-
tro del ion a la posicíon del punto de contacto del electrón,
por lo tanto,dκ =senθdθdε, donde0 ≤ θ ≤ π/2 es elángu-
lo entreci y κi, en tanto que0 ≤ ε ≤ 2π es elángulo entre el
plano que contiene aci y c′i y algún plano de referencia que
contiene aci. El recorrido libre medio del electrón est́a defi-
nido por

l =
1

n0πs2
. (3)

Se supone que los electrones tienen masa efectivam y carga
eléctrica−e y que est́an bajo la influencia de una densidad de
campo eĺectrico externoEi.

Multiplicando la ecuacíon de Boltzmann por una propie-
dad arbitraria de los electrones descrita porψ = ψ(x, c, t)
e integrando sobre las velocidades, obtenemos la siguiente
ecuacíon general de balance:
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∂

∂t

∫
ψfdc+

∂

∂xi

∫
ψcifdc =

∫ [
∂ψ

∂t
+

∂ψ

∂xi
ci +

−e

m
Ei

∂ψ

∂ci

]
fdc

+
∫

S(c′i, ci)(ψ′ − ψ)fdκdc. (4)

Ahora vamos a elegir como variables relevantes locales
para describir el estado macroscópico del gas de electrones a
la densidad de ńumero local

n(x, t) =
∫

f(x, c, t)dc, (5)

que define la densidad de masaρ(x, t) = mn(x, t); la velo-
cidad hidrodińamica local

vi(x, t) =
1
n

∫
cif(x, c, t)dc, (6)

que se relaciona con la densidad de corriente eléctrica me-
diante

ρ(x, t)vi(x, t) = −m

e
Ji(x, t). (7)

La densidad de energı́a, que al mismo tiempo determina la
temperatura cińetica local,

ρW (x, t) =
3
2
nKBT (x, t) =

∫
1
2
mC2f(x, c, t)dc, (8)

aqúı Ci(x, c,t) =ci−vi(x, t) es la velocidad particular. Esta
se puede definir de manera alternativa mediante la traza del
tensor de presiones

Pij(x, t) =
∫

mCiCjf(x, c, t)dc, (9)

por eso es que conviene separar su parte simétrica sin traza,
que denotamos con paréntesis triangulares, a través de la re-
laciónPij(x, t) = P〈ij〉(x, t) + 1

3prr(x, t)δij . Esto nos sirve
tambíen para identificar directamente a la traza del tensor de
presiones con la temperatura local. En efecto, debemos notar
que el tensor de presiones puede ser escrito en la forma

Pij(x, t) = P〈ij〉(x, t) + p(x, t)δij

= P〈ij〉(x, t) +
2
3
W (x, t)δij . (10)

Finalmente, el flujo de calor se puede definir como

qi(x, t) =
∫

1
2
mC2Cif(x, c, t)dc. (11)

Las ecuaciones de balance para las variables relevantes
del sistema electrónico se obtienen considerando que forman

un conjunto de variables hidrodinámicas bien definido, es de-
cir, haciendo que

ψ(ci) =
{

m,
1
2
mC2,−eci,mCiCj ,

1
2
mC2Ci

}
. (12)

Asimismo, podemos suponer que este conjunto de variables
locales es suficiente para describir el termotransporte de elec-
trones dentro de un esquema de la hidrodinámica generali-
zada en la región de frecuencias finitas. Las ecuaciones de
balance que se deducen directamente a partir de la ecuación
general de balance son:

La ecuacíon de densidad de portadores:

∂ρ

∂t
− m

e

∂Ji

∂xi
= 0; (13)

densidad de energı́a:

∂ρW

∂t
+

∂

∂xi
(qi + ρWvi)− EiJi = 0; (14)

densidad de corriente eléctrica:

∂Ji

∂t
+
−e

m

∂

∂xi
(Pij + ρvivj)− e2

m2
ρEi = Pi; (15)

la parte siḿetrica sin traza del tensor de presiones:

∂P〈ij〉
∂t

+
∂

∂xk

(
P〈ij〉k+vP〈ij〉vk

)−2J〈iEj〉 = P〈ij〉; (16)

y el balance de flujo de calor:

∂qi

∂t
+

∂

∂xj
(uij + qivj + qjvi + ρWvivj)

+
e

m
P〈ij〉Ej +

5e

2m
pEi = Qi. (17)

La relacíon que existe entre la velocidad hidrodinámica y la
densidad de corriente, [Ec.(8)] nos permite expresar la ecua-
ción de flujo hidrodińamico en la forma alternativa siguiente,

∂ρvi

∂t
+

∂

∂xj
(Pij + ρvivj)− e

m
ρEi = P̃i, (18)

con los cambios correspondientes en el término de produc-
ción.

3.. Relaciones Constitutivas

Ahora vamos a obtener un conjunto cerrado de ecuaciones
de evolucíon para las variables no conservadas, esto significa
expresar los momentos de orden superior en términos de las
variables relevantes que describen el comportamiento local,
es decir, debemos hallar una representación cińetica para las
siguientes cantidades:

P〈ij〉k =
∫

mC〈iCj〉Ckfdc y uij =
∫

1
2
mC2CiCjfdc, (19)
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adeḿas de los t́erminos de producción

Pi = −
∫

S(ci, c
′
i) [ec′i − eci] fdκdc,

P〈ij〉 =
∫

S(ci, c
′
i)

[
mC ′〈iC

′
j〉 −mC〈iCj〉

]
fdκdc,

Qi =
∫

S(ci, c
′
i)

[
1
2
mC2′C ′i −

1
2
mC2Ci

]
fdκdc. (20)

Para evaluar todas ellas, desarrollamos la función de dis-
tribución alrededor de una función de equilibrio local me-
diante el ḿetodo de momentos de Grad. En el modelo se-
miclásico del gas de electrones que estamos considerando

utilizamos la distribucíon de Fermi-Dirac como función de
peso del desarrollo,

fE =
2m3

h3

1

exp
[ 1

2 mC2−ϕ

KBT

]
+ 1

, (21)

dondeh es la constante de Plank,KB la constante de Boltz-
mann yϕ = ϕ(x,t) es el potencial qúımico local. La funcíon
de distribucíon de Grad se obtiene directamente aplicando el
método descrito en la Ref. 10, pero lo hemos modificado para
incluir un mayor ńumero de variables relevantes. El resulta-
do es una función de distribucíon fuera de equilibrio de Grad
linealizada del tipo Fermi-Dirac:

f (13)(x, c, t) = fE(x, c, t)

{
1 + (1− fE(x, c, t))

3m2

νK2
BT

7
2
· 1
25I2

4 − 21I2I6
·

·
[[

7
KBT

e
(I6 − 5

14
mC2

KBT
I4)

]
JiCi +5

(
I4 − 3

10
mC2

KBT
I2

)
qiCi

]
+

1
4I4

P〈ij〉C〈iCj〉

}
. (22)

Aqúı se ha definido la constante

ν =
2

9
2 K

3
2
Bm

5
2 π

h3
, (23)

adeḿas debemos considerar queIn = In(ϕ/KBT ) repre-
senta las integrales de Fermi-Dirac. Estasúltimas cantidades
est́an definidas como en la Ref. 11:

In

(
ϕ

KBT

)
=

∫ ∞

0

xndx

exp
[
− ϕ

KBT + x2
]

+ 1
.

Con ayuda de estas integrales la densidad de masaρ y la
presíon localp admiten la siguiente representación,

ρ = νT
3
2 I2, p =

2
3
W =

2KB

3m
νT

5
2 I4. (24)

Ahora bien, para obtener las otras cantidades constitutivas
procedemos a sustituir directamente la función de distribu-
ción f (13)(x, c, t) en las expresiones de la Eq.(19), el resul-
tado es el conjunto de cantidades constitutivas requerido por
la condicíon de cerradura,

P〈ij〉k =
4
5
q〈iδj〉k, u〈ij〉 =

14KBT

5m

I6

I4
P〈ij〉,

U =
2K2

B

3m2
νI6T

7
2 , (25)

dondeuij = u〈ij〉+Uδij. De forma similar podemos evaluar
los t́erminos de producción definidos en las Ecs.(20),

Pi =
−4e

ml

(
m

2KBT

) 1
2

[
KBT

e
ΘJi + Λqi

]
, (26)

Qi =
−2
l

(
2KBT

m

) 1
2

[
KBT

e
ΩJi + Γqi

]
, (27)

P〈ij〉 =
−1
l

(
2KBT

m

) 1
2 I5

5I4
P〈ij〉, (28)

donde hemos introducido las cantidades,

Θ =
15I4I5 − 14I3I6

25I2
4 − 21I2I6

, Λ =
9I2I5 − 10I3I4

25I2
4 − 21I2I6

, (29)

Ω =
21I5I6 − 20I4I7

25I2
4 − 21I2I6

, Γ =
15I4I5 − 12I2I7

25I2
4 − 21I2I6

. (30)

Conviene hacer notar que los términos de producción de
las ecuaciones no conservadas se pueden expresar mediante
ciertos tiempos caracterı́sticos de relajación. Esto lo podemos
ver en las Ecs.(26-28), donde se encuentran completamente
determinados a través de las integrales colisionales.

Ahora estamos en posición de escribir un conjunto com-
pleto de ecuaciones hidrodinámicas generalizadas para las
variables relevantes que describen el flujo de electrones en
un metal. En efecto, sustituyendo las cantidades constitutivas
de la Ec.(25) en las ecuaciones de balance Ecs.(11-15), llega-
mos a un conjunto cerrado de ecuaciones de evolución para
las variables relevantes, cuyos coeficientes dependen básica-
mente deT, ϕ, Ei, y de las integrales de Fermi-DiracIn. Las
ecuaciones de balance son las siguientes: densidad de masa,

∂ρ

∂t
− m

e

∂Ji

∂xi
= 0, (31)
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densidad de energı́a,

∂ρW

∂t
+

∂qi

∂xi
− EiJi = 0, (32)

densidad de corriente eléctrica,

∂Ji

∂t
− eKB

m2
νT

3
2

(
5
3
I4− ϕ

KBT
I2

)
∂T

∂xi
− e

m

∂P〈ij〉
∂xi

− e2

m2
νT

3
2 I2Ei = − 1

τJ
Ji − e

KBT

1
τJQ

qi; (33)

tensor de presiones,

∂P〈ij〉
∂t

+
4
5

∂q〈i
∂xj〉

+
4KB

3m
νT

5
2 I4

∂v〈i
∂xj〉

+2
e

m
νT

3
2 I2E〈ivj〉 = − 1

τP
P〈ij〉; (34)

y flujo de calor,

∂qi

∂t
+

7KBT

5m2

I6

I4

∂P〈ij〉
∂xj

+
e

m
P〈ij〉Ej

+
5K2

B

3m2
νT

5
2

(
7
5
I6 − ϕ

KBT
I4

)
∂T

∂xi

+
5eKB

3m2
νT

5
2 I4Ei = − 1

τQ
qi − KBT

e

1
τQJ

Ji, (35)

donde el campo eléctrico efectivo que actúa sobre el gas de
electrones se ha definido como

Ei = Ei +
1
e

∂ϕ

∂xi
. (36)

Hemos interpretado el lado derecho de estasúltimas ecua-
ciones como las contribuciones a los procesos de relajación
de las variables relevantes no conservadas. Los tiempos de
relajacíon correspondientes, están dados por las expresiones

τ−1
J =

4KBT

ml

(
m

2KBT

) 1
2

Θ, τ−1
Q =

2
l

(
2KBT

m

) 1
2

Γ,

τ−1
JQ=

4KBT

ml

(
m

2KBT

) 1
2

Λ, τ−1
QJ =

2
l

(
2KBT

m

) 1
2

Ω, (37)

mientras queτ−1
P se puede identificar directamente en la

Ec.(28). Estos tiempos son muy importantes porque consti-
tuyen la conexíon entre la descripción microsćopica y ma-
crosćopica local de los procesos de transporte de electrones
en el metal. La importancia de estos tiempos de relajación,
con relacíon al establecimiento del equilibrio local, está de-
terminada por las Ecs.(29-30) a través de su dependencia so-
bre el potencial qúımico local.

4.. Relaciones constitutivas generalizadas

Para determinar los mecanismos dominantes de relajación del
colectivo de electrones, necesitamos conocer los coeficien-
tes de transporte generalizados correspondientes a campos
eléctricos variables y de intensidad relativamente baja. En
tal caso estos coeficientes de transporte dependen de la fre-
cuencia y eventualmente de los campos eléctricos aplicados
cuandoéstos son muy intensos. Esta situación particular ha
sido estudiada recientemente para el caso de electrones fuera
de equilibrio en semiconductores, como podemos ver en la
Ref. 11; sin embargo, ahı́ solamente se discute el comporta-
miento de la conductividad térmica del sistema, la cual pro-
viene de un formalismo que se basa en el análisis nuḿerico
de las funciones de correlación temporal.

Las relaciones constitutivas generalizadas que describen
el termotransporte de electrones, para el modelo cinético de
electrones fuera de equilibrio que estamos considerando, se
obtienen mediante un proceso de reducción del ńumero de
variables relevantes a la aproximación de8−momentos de
Grad. En esta aproximación los coeficientes de transporte
más importantes que caracterizan los procesos termoeléctri-
cos de un metal se encuentran determinados a través de las
relaciones constitutivas generalizadas correspondientes. Pa-
ra ser ḿas precisos, debemos hacer queP〈ij〉 = 0 en las
ecuaciones hidrodińamicas no conservadas para la densidad
de corriente eĺectricaJi y para el flujo de calorqi, en las
Eqs.(33,35) de la sección. anterior. Esto nos permite expre-
sarlas como sigue:

∂Ji

∂t
+

5eKB

3m2
νT

7
2 I4

∂T−1

∂xi
+
−e2

m2
νT

5
2 I2Ei

= − 1
τJ

Ji − e

KBT

1
τJQ

qi (38)

y

∂qi

∂t
− 7K2

B

3m2
νT

9
2 I6

∂T−1

∂xi
+

5eKB

3m2
νT

7
2 I4Ei

= − 1
τQ

qi − KBT

e

1
τQJ

Ji, (39)

donde

Ei =
1
T
Ei +

1
e

∂ϕT−1

∂xi
. (40)

A partir de estas ecuaciones se pueden determinar los co-
eficientes de termotransporte, y al mismo tiempo verificar
que satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager en la
región de frecuencias finitas. El ḿetodo particular que vamos
a implementar consiste en tomar la transformada de Fourier
de las Ecs.(38,39), y el sistema algebraico que resulta se re-
suelve directamente paraJi y qi. Siguiendo el procedimiento
establecido en la Ref. 12, vamos a obtener una descripción de
la hidrodińamica generalizada del gas de electrones. El resul-
tado son las relaciones constitutivas del termotransporte de
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electrones con coeficientes generalizados dependientes de la
frecuencia, es decir,

Ji(ω) = L11(ω)Ei(ω) + L12(ω)T
∂T−1(ω)

∂xi
, (41)

qi(ω) = L21(ω)Ei(ω) + L22(ω)T
∂T−1(ω)

∂xi
. (42)

Aqúı hemos introducido la notación que usualmente es utili-
zada para denotar a los coeficientes termoeléctricos, tanto en
la versíon fenomenoĺogica como en la descripción de funcio-
nes de correlación,

L11(ω) =
∫ ∞

0

〈δ[c(0)]δ[c(t)]〉 e−iωtdt

=
χe2l

KB
T 2 (5I4Λ + 3I2Γ)− 3iωτI2

(ΘΓ− ΩΛ)− (ωτ)2 − iωτ (Θ + Γ)
, (43)

L12(ω) =
∫ ∞

0

〈δ[c(0)]δ[c(t)Ek(t)]〉 e−iωtdt

= −χelT 2 (7I6Λ + 5I4Γ)− 5iωτI4

(ΘΓ− ΩΛ)− (ωτ)2 − iωτ (Θ + Γ)
, (44)

L21(ω) =
∫ ∞

0

〈δ[c(0)Ek(0)]δ[c(t)]〉 e−iωtdt

= −χelT 3 (3I2Ω + 5I4Θ)− 5iωτI4

(ΘΓ− ΩΛ)− (ωτ)2 − iωτ (Θ + Γ)
, (45)

L22(ω) =
∫ ∞

0

〈δ[c(0)Ek(0)]δ[Ek(t)]〉 e−iωtdt

= χelT 2 KBT

e

(5I4Ω + 7I6Θ)− 7iωτI6

(1− iωτ/Θ) (1− iωτ/Γ)ΘΓ− ΩΛ
; (46)

aqúı χ = 23mK2
Bπ/3h3, τ = τJ , y Ek = mC2/2 es la

enerǵıa cińetica del electŕon. En estas expresionesc(t) es la
componente de la velocidad del electrón a lo largo del cam-
po eĺectrico aplicado. Los paréntesis triangulares denotan un
promedio temporal de acuerdo con la suposición erǵodica.
Debido a que se cumple la siguiente igualdad:

(7I6Λ + 5I4Γ) = (3I2Ω + 5I4Θ) , (47)

se obtiene inmediatamente que los coeficientes cruzados de
transporte son iguales, es decir,

L12(ω) = L21(ω). (48)

Esta ecuación es precisamente la relación de reciprocidad de
Onsager para coeficientes termoeléctricos dependientes de la
frecuencia. No obstante que este resultado es bastante cono-
cido desde hace tiempo para los coeficientes usuales [13-15],

conviene resaltar el hecho de que en nuestro caso particular
proviene de un modelo cinético del gas de electrones fuera
de equilibrio y que los tiempos caracterı́sticos de relajación
correspondientes están completamente determinados a través
de las integrales de Fermi-Dirac. Se puede observar que las
relaciones de reciprocidad se cumplen en la región de fre-
cuencias finitas y que en el lı́mite de frecuencias bajas (cuan-
do ω → 0) se recuperan los coeficientes usuales de termo-
transporte.

Una forma alternativa de escribir las ecuaciones hidro-
dinámicas de relajación de la densidad de corrienteJi y del
flujo de calorqi, que permite visualizar de manera tradicional
los efectos termoeléctricos es la siguiente:

Ei(ω) = −ε (ω)
∂T (ω)
∂xi

+ ρ (ω) Ji (ω) ,

qi(ω) = −λ (ω)
∂T (ω)
∂xi

−
(
Π(ω) +

ϕ

e

)
Ji (ω) . (49)

En estas ecuacionesε (ω) es el coeficiente absoluto de ter-
mopotencia,ρ (ω) es el coeficiente de resistividad eléctrica,
λ (ω) corresponde a la conductividad térmica yΠ(ω) es el
coeficiente de Peltier generalizado. Estos coeficientes gene-
ralizados est́an dados explı́citamente por

ε (ω) =
Π(ω)

T
=

(
L12(ω)
L21(ω)

+
ϕ

e

)
=

KB

e

×

(
5I4− ϕ

KBT 3I2

)
(1−iωτ/Γ)Γ+

(
7I6− ϕ

KBT 5I4

)
Λ

(1− iωτ/Γ) 3I2Γ + 5I4Λ
, (50)

σ (ω) = ρ (ω)−1 = χelT 2 e

KBT

× (5I4Λ + 3I2Γ)− 3iωτI2

(ΘΓ− ΩΛ)− (ωτ)2 − iωτ (Θ + Γ)
, (51)

λ (ω) =
1
T

(
L22(ω)L11(ω)− L12(ω)L21(ω)

L11(ω)

)

= χelT 2 KB

e

21I2I6 − 25I2
4

(5I4Λ + 3I2Γ)− 3iωτI2
. (52)

En este contexto los resultados fenomenológicos de la
Ref. 13 se amplian bajo la consideración de que los coeficien-
tes de transporte se pueden interpretar en términos de ciertas
funciones de correlación que se evalúan a trav́es de un mo-
delo cińetico. En efecto, en esta referencia se considera una
expresíon general para la conductividad térmica en t́erminos
de las funciones de correlación correspondientes, con una ex-
presíon similar para el ńumero de Lorentz generalizado,

L(ω) =
λ(ω)

T σ(ω)
; (53)

siendoσ(ω) la conductividad eĺectrica generalizada. En es-
te caso los coeficientesLij(ω) representan las funciones de
correlacíon temporal entre la densidad de corriente eléctrica
y el flujo de calor. Este punto es muy importante porque nos
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permite poner en contacto dos descripciones completamente
distintas de interpretación del termotransporte de electrones;
a saber, el modelo cinético que hemos desarrollado y los re-
sultados que provienen del análisis computacional de las fun-
ciones de correlación.

Debe notarse que los coeficientes de transporte generali-
zados son funciones complejas de la frecuencia, debido a lo
cual es necesario analizar por separado su parte real e ima-
ginaria. Los resultados están normalizados con respecto al
valor de los coeficientes usuales, es decir, respecto a su valor
cuandoω → 0. La Fig. 1 muestra el comportamiento de la
parte real de la conductividad eléctrica como funcíon de la
frecuencia adimensionalωτ. En esta figura hemos graficado
su comportamiento para varios valores del potencial quı́mi-
co normalizadoϕ/KBT. Observamos que se presentan al-
gunas modificaciones interesantes en la componente reactiva
del gas de electrones. La parte imaginaria también presen-
ta una situacíon similar, pero solamente para ciertos valores
del potencial qúımico, como puede observarse en la Fig. 2.
El coeficiente de termopotencia se encuentra graficado en las
Figs. 3 y 4, hemos considerado algunos valores crecientes del
potencial qúımico, con ello notamos que dismininuye sustan-
cialmente el efecto de este coeficiente tanto en su parte real
como en la imaginaria. Las Figs. 5 y 6, describen la parte real
e imaginaria de la conductividad térmica dependiente de la
frecuencia. Se presentan algunas curvas que corresponden a
diferentes valores del potencial quı́mico. Su comportamien-
to presenta los rasgos generales que se esperan de acuerdo
al ańalisis de las funciones de correlación temporal que la
describen en la Ref. 12. Este coeficiente generalizado es más
sensible a los cambios del potencial quı́mico en comparación
con el coeficiente termoeléctrico y la coductividad eléctrica.

FIGURA 1. Parte real de la conductividad eléctrica como funcíon
de la frecuencia adimensionalωτ . Las lineas − + − , − ◦ − ,
− ∗ −, − • − corresponden a los valores,0,0, 0,5, 1,0, 1,5, del
potencial qúımico normalizadoϕ/KBT.

FIGURA 2. Parte imaginaria de la conductividad eléctrica en fun-
ción de la frecuencia adimensionalωτ . Las lineas−+− ,− ◦ −
, − ∗ −, − • − representan los valores,0,0, 0,5, 1,0, 1,5, del
potencial qúımico normalizadoϕ/KBT.

FIGURA 3. Parte real del coeficiente de termopotencia eléctrica co-
mo funcíon de la frecuencia adimensionalωτ . Las lineas−+− ,
− ◦ − , − ∗ −, − • − est́an asociadas a los valores de0,0, 0,5,
1,0, 1,5, del potencial qúımico normalizadoϕ/KBT.

5.. Conclusiones

En este trabajo se presenta un análisis hidrodińamico del ter-
motransporte de un gas de electrones fuera de equilibrio en
un metal, a trav́es del modelo de Lorentz-Sommerfeld y del
método de momentos de Grad. En la aproximación a trece
momentos, la densidad de portadores, densidad de corriente
eléctrica, el tensor de presiones y el flujo de calor son consi-
derados como variables relevantes locales. Las ecuaciones de
balance para estas variables se obtienen a partir de la ecua-
ción modificada de Boltzmann mediante las técnicas usuales
del método Grad empleadas en la teorı́a cińetica de gases di-
luidos.
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FIGURA 4. Parte imaginaria del coeficiente de termopotencia
eléctrica en funcíon de la frecuencia adimensionalωτ . Las lineas
− + − , − ◦ − , − ∗ −, − • − corresponden a los valores,0,0,
0,5, 1,0, 1,5, del potencial qúımico normalizadoϕ/KBT.

FIGURA 5. Parte real de la conductividad térmica versus la fre-
cuencia adimensionalωτ . Las lineas − + − , − ◦ − , − ∗ −,
− • − corresponden a los valores de0,0, 0,5, 1,0, 1,5, del poten-
cial qúımico normalizadoϕ/KBT.

Se utiliza una funcíon de distribucíon Fermi-Dirac fuera
de equilibrio para representar los flujos de orden superior en
términos de las variables relevantes; con ello resolvemos el
problema de cerradura de las ecuaciones de balance. De for-
ma similar podemos evaluar las integrales de colisión asocia-
das a los t́erminos de producción, śolo que los resultados se
presentan en términos de ciertos tiempos caracterı́sticos de
relajacíon. Estosúltimos dependen directamente del poten-
cial qúımico local a trav́es de las integrales de Fermi-Dirac
y tienen la peculiaridad de que determinan el comportamien-
to de los coeficientes de termotransporte de electrones, tanto
en el ŕegimen estacionario como en la región de frecuencias
finitas.

FIGURA 6. Parte imaginaria de la conductividad térmica versus la
frecuencia adimensionalωτ . Las lineas−+− ,−◦− ,−∗−, −•−
representan los valores,0,0, 0,5, 1,0, 1,5, del potencial qúımico
normalizadoϕ/KBT.

Los coeficientes de transporte termoeléctricos generali-
zados se obtienen a tráves de un proceso mediante el cual se
reduce el ńumero de variables relevantes en el espacio de fre-
cuencias. Las ecuaciones hidrodinámicas de la densidad de
corriente eĺectrica y el flujo de calor se expresan como rela-
ciones constitutivas del gradiente de temperatura y del campo
eléctrico aplicado. Los coeficientesLij(ω) que las determi-
nan, satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager en
la regíon de frecuencias finitas. No obstante que esta situa-
ción ha sido mencionada en la literatura para semiconducto-
res, por ejemplo en la Ref. 11, en nuestro esquema se obtiene
directamente de un modelo cinético autoconsistente.

Una forma alternativa de presentar los resultados del ter-
motransporte de electrones consiste en que el campo eléctrico
aplicado y el flujo de calor se escriban como relaciones cons-
titutivas de la densidad de corriente eléctrica y del gradien-
te de temperatura. Esta representación nos permite hacer la
generalizacíon de los coeficientes usuales de transporte tales
como la conductividad eléctrica, el coeficiente de termopo-
tencia y la conductividad térmica en la región de frecuencias
finitas. Sobresale el hecho de que podemos relacionar nuestro
formalismo con los resultados que provienen de un análisis
numérico de las funciones de correlación temporal. En parti-
cular, la conductividad térmica generalizada y el coeficiente
de termotransporte se pueden expresar en términos de los co-
eficientesLij(ω), las funciones microsćopicas de correlación
temporal, que podemos evaluar completamente dentro de un
modelo cińetico de la hidrodińamica generalizada.
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