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Este trabajo está dedicado al estudio sistemático de las f́ormulas y teoremas de adición de las funciones elı́pticas de Jacobi. Demostramos a
partir de las propiedades fundamentales todas las ecuaciones conocidas y, al mismo tiempo, clasificamos las ecuaciones y las ordenamos en la
forma de mayor utilidad, de manera que se puede disponer de un formulario satisfactorio. Se expresan los teoremas de adición con lenguaje
vectorial, como 5 vectores paralelos de dimensión 4, y se descubren con estructura muy simple a 16 vectores ortogonales a la dirección
anterior de los 5 vectores. Se agrupan los 16 en conjuntos de cuatro vectores, ortogonales también a un vector de la base estándar. Cada grupo
de los cuatro vectores es linealmente dependiente de dos vectores, con lo cual asociamos un tensor antisimétrico a cada cuarteto.

Descriptores:Teoremas de adición, funciones de Jacobi, relaciones de ortogonalidad.
This paper is dedicated to the systematic study of the formulae and addition theorems of the Jacobi’s functions. Starting from fundamental
properties, we show most known equations and, at the same time, we classify and sort them in the most useful form, in order to get a
satisfactory formulary. The addition theorems are expressed in vectorial language, as five parallel vectors in four dimensions. We also
discover 16 orthogonal vectors to the above mentioned direction, with a very simple structure, notwithstanding only three of them are
linearly independent. We group them in sets of four vectors, also orthogonal to one different vector of the standard basis. In each group of
four vectors, only two of them are linearly independent, therefore we associate an antisymmetric tensor to each quartet.
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1.. Introducción

Las funciones elı́pticas de Jacobi permiten obtener la solu-
ción de muchos problemas de la fı́sica. Entre los ḿas conoci-
dos se pueden mencionar la descripción del movimiento del
péndulo simple [1], la dependencia en el tiempo del momen-
to angular y la velocidad angular del trompo asimétrico libre,
atribuido a Euler [2]; el movimiento delángulo entre las di-
recciones de la fuerza y del eje de simetrı́a en el movimiento
del trompo pesado, acreditado a Lagrange [3]. También es
de ayuda en la descripción de la forma que toma una vari-
lla elástica que se encuentra en equilibrio doblada por la ac-
ción de dos fuerzas iguales aplicadas en sus extremos [4]. Re-
cientemente hemos encontrado su uso asociado a problemas
eléctricos [5], en la descripción del oscilador de Duffing [6];
y en el movimiento espiral de Seiffert con velocidades lineal
y angular constantes sobre la superficie de una esfera [7].
Tambíen se han usado en la solución de las ecuaciones de
Ginzburg-Landau en superconductividad.

Al estudiar las propiedades de las funciones de Jacobi
nos encontramos con la sorpresa de que los formularios de
propiedades de las funciones de Jacobi son excesivamente
pobres cuando se buscan las fórmulas asociadas a los teo-
remas de adición y otras expresiones similares, ya que una
gran cantidad de manuales accesibles usados con frecuen-
cia [8, 9, 10, 11] se reducen a incluir tres ecuaciones que es-
cribimos a continuación:

sn(α+β)=
sn(α) cn(β) dn(β)+sn(β) cn(α) dn(α)

1−k2sn2(α) sn2(β)
, (1)

cn(α+β)=
cn(α) cn(β)−sn(α) sn(β) dn(α) dn(β)

1−k2sn2(α) sn2(β)
, (2)

dn(α+β)=
dn(α)dn(β)−k2sn(α) sn(β)cn(α)cn(β)

1−k2sn2(α)sn2(β)
, (3)

dondek es el ḿodulo de las funciones elı́pticas de Jacobi, que
en algunas notaciones modernas se reemplaza porm = k2.

Con este trabajo pretendemos llenar el vacı́o existente en
estos manuales y aportar un formulario de muchas propieda-
des que pueden ser de gran utilidad, pero no están accesibles.
Seguimos en esto la filosofı́a elemental de que sólo se puede
usar lo que se conoce.

Por supuesto que muchas de estas ecuaciones fueron co-
nocidas por los mateḿaticos del siglo antepasado, pero se ex-
presaron en notaciones menos conocidas hoy, y se encuentran
en libros que no existen en las bibliotecas de nuestro mundo.
Por ejemplo el teorema de adición para la funcíon sn(α + β)
viene en tres formas en un ejercicio del libro de análisis de
Whittaker y Watson [12] atribuido a Cayley en su libro de
funciones eĺıpticas de 1876. Nosotros recuperamos la demos-
tración de esas formas y otras más.

Para la demostración de estos teoremas usamos propie-
dades elementales de las funciones de Jacobi, sus derivadas y
propiedades algebraicas que resultan de las anteriores cuando
se agregan ciertos valores particulares. Las derivadas de las
funciones de Jacobi son

d sn(γ)
dγ

= cn(γ) dn(γ) , (4)
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d cn(γ)
dγ

= −sn(γ) dn(γ) (5)

d dn(γ)
dγ

= −k2 sn(γ) cn(γ) , (6)

las cuales tienen las constantes de integración

sn2γ + cn2γ = 1 , (7)

k2 sn2γ + dn2γ = 1 y (8)

dn2γ − k2 cn2γ = 1− k2 , (9)

que resultan de las derivadas anteriores y de las condiciones
iniciales, que también seŕan usadas en lo que sigue:

sn(0) = 0 , (10)

cn(0) = 1 y (11)

dn(0) = 1 . (12)

2.. Método elemental de Abel para obtener
fórmulas de adicíon

El gran mateḿatico H. Abel escribío en 1827 una memoria
sobre muchas propiedades de las funciones elı́pticas, referida
por Whittaker [12], donde se describe un método geoḿetrico,
en el cual se interseca una curva algebraica, parametrizada
con funciones elı́pticas, con una recta, y resultan de ahı́ los
teoremas de adición. Esta idea de Abel es muy hermosa, pero
no nos parece la ḿas adecuada para un artı́culo de ensẽnan-
za. En la misma memoria introduce Abel otro método mucho
más simple para encontrar las mismas propiedades; método
que seǵun el mismo Whittaker [12] fue redescubierto por
Cayley en 1885. Estos resultados los pone Whittaker como
ejercicios, lo cual restringe su aplicación porque esconde la
magnitud de los resultados. Para la demostración de ellos se
usan exclusivamente las Ecs. (4) a (12) de la introducción.

Se calcula la derivada parcial respecto aα de la funcíon
simétrica

sn(α) dn(β) + sn(β) dn(α)
cn(α) + cn(β)

,

y mediante el uso de las relaciones cuadráticas entre las
funciones eĺıpticas se encuentra dicha derivada en la forma
simétrica

∂

∂α

sn(α)dn(β) + sn(β)dn(α)
cn(α) + cn(β)

=
dn(α)dn(β) + cn(α)cn(β)(dn(α)dn(β)− k2sn(α)sn(β)) + (1− k2)sn(α)sn(β)

(cn(α) + cn(β))2
, (13)

cuya simetŕıa nos dice que también es igual a la derivada

∂

∂β

sn(α) dn(β) + sn(β) dn(α)
cn(α) + cn(β)

,

por lo que dicha función que se deriva es función únicamente
del argumentoα + β

sn(α) dn(β) + sn(β) dn(α)
cn(α) + cn(β)

= f(α + β) , (14)

y esta funcíon se encuentra fácilmente haciendo en ambos
miembrosβ = 0. Con lo cual resulta

sn(α) dn(β) + sn(β) dn(α)
cn(α) + cn(β)

=
sn(α + β)

cn(α + β) + 1
. (15)

Este procedimiento se repite con la función siḿetrica

sn(α) dn(β)− sn(β) dn(α)
cn(α)− cn(β)

para encontrar

sn(α) dn(β)− sn(β) dn(α)
cn(α)− cn(β)

=
sn(α + β)

cn(α + β)− 1
. (16)

Las Ecs. (15) y (16) se escriben en las formas

[cn(α + β) + 1][sn(α) dn(β) + sn(β) dn(α)]

= [cn(α) + cn(β)] sn(α + β)

[cn(α + β)− 1][sn(α) dn(β)− sn(β) dn(α)]

= [cn(α)− cn(β)] sn(α + β) ,

cuya semisuma y semidiferencia nos dan las ecuaciones

cn(α) sn(α + β)− sn(α) dn(β) cn(α + β)

= sn(β) dn(α) (17)

cn(β) sn(α + β)− sn(β) dn(α) cn(α + β)

= sn(α) dn(β) . (18)

Cada una de estas ecuaciones ya no es simétrica enα y β, pe-
ro una se transforma en la otra al intercambiar estas variables.
Además forman un sistema de dos ecuaciones, de las cuales
se pueden despejar las funcionessn(α + β) y cn(α + β), en
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las formas

sn(α + β)=
sn2(β)dn2(α)−sn2(α)dn2(β)

sn(β)cn(α)dn(α)−sn(α)cn(β)dn(β)
(19)

cn(α + β)=
sn(β)cn(β)dn(α)−sn(α)cn(α)dn(β)
sn(β)cn(α)dn(α)−sn(α)cn(β)dn(β)

, (20)

las cuales no son de la forma más conocida (1) y (2). La
Ec. (19) por medio de la identidad (8) se puede simplificar
a la forma

sn(α + β)=
sn2(β)−sn2(α)

sn(β)cn(α)dn(α)−sn(α)cn(β)dn(β)
. (21)

Repitiendo el tratamiento anterior para las funciones
simétricas

sn(α) cn(β) + sn(β) cn(α)
dn(α) + dn(β)

,
sn(α) cn(β)− sn(β) cn(α)

dn(α)− dn(β)
,

se encuentran las propiedades

sn(α) cn(β) + sn(β) cn(α)
dn(α) + dn(β)

=
sn(α + β)

dn(α + β) + 1
(22)

sn(α) cn(β)− sn(β) cn(α)
dn(α)− dn(β)

=
sn(α + β)

dn(α + β)− 1
. (23)

Y de ellas vienen las ecuaciones

[dn(α + β) + 1] [sn(α) cn(β) + sn(β) cn(α)]

= [dn(α) + dn(β)] sn(α + β). (24)

[dn(α + β)− 1] [sn(α) cn(β)− sn(β) cn(α)]

= [dn(α)− dn(β)] sn(α + β) , (25)

cuya suma y diferencia nos dan las ecuaciones

dn(α) sn(α + β)− sn(α) cn(β) dn(α + β)

= sn(β) cn(α) (26)

dn(β) sn(α + β)− sn(β) cn(α) dn(α + β)

= sn(α) cn(β) , (27)

de las cuales podemos despejarsn(α + β) y dn(α + β). Pe-
ro la forma de la primera es equivalente a (21), por lo cual
escribimos solamente

dn(α+β)=
sn(β)cn(α)dn(β)−sn(α)cn(β)dn(α)
sn(β)cn(α)dn(α)−sn(α)cn(β)dn(β)

. (28)

Aprovechando la ventaja de que las tres ecuaciones (20),
(21) y (28) tienen el mismo denominador, demostramos fácil-
mente las dos ecuaciones

−dn(α) cn(β) sn(α + β) + sn(β) cn(α + β)

+sn(α) dn(α + β) = 0 (29)

−dn(β)cn(α) sn(α + β) + sn(α)cn(α + β)

+sn(β)dn(α + β) = 0. (30)

Tambíen hemos encontrado tres ecuaciones simétricas
que se encuentran de las Ecs. (20) y (28), después de can-
celar el denominador coḿun

k2sn(α)sn(β)cn(α+β) + dn(α+β) = dn(α)dn(β), (31)

k2 cn(α) cn(β) cn(α + β)− dn(α) dn(β) dn(α + β)

= −(1− k2) (32)

cn(α + β) + sn(α)sn(β)dn(α + β) = cn(α)cn(β). (33)

Obśervese que las Ecs. (2) y (3), que no fueron demostra-
das, se pueden deducir de las Ecs. (31) y (33), resolviendo el
sistema para las funcionescn(α + β) y dn(α + β). Una vez
conocida una de ellas, por ejemplo la (2), la Ec. (1) se pue-
de demostrar al sustituirla en la Ec. (17). Por lo tanto desde
ahora se pueden considerar demostradas las Ecs. (1)-(3).

Y de estas ecuaciones se pueden encontrar otras identi-
dades entre funciones de Jacobi. De las Ecs. (2) y (3) se en-
cuentra

dn(α)dn(β)cn(α + β)− cn(α)cn(β)dn(α + β)

= −(1− k2)sn(α)sn(β). (34)

Las Ecs. (20), (21) y (28) son la solución del sistema de
ecuaciones (29-31) y aportan otra forma diferente de aquélla
que aparece en las ecuaciones más conocidas (1-3). Pero otras
expresiones, igualmente válidas, se presentan más adelante.

Nuevas expresiones simétricas similares a las funciones
con las cuales iniciamos esta sección se pueden obtener de la
pareja de Ecs. (29) y (30), cuya suma y diferencia nos produ-
cen las ecuaciones

cn(α)dn(β)+cn(β)dn(α)
sn(α)+sn(β)

=
cn(α+β)+dn(α+β)

sn(α+β)
(35)

cn(α)dn(β)−cn(β)dn(α)
sn(α)−sn(β)

=
cn(α+β)−dn(α+β)

sn(α+β)
. (36)

Para que estas ecuaciones nos produzcan otras ecuacio-
nes que no están demostradas, usamos ahora la identidad que
viene de las relaciones cuadráticas (7) y (8):

dn2(γ)− cn2(γ) = (1− k2) sn2(γ) (37)

que usamos en la forma

dn(γ) + cn(γ)
sn(γ)

= (1− k2)
sn(γ)

dn(γ)− cn(γ)
(38)
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Las Ecs. (35) y (36) se convierten de esta forma en

[dn(α+β)−cn(α+β)][cn(α)dn(β)+cn(β)dn(α)]

= (1−k2)[sn(α)+sn(β)]sn(α+β) (39)

[dn(α+β)+cn(α+β)][cn(α)dn(β)−cn(β)dn(α)]

=−(1−k2)[sn(α)−sn(β)]sn(α+β), (40)

cuyas semisuma y semidiferencia miembro a miembro nos da
las ecuaciones

(1− k2)sn(β)sn(α + β) + cn(β)dn(α)cn(α + β)

−cn(α)dn(β)dn(α + β) = 0 (41)

(1− k2)sn(α)sn(α + β) + cn(α)dn(β)cn(α + β)

−cn(β)dn(α)dn(α + β) = 0. (42)

Si resolvemos el sistema de tres Ecs. (29), (32) y (41) se
encuentran los teoremas de adición en la forma

sn(α+β)=
sn(β)cn(α)dn(β)+sn(α)cn(β)dn(α)

dn(α)dn(β)+k2sn(α)cn(α)sn(β)cn(β)
, (43)

cn(α+β)

=
cn(α)dn(α)cn(β)dn(β)−(1−k2)sn(α)sn(β)

dn(α)dn(β)+k2sn(α)cn(α)sn(β)cn(β)
(44)

dn(α+β)=
(1−k2)sn2(β)+cn2(β)dn2(α)

dn(α)dn(β)+k2sn(α)cn(α)sn(β)cn(β)
. (45)

La misma idea permite escribir las siguientes ecuaciones
entre funciones siḿetricas

sn(α)dn(β) + sn(β)dn(α)
cn(α) + cn(β)

=
1− cn(α + β)

sn(α + β)
(46)

sn(β)dn(α)− sn(α)dn(β)
cn(α)− cn(β)

=
1 + dn(α + β)

sn(α + β)
, (47)

de las cuales vienen las ecuaciones

sn(β)dn(α)sn(α + β) + cn(β)cn(α + β) = cn(α) y (48)

sn(α)dn(β)sn(α + β) + cn(α)cn(α + β) = cn(β). (49)

Tenemos también las ecuaciones simétricas

k2 sn(α)cn(β) + sn(β)cn(α)
dn(α) + dn(β)

=
1− dn(α + β)

sn(α + β)
(50)

k2 sn(β)cn(α)− sn(α)cn(β)
dn(α)− dn(β)

=
1 + dn(α + β)

sn(α + β)
, (51)

de las cuales vienen las ecuaciones

k2sn(α)cn(β)sn(α+β)+dn(α)dn(α+β)=dn(β) (52)

k2sn(β)cn(α)sn(α+β)+dn(β)dn(α+β)=dn(α). (53)

Finalmente resolvemos el sistema de Ecs. (29), (42)
y (49) para obtener una cuarta forma de los teoremas de adi-
ción de las funciones elı́pticas de Jacobi:

sn(α+β)=
sn(α)cn(α)dn(β)+sn(β)cn(β)dn(α)
cn(α)cn(β)+sn(α)sn(β)dn(α)dn(β)

, (54)

cn(α+β)=
cn2(β)dn2(α)−(1−k2)sn2(α)

cn(α)cn(β)+sn(α)sn(β)dn(α)dn(β)
(55)

dn(α+β)

=
cn(α)cn(β)dn(α)dn(β)+(1−k2)sn(α)sn(β)

cn(α)cn(β)+sn(α)sn(β)dn(α)dn(β)
. (56)

Estos teoremas de adición, que se pueden escribir en cua-
tro formas diferentes, pueden parecer superfluos para quien
no los haya utilizado, pero quien los necesite se encon-
traŕa fácilmente con la primera forma, pero generalmente ig-
noraŕa las otras formas porque no las encontrará a prime-
ra mano. En algunos libros aparecen como ejercicios a re-
solver [12, 13], en otros [14] se encuentran inmersos en un
cúmulo de informacíon dif́ıcil de digerir. Finalmente en li-
bros modernos [15] la información est́a disfrazada por la ele-
gancia mateḿatica y conviene digerirla ḿas como se hace en
la siguiente sección.

Otro asunto que puede discutirse es sobre la aplicación de
estos teoremas en la fı́sica. La aplicacíon más notable que no-
sotros conocemos se encuentra en el teorema de Jacobi [16]
que permite escribir la matriz de rotación del movimiento
del trompo siḿetrico de Lagrange como el producto de dos
rotaciones de trompos no simétricos sin torcas; en ese caso
los teoremas de adición relacionan los parámetros de dichos
trompos. Otra aplicación más trivial es en el ćalculo y el di-
bujo de los movimientos del péndulo simple y del trompo sin
torcas de Euler, en una dinámica estrobosćopica exacta a in-
tervalos iguales de tiempo.

3.. Clasificacíon y análisis de las f́ormulas de
adición

Escribimos a continuación los teoremas de adición en una ex-
presíon mateḿatica que se inspira en Du Val [15], pero con
un lenguaje que nos parece más accesible.

Obśervese que el conjunto de las cuatro formas en que
se expresan los teoremas de adición de las tres funciones de
Jacobi, por tener cada terna el mismo denominador, se puede
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dar en lenguaje vectorial afirmando que los cinco vectores si-
guientes de 4 dimensiones son todos paralelos, para todos los
valores permitidos de las variablesα y β:




sn(α + β)
cn(α + β)
dn(α + β)

1


 ,




sn2(α)− sn2(β)
sn(α) cn(α) dn(β)− sn(β) cn(β) dn(α)
sn(α) cn(β) dn(α)− sn(β) cn(α) dn(β)
sn(α) cn(β) dn(β)− sn(β) cn(α) dn(α)


 ,




sn(α) cn(α) dn(β) + sn(β) cn(β) dn(α)
cn2(β) dn2(α)− (1− k2) sn2(α)

cn(α) cn(β) dn(α) dn(β) + (1− k2) sn(α) sn(β)
cn(α) cn(β) + sn(α) sn(β) dn(α) dn(β)


 ,




sn(α) cn(β) dn(α) + sn(β) cn(α) dn(β)
cn(α) cn(β) dn(α) dn(β)− (1− k2) sn(α) sn(β)

(1− k2) sn2(β) + cn2(β) dn2(α)
dn(α) dn(β) + k2 sn(α) sn(β) cn(α) cn(β)


 ,




sn(α) cn(β) dn(β) + sn(β) cn(α) dn(α)
cn(α) cn(β)− sn(α) sn(β) dn(α) dn(β)

dn(α) dn(β)− k2 sn(α) sn(β) cn(α) cn(β)
1− k2sn2(α) sn2(β)


 . (57)

Las ecuaciones para el argumentoα − β se deducen con
facilidad de las anteriores al tomar en cuenta que las fun-
cionescn(β) y dn(β) son funciones pares de su argumento,
mientras que la función sn(β) cambia de signo al cambiar el
signo deβ.

Du Val [15] agrupa los cuatróultimos vectores en una
matriz en notacíon compacta inventada por Glaisher en 1881

A =




s2
1 − s2

2 s1c1d2 + s2c2d1 s1c2d1 + s2c1d2 s1c2d2 + s2c1d1

s1c1d2 − s2c2d1 c2
2d

2
1 − (1− k2)s2

1 c1c2d1d2 − (1− k2)s1s2 c1c2 − s1s2d1d2

s1c2d1 − s2c1d2 c1c2d1d2 + (1− k2)s1s2 (1− k2)s2
2 + c2

2d
2
1 d1d2 − k2s1s2c1c2

s1c2d2 − s2c1d1 c1c2 + s1s2d1d2 d1d2 + k2s1s2c1c2 1− k2s2
1s

2
2


 (58)

y nos dice que el rango de la matrizA es igual a uno.
Tambíen es interesante observar que como función deα

y β, la matriz de Du Val se traspone al cambiar el signo deβ:

AT(α, β) = A(α,−β). (59)

Pero ahora muchas de las ecuaciones escritas en la sec-
ción precedente adquieren un significado vectorial. Tenemos
16 vectores perpendiculares a la dirección (57), por lo cual a
lo más tres de ellos pueden ser linealmente independientes.

Cuando se estudian estos vectores, se encuentran 4
simétricos respecto a un intercambio deα porβ y seis parejas
de no siḿetricos que se intercambian por esta transformación.

Dada una de estas relaciones de ortogonalidad entre vec-
tores, podemos hacerles la transformación α → α − β,
α + β → α y posteriormente cambiar el signo deβ, to-
mando en cuenta que la función sn(β) es impar. Se recu-
peran aśı las mismas dieciśeis relaciones. Se encuentra que
una de las siḿetricas es invariante ante esta transformación,
las otras tres siḿetricas se transforman en tres de las parejas
no siḿetricas y tres de las parejas no simétricas se permutan
entre ellas.

Por otra parte, los 16 vectores se descomponen en 4 cuar-
tetos de vectores que tienen nula una componente. Es decir
que adeḿas de ser perpendiculares al vector (57), también

son perpendiculares a uno de los vectores de la base estándar.
De esos cuatro, entonces, solo dos de ellos son linealmente
independientes.

Pero ante una transformación lineal de dos vectores inde-
pendientes de componentesaj y bk, el tensor antisiḿetrico
Fjk = ajbk − akbj , resulta ser multiplicado por el determi-
nante de la transformación. De hecho al separar los cuartetos
en dos parejas, en varios casos cada pareja da lugar al mismo
tensor antisiḿetrico. Los 6 tensores antisimétricos formados
por la seleccíon de dos parejas de cada cuarteto, resultan to-
dos proporcionales entre sı́ y de hecho, salvo por un factor
que se presenta en pocos casos, como veremos en seguida,
sus componentes son iguales a las componentes de los vecto-
res paralelos (57). Se tiene la ecuación tensorial

Fkl = mεklpqAqr, (60)

donde m es un factor de magnitud igual a1, k2, o1−k2, εklpq

es el tensor unitario completamente antisimétrico de Levi Ci-
vita, q es uńındice que se suma de 1 a 4,r es una de las tres
columnas de la matrizA que va a corresponder curiosamente
a la divisíon en dos parejas del cuarteto de vectores, yp es la
componente nula de los vectores del cuarteto.

Consideramos primero el cuarteto de cuatro vectores or-
togonales a la dirección (57) conp = 1, en las Ecs. (31-34)




0
dn(α) dn(β)
− cn(α) cn(β)

(1− k2) sn(α) sn(β)







0
k2 sn(α) sn(β)

1
−dn(α) dn(β)







0
k2 cn(α) cn(β)
−dn(α) dn(β)

1− k2







0
1

sn(α) sn(β)
−cn(α) cn(β)


 (61)
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Si calculamos el tensor antisimétrico con la primera o se-
gunda pareja de vectores se encuentra el mismo resultado pa-
ra ambas parejas:

F23=A43, F24=−A33, F34=A23, F12=F13=F14=0. (62)

Si consideramos el tensor antisimétrico formado por el pri-
mer y el tercer vector se tiene

F23=−(1−k2)A44, F24=(1−k2)A34,

F34=−(1−k2)A24, F12=F13=F14=0. (63)

Mientras que el tensor antisimétrico formado por el segundo
y el cuarto vectores difiere del anterior por la desaparición
del factor1− k2

F23=−A44, F24=A34, F34=−A24,

F12=F13=F14=0. (64)

Si calculamos el tensor antisimétrico con la pareja forma-
da por el primer vector con el cuarto se encuentra

F23=A42, F24=−A32, F34=A22, F12=F13=F14=0. (65)

Si calculamos el tensor antisimétrico con los dos de enme-
dio, se encuentra el mismo resultado excepto por el factor
−k2 que no tiene la pareja previa

F23=− k2A42, F24=k2A32, F34=− k2A22,

F12=F13=F14=0. (66)

Vamos a estudiar ahora las cuatro relaciones de ortogona-
lidad conp = 2 que se encuentran en las Ecs. (26) y (27), y
(52) y (53). Los vectores ortogonales a la dirección (57) son




dn(α)
0

−sn(α) cn(β)
−sn(β) cn(α)







dn(β)
0

−sn(β) cn(α)
−sn(α) cn(β)







k2 sn(α) cn(β)
0

dn(α)
−dn(β)







k2 sn(β) cn(α)
0

dn(β)
−dn(α)


 . (67)

Si se considera al tensor antisimétrico formado por la primera
pareja de vectores se tiene

F13=A41, F14=−A31, F34=A11, F12=F23=F24=0. (68)

Pero el tensor antisiḿetrico formado por la segunda pareja de
vectores tiene un factor extra dek2:

F13=k2A41, F14=−k2A31, F34=k2A11,

F12=F23=F24=0. (69)

El tensor formado con el primer y tercer vectores coincide

con el formado con el segundo y cuarto vectores:

F13=A44, F14=−A34, F34=A14, F12=F23=F24=0. (70)

Tambíen coincide el tensor formado con los vectores prime-
ro y cuarto, con el tensor formado con los dos vectores de
enmedio:

F13=A43, F14=−A33, F34=A13, F12=F23=F24=0. (71)

En seguida consideramos las cuatro relaciones de ortogonali-
dad (17) y (18), y (48) y (49), asociadas a los cuatro vectores
perpendiculares al vector (57), conp = 3. Éste es un caso
excepcional en que los tres factores m son iguales a uno:




sn(α) dn(β)
cn(α)

0
−cn(β)







sn(β) dn(α)
cn(β)

0
−cn(α)







cn(α)
−sn(α) dn(β)

0
−sn(β) dn(α)







cn(β)
−sn(β) dn(α)

0
−sn(α) dn(β)


 . (72)

Si calculamos el tensor antisimétrico con la primera o la se-
gunda pareja de vectores se encuentran

F12=A41, F14=−A21, F24=A11, F13=F23=F34=0. (73)

Si calculamos el tensor antisimétrico con la pareja formada
por el primer vector con el cuarto o con los dos de enmedio

se encuentra

F12=−A42, F14=A22, F24=−A12,

F13=F23=F34=0. (74)

Si calculamos el tensor antisimétrico con la separación en pa-
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rejas que falta encontramos

F12=−A44, F14=A24, F24=−A14,

F13=F23=F34=0. (75)

Para terminar nuestra lista se analiza el cuarteto de vectores
que tiene nula súultima componente (p = 4) y son perpendi-
culares a la dirección (57), de acuerdo a las Ecs. (29) y (30),
y a las Ecs. (41) y (42)




−dn(α) cn(β)
sn(β)
sn(α)

0







−dn(β) cn(α)
sn(α)
sn(β)

0







(1− k2) sn(β)
cn(β) dn(α)
−cn(α) dn(β)

0







(1− k2) sn(α)
cn(α) dn(β)
−cn(β) dn(α)

0


 . (76)

Si se considera el tensor antisimétrico formado por la primer
pareja de vectores se tiene

F12 = −A31, F13 = A21, F23 = −A11,

F14 = F24 = F34 = 0. (77)

En este caso el tensor antisimétrico formado por la segunda
pareja de vectores tiene un factor extra de1− k2:

F12 = −(1− k2)A31, F13 = (1− k2)A21,

F23 = −(1− k2)A11, F14 = F24 = F34 = 0. (78)

Las otras dos elecciones de dos parejas de vectores de este
cuarteto da como resultado el mismo tensor antisimétrico. El
tensor de los vectores uno y tres o de los vectores dos y cuatro
es

F12 = −A33, F13 = A23, F23 = −A13,

F14 = F24 = F34 = 0. (79)

Mientras que el tensor de los vectores uno y cuatro o de los
vectores dos y tres del cuarteto es

F12 = −A32, F13 = A22, F23 = −A12,

F14 = F24 = F34 = 0. (80)

Hemos insistido en estas propiedades de ortogonalidad
porque son mucho menos conocidas que otras propiedades
de las funciones elı́pticas de Jacobi. Pese a que los diciseis
vectores de los cuatro cuartetos son linealmente dependien-
tes de tres direcciones en este espacio de cuatro dimensiones,
no parece evidente que lo sean. Aún es poco trivial que śolo
dos vectores de cada cuarteto son linealmente independien-
tes. Aqúı lo difı́cil no es formar vectores que sean perpendi-
culares a la dirección (57), sino encontrar tantos que lo sean
de una forma tan poco trivial. Por supuesto que viene a cues-
tión la utilidad de dichas ecuaciones. Somos optimistas en la
importancia de su uso futuro y uno de nosotros las ha usado
en la solucíon del trompo libre asiḿetrico de Euler [17].
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