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Este trabajo eatdedicado al estudio sistatico de lasdrmulas y teoremas de adici de las funciones igticas de Jacobi. Demostramos a

partir de las propiedades fundamentales todas las ecuaciones conocidas y, al mismo tiempo, clasificamos las ecuaciones y las ordenamos en la
forma de mayor utilidad, de manera que se puede disponer de un formulario satisfactorio. Se expresan los teorendascte éetiguaje

vectorial, como 5 vectores paralelos de diménsi, y se descubren con estructura muy simple a 16 vectores ortogonales a lamulirecci

anterior de los 5 vectores. Se agrupan los 16 en conjuntos de cuatro vectores, ortogonaesaamiector de la base &stlar. Cada grupo

de los cuatro vectores es linealmente dependiente de dos vectores, con lo cual asociamos un tengti@néisiada cuarteto.

Descriptores: Teoremas de adion, funciones de Jacobi, relaciones de ortogonalidad.

This paper is dedicated to the systematic study of the formulae and addition theorems of the Jacobi’s functions. Starting from fundamental
properties, we show most known equations and, at the same time, we classify and sort them in the most useful form, in order to get a
satisfactory formulary. The addition theorems are expressed in vectorial language, as five parallel vectors in four dimensions. We also
discover 16 orthogonal vectors to the above mentioned direction, with a very simple structure, notwithstanding only three of them are
linearly independent. We group them in sets of four vectors, also orthogonal to one different vector of the standard basis. In each group of
four vectors, only two of them are linearly independent, therefore we associate an antisymmetric tensor to each quartet.

Keywords: Addition theorems, Jacobi’s functions, orthogonaly relations.
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1. Introduccion _ en(@) en(B)—sn(e) sn(B) dn(a) dn(6)

en(a+6) 1—k2sn?(a) sn2(0) @
Las funciones épticas de Jacobi permiten obtener la solu-
cion de muchos problemas de lsi€a. Entre los ras conoci- d d k% .
dos se pueden mencionar la descpotlel movimiento del ~ dn(a+46)= n(a)dn(f)—k=n(a) bn(ﬁ)cn(a)cn(ﬁ), ©))

péndulo simple [1], la dependencia en el tiempo del momen- 1—k%n?(a)sn?(5)
to angular y la velocidad angular del trompo agtrico libre,  dondek es el nbdulo de las funcionesiglicas de Jacobi, que
atribuido a Euler [2]; el movimiento déngulo entre las di- en algunas notaciones modernas se reemplaza pork?.
recciones de la fuerza y del eje de sirf@tn el movimiento Con este trabajo pretendemos llenar eligaxistente en
del trompo pesado, acreditado a Lagrange [3]. Tamlgs estos manuales y aportar un formulario de muchas propieda-
de ayuda en la descrifiri de la forma que toma una vari- des que pueden ser de gran utilidad, pero narestcesibles.
lla elastica que se encuentra en equilibrio doblada por la acseguimos en esto la filodafelemental de québ se puede
cion de dos fuerzas iguales aplicadas en sus extremos [4]. Resar lo gue se conoce.
cientemente hemos encontrado su uso asociado a problemas Por supuesto que muchas de estas ecuaciones fueron co-
eléctricos [5], en la descripgn del oscilador de Duffing [6]; nocidas por los mateaticos del siglo antepasado, pero se ex-
y en el movimiento espiral de Seiffert con velocidades lineapresaron en notaciones menos conocidas hoy, y se encuentran
y angular constantes sobre la superficie de una esfera [#n libros que no existen en las bibliotecas de nuestro mundo.
También se han usado en la soloicide las ecuaciones de Por ejemplo el teorema de adiai para la funénsn(a + ()
Ginzburg-Landau en superconductividad. viene en tres formas en un ejercicio del libro délais de

Al estudiar las propiedades de las funciones de JacoBihittaker y Watson [12] atribuido a Cayley en su libro de
nos encontramos con la sorpresa de que los formularios danciones dpticas de 1876. Nosotros recuperamos la demos-
propiedades de las funciones de Jacobi son excesivameritacion de esas formas y otrasam
pobres cuando se buscan l@snfiulas asociadas a los teo- Para la demostramn de estos teoremas usamos propie-
remas de adi6in y otras expresiones similares, ya que unadades elementales de las funciones de Jacobi, sus derivadas y
gran cantidad de manuales accesibles usados con frecugropiedades algebraicas que resultan de las anteriores cuando
cia[8,9,10,11] se reducen a incluir tres ecuaciones que esse agregan ciertos valores particulares. Las derivadas de las
cribimos a continuaéin: funciones de Jacobi son
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d ccrllv(v) — —sn(+)dn(") G fI\'/Ietodo eleme_n_t’al de Abel para obtener
ormulas de adicbn

ddn(y) ) El gran materatico H. Abel escrild en 1827 una memoria

dy = —k”sn(y)en(y), (6)  sobre muchas propiedades de las funcioripsieds, referida
por Whittaker [12], donde se describe ugtodo georatrico,

las cuales tienen las constantes de inteQraci en el cual se interseca una curva algebraica, parametrizada
) ) con funciones épticas, con una recta, y resultan dé kds
sny +eny =1, (") teoremas de adigi. Esta idea de Abel es muy hermosa, pero

no nos parece la &s adecuada para uniattio de ensian-
®) za. En la misma memoria introduce Abel otrétmdo mucho
mas simple para encontrar las mismas propiedadésydo
que segn el mismo Whittaker [12] fue redescubierto por
dn?y — k?en?y =1 — k2, (9) Cayley en 1885. Estos resultados los pone Whittaker como
ejercicios, lo cual restringe su aplicani porque esconde la
gue resultan de las derivadas anteriores y de las condiciongsagnitud de los resultados. Para la demostradie ellos se

k?sn’y +dn’y=1 vy

iniciales, que tami@n seén usadas en lo que sigue: usan exclusivamente las Ecs. (4) a (12) de la introdurcci

Se calcula la derivada parcial respecta de la funcon
sn(0) =0, 10 simétrica

en(0)=1y (11) sn(a) dn(f) + sn(f) dn(a)
cn(a) + cn(f)
dn(0) = 1. (12) Y mediante el uso de las relaciones cadidas entre las
funciones dbpticas se encuentra dicha derivada en la forma

| simétrica

9 sn(a)dn(B) + sn(B)dn(a) _dn(a)dn(g) + en(a)en(8)(dn(a)dn(8) — K2sn(a)sn(8)) + (1 - k2)sn(a)sn(3)

9a " cnla)+n(d) (en(a) + cn(B))? -

cuya simefia nos dice que tamén es igual a la derivada _

9 sn(a) dn(8) + sn(8) dn(a) Las Ecs. (15) y (16) se escriben en las formas

op cn(a) + en(f) ’ [en(a + B) + 1][sn() dn(3) + sn(3) dn(a)]
por lo que dicha funéin que se deriva es furdzi Gnicamente = [en(a) + cn(B)] sn(a + 3)
del argumenter + 5

sn(a) dn(f3) 4+ sn(f8) dn(a) fla+8), (14 [en(a+ B) — 1][sn(a) dn(8) — sn(8) dn(a)]
cn(a) 4 en(f)
. _ = [en(a) —cn(B)]sn(a + 5),
y esta fundbn se encuentraatiimente haciendo en ambos
miembros3 = 0. Con lo cual resulta cuya semisuma y semidiferencia nos dan las ecuaciones
sn(a)dn(f) +sn(f)dn(a) _ sn(a+f) . @5) en(a) sn(a + B) — sn(a) dn(B) en(a + )
cn(a) + cn(f) cn(a+ 0)+1

— su(f)dn(a)  (17)

Este procedimiento se repite con la fumtsinetrica

sn(a) dn(f3) — sn(f) dn(a) cn(B) sn(a + §) —sn(B) dn(a) cn(a + B)
en(@) = en(f) —sn(a)dn(g).  (18)

para encontrar
Cada una de estas ecuaciones ya no estdta em y 3, pe-
sn(a) dn(f) —sn(f)dn(e) _  sn(a+5) . (16) rounase transformaen la otra al intercambiar estas variables.
cn(ar) — en(p) en(a+6) —1 Ademas forman un sistema de dos ecuaciones, de las cuales
se pueden despejar las funcioreéx + ) y cn(a + 3), en
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las formas
sl _ sn?(B)dn?(a)—sn?(a)dn?(3)
@t A= B en()dn(@) —sn(@)en(B)dn(d) )
o suf)en(B)dn(a)-sn(a)en(a)dn(5)
(@4 0)= G F)en(a)dn(@)—sn(@)m(B)dn(3) 2O

las cuales no son de la formadmconocida (1) y (2). La
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—dn(B)en(a) sn(a 4 B) + sn(a)en(a + 3)

+sn(B)dn(a + 8) = 0. (30)

Tambén hemos encontrado tres ecuacionesésias
gue se encuentran de las Ecs. (20) y (28), desple can-
celar el denominador caim

E*sn(a)sn(B)en(a+8) + dn(a+3) = dn(a)dn(s), (31)

Ec. (19) por medio de la identidad (8) se puede simplificar

ala forma

su2(8) —sn?(a)

sn(a + 5):Sn(g)cn(a)dn(a)—sn(a)Cﬂ(ﬁ)dn(ﬁ) .

(21)

k% cn(a) en(B) en(a + B) — dn(a) dn(3) dn(a + 3)
=—(1-#%%) (32)

Repitiendo el tratamiento anterior para las funciones

simétricas
sn(a) en(f8) +sn(f) en(a) sn(a) en(B) — sn(B) en(a)
dn(a) + dn(3) ’ dn(a) — dn(3) ’
se encuentran las propiedades

sn(a) en(B) +sn(B) en(a)  sn(a+ )
dn(a) + dn(f) ~dn(a+p8)+1 (22)
sn(a)en(B) —sn(@)en(a)  su(a+ )
dn(a)—dn(3) i1 &
Y de ellas vienen las ecuaciones
[dn(a + 3) 4 1] [sn(e) en(B) + sn(B) en(a)]
= [dn(a) + dn(8)] sn(a + 8). (24)
[dn(a + ) — 1] [sn(a) en(3) — sn(B) en(a)]
= [dn(a) — dn(B)]sn(a + 3), (25)
cuya suma y diferencia nos dan las ecuaciones
dn(a) sn(a + 8) — sn(a) en(8) dn(a + )
—sn(B)en(a)  (26)
dn(f8) sn(a + ) — sn(f) en(a) dn(a + 5)
—sn(@)en(d),  (27)

de las cuales podemos despejaio + ) y dn(a + 3). Pe-

ro la forma de la primera es equivalente a (21), por lo cual

escribimos solamente

dn<a+ﬁ):Zn(ﬁ)cn(a)dn(ﬁ)—sn(a)cn(ﬁ)dn(a)

n(B)en(a)dn(a)—sn(a)en(B)dn(3) (28)

Aprovechando la ventaja de que las tres ecuaciones (20),

(21) y (28) tienen el mismo denominador, demostraraos-f
mente las dos ecuaciones

—dn(a) en(B) sn(a + B) + sn(B) en(a + B)

+sn(a)dn(a+5) =0 (29)

en(a+ B) + sn(a)sn(B)dn(a + 8) = cn(a)en(5). (33)

Obstrvese que las Ecs. (2) y (3), que no fueron demostra-
das, se pueden deducir de las Ecs. (31) y (33), resolviendo el
sistema para las funciones(a + 3) y dn(a + 3). Una vez
conocida una de ellas, por ejemplo la (2), la Ec. (1) se pue-
de demostrar al sustituirla en la Ec. (17). Por lo tanto desde
ahora se pueden considerar demostradas las Ecs. (1)-(3).

Y de estas ecuaciones se pueden encontrar otras identi-
dades entre funciones de Jacobi. De las Ecs. (2) y (3) se en-
cuentra

dn(a)dn(8)en(a + 5) — en(a)en(B)dn(a + 5)

= —(1—k*)sn(a)sn(B). (34)

Las Ecs. (20), (21) y (28) son la soloai del sistema de
ecuaciones (29-31) y aportan otra forma diferente déléju
gue aparece en las ecuacionésmonocidas (1-3). Pero otras
expresiones, igualmenté@Ndas, se presentanas adelante.

Nuevas expresiones satricas similares a las funciones
con las cuales iniciamos esta séccse pueden obtener de la
pareja de Ecs. (29) y (30), cuya suma y diferencia nos produ-
cen las ecuaciones

en(a)dn(B)+cn(B)dn(w) _ en(a+0)+dn(a+p)
sn(a)+sn(f) sn(a+0)

(35)

en(a)dn(f)—cn(B)dn(a)  cn(a+p)—dn(a+03)
sn(a)—sn(S5) a - (36)

su(a+f)

Para que estas ecuaciones nos produzcan otras ecuacio-
nes que no eah demostradas, usamos ahora la identidad que
viene de las relaciones cuaticas (7) y (8):

dn®(y) = en®(7) = (1 = k%) sn®(y) (37)
que usamos en la forma
) +en(r) _ (j ey sn0) (38)

sn(y) dn(y) — en(y)
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Las Ecs. (35) y (36) se convierten de esta forma en

[dn(a+3)—cn(a+)][en(a)dn(3)+cen(F)dn(a)]

= (1—k?)[sn(a)+sn(B)]sn(a+3)  (39)
[dn(a+B)+cen(a+8)][en(a)dn(B)—cn(B)dn(a)]
=—(1—k*)[sn(a)—sn(B)]sn(a+pF), (40)

cuyas semisuma y semidiferencia miembro a miembro nos

las ecuaciones

(1= k*)sn(B)sn(a + B) + en(f)dn(a)en(a + )

—cn(a)dn(f)dn(a+8) =0 (41)
(1 — k*)sn(a)sn(a + B) + cn(a)dn(B)en(a + )
—cn(B)dn(a)dn(a + 8) =0. (42)

Si resolvemos el sistema de tres Ecs. (29), (32) y (41) se

encuentran los teoremas de aditien la forma

sn(f)en(a)dn(B)+sn(a)en(F)dn(x)

Sn(oﬂ—ﬁ):dn(oz)dn(ﬁ)—i—k;QSn(oz)cn(oz)sn(ﬁ)cn(ﬁ)7 (43)
cn(a+09)
:cn(a)dn(a)cn(ﬁ)dn(ﬁ)—(l—kz)sn(a)sn(ﬁ) (44)
dn(a)dn(8)+k2sn(a)cn(a)sn(B)en(B)
2)sn? en?(B)dn?(a
A (o (R () R

~ dn(a)dn(B)+k2sn(a)cn(a)sn(B)en(B)

279
de las cuales vienen las ecuaciones

E%sn(a)en(B)sn(a+pF)+dn(a)dn(a+3)=dn(8)  (52)

k%sn(B)en(a)sn(a+pB)+dn(B)dn(a+B)=dn(a). (53)

Finalmente resolvemos el sistema de Ecs. (29), (42)
y (49) para obtener una cuarta forma de los teoremas de adi-
d%{()n de las funciones igiticas de Jacobi:

sn(a)en(a)dn(8)+sn(B)en(F)dn(w)

M= ()en(B)rsn(@sn(B)dn(a)dn(a) P
B en?(B)dn® (o) —(1—k?)sn?(a)
Cn(a—i—ﬁ)icn(a)cn(ﬁ)—|—sn(oz)sn(ﬁ)dn(a)dn(ﬁ) (55)

dn(a-+p)
:Cn(a)cn(ﬂ)dn(a)dn(ﬁ)—i-(l—kQ)sn(oz)sn(ﬁ)' (56)

cn(a)en(B)+sn(a)sn(F)dn(a)dn(F)

Estos teoremas de aditi, que se pueden escribir en cua-
tro formas diferentes, pueden parecer superfluos para quien
no los haya utilizado, pero quien los necesite se encon-
trara facilmente con la primera forma, pero generalmente ig-
nora@ las otras formas porque no las encoidtrarprime-
ra mano. En algunos libros aparecen como ejercicios a re-
solver [12, 13], en otros [14] se encuentran inmersos en un
cimulo de informadin dificil de digerir. Finalmente en li-
bros modernos [15] la informam esé disfrazada por la ele-
gancia mater@tica y conviene digerirla & como se hace en
la siguiente secbn.

La misma idea permite escribir las siguientes ecuaciones Otro asunto que puede discutirse es sobre la aptinate

entre funciones sigtricas

sn(a)dn(f) + sn(B)dn(«) _ 1= cn(a + ()
en(a) 4 en(B) sn(a + B)

(46)

sn(f)dn(«) — sn(a)dn(s) _ 1+ dn(a+ 3)
cn(a) — en(B) sn(a+3)

de las cuales vienen las ecuaciones

sn(f)dn(a)sn(a + 3) + cn(B)en(a + ) = cn(a) y (48)

(47)

sn(a)dn(f)sn(a + B) + en(a)en(a + 8) = en(B).  (49)
Tenemos tamkein las ecuaciones sétricas
sn(a)en(B) +sn(B)en(a) 1 —dn(a+ f)
K dn(«) + dn(0) - sn(a+P) (50)
2 sn(8)en(a) — sn(a)en(B) _ 1+ dn(a + 0) (51)

dn(a) — dn(p) sn(a + f)

estos teoremas en [sica. La aplicadin mas notable que no-
sotros conocemos se encuentra en el teorema de Jacobi [16]
que permite escribir la matriz de roténi del movimiento

del trompo sirgtrico de Lagrange como el producto de dos
rotaciones de trompos no stnicos sin torcas; en ese caso
los teoremas de adim relacionan los pametros de dichos
trompos. Otra aplicadn mas trivial es en elalculo y el di-

bujo de los movimientos deBmdulo simple y del trompo sin
torcas de Euler, en una dimica estrobogipica exacta a in-
tervalos iguales de tiempo.

3. Clasificacbn y analisis de las brmulas de
adicion

Escribimos a continua@h los teoremas de adari en una ex-
presbn matenatica que se inspira en Du Val [15], pero con
un lenguaje que nos parecasmaccesible.

Obstrvese que el conjunto de las cuatro formas en que
se expresan los teoremas de diticile las tres funciones de
Jacobi, por tener cada terna el mismo denominador, se puede
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dar en lenguaje vectorial afirmando que los cinco vectores si-
guientes de 4 dimensiones son todos paralelos, para todos lo
valores permitidos de las variables 5:

sn(a) en(B) dn(a) + sn(f) en(a) dn(5)
en(a) en(B) dn(a) dn(B) — (1 — k?) sn(a) sn(3)
(1 — k?)sn%(B) + cn?(B) dn2(a) ’

sn(a + ) dn(a) dn(B3) + k? sn(a) sn(3) en(a) en(B)

cn(a+ f)

dn(a+3) |’

| e sazy
cn(a) en(B) — sn(a) sn n(a)dn
sn?(a) — sn®(f) dn(a) dn(B) — k2 sn(a) sn(B) en(a) en(3) (57)

sn(a) en(a) dn(8) — sn(B) en(B) dn(«) 1 — k2sn2(a) sn?(3)
sn(a) en(f) dn(a) — sn(B) en(a) dn(8) |’
sn(a) en(B) dn(8) — sn(8) cn(«) dn(a)

Las ecuaciones para el argumente- 3 se deducen con
facilidad de las anteriores al tomar en cuenta que las fun-
cionescn(3) y dn(/) son funciones pares de su argumento,

dn’(a) — (1 - k?) 52112(0‘) ’ mientras que la fundn sn(/3) cambia de signo al cambiar el
(@) dn(f) + (1 — &%) sn(e) sn(6) signo deg.
en(a) en() + sn(a) sn(f) dn(a) dn(3)

Du Val [15] agrupa los cuatrdltimos vectores en una
| matriz en notadin compacta inventada por Glaisher en 1881

S% — S% 8101d2 + 8262d1 8162d1 + SQCldQ 8102d2 + SQCldl
A= s1c1dg — Sacady cAd? — (1 —k?)s? cicadidy — (1 — k?)s182  crca — s182d1do 58
o s1cady — Sac1da  cicadids + (1 — k/’2)8182 (1 — kz)s% + C%d% dids — ]{3281820102 ( )
s1cody — S9c1dy c1¢o + 81582d1da dids + k251826102 1-— kQS%S%

y nos dice que el rango de la matizes igual a uno.
Tambien es interesante observar que como famadea Eon perpendiculares a uno de los vectores de la bamedest
y 3, la matriz de Du Val se traspone al cambiar el sign@de De esos cuatro, entonces, solo dos de ellos son linealmente
independientes.
A (a, B) = Ala, —B). (59) Pero ante una transformadilineal de dos vectores inde-
pendientes de componentesy by, el tensor antisiratrico

Pero ahora muchas de las ecuaciones escritas en la SQ€%. = a;by — ayb;, resulta ser multiplicado por el determi-

., . . . i
cion precedente adquieren un significado vectorial. TenemQg; e de |a transformai. De hecho al separar los cuartetos
16 vectores perpendiculares a la diréec{57), porlo cual @ o, qos parejas, en varios casos cada pareja da lugar al mismo
lo mas tres de ellos pueden ser linealmente independientesensor antisiratrico. Los 6 tensores antisétricos formados

. ,Cu_ando S€ estudlan estos yectores, seé .encue.ntran p%r la selecdn de dos parejas de cada cuarteto, resultan to-
simétricos respecto a un intercambioadpor 3 y seis parejas o proporcionales entré w de hecho, salvo por un factor
de no sinétricos que se intercambian por esta transforiraci ¢ e se presenta en pocos casos, como veremos en seguida,

Dada una de estas relaciones de ortogonalidad entre veg;s componentes son iguales a las componentes de los vecto-
tores, podemos hacerles la transforroac — o — . req paralelos (57). Se tiene la ecdaciensorial
a 4+ B — «y posteriormente cambiar el signo de to-

mando en cuenta que la fubaisn(8) es impar. Se recu- Fri = MepipgAgr, (60)

peran aslas mismas diecé&s relaciones. Se encuentra que

una de las sitricas es invariante ante esta transforiaci donde m es un factor de magnitud igual &2, 01— &2, €kipg

las otras tres sigtricas se transforman en tres de las parejass el tensor unitario completamente antisirico de Levi Ci-

no sinetricas y tres de las parejas no éinicas se permutan vita, ¢ es unindice que se suma de 1 ardes una de las tres

entre ellas. columnas de la matrizl que va a corresponder curiosamente
Por otra parte, los 16 vectores se descomponen en 4 cuaa divisbn en dos parejas del cuarteto de vectorgsey la

tetos de vectores que tienen nula una componente. Es decomponente nula de los vectores del cuarteto.

que aderas de ser perpendiculares al vector (57), té&mbi Consideramos primero el cuarteto de cuatro vectores or-

| togonales a la direcdn (57) conp = 1, en las Ecs. (31-34)

0 0 0 0
dn(a) dn(f) k2 sn(a) sn(B) k% cn(a) en(f3) (61)
—cn(a) en(f) 1 —dn(a) dn(pB) sn(a) sn(f)
(1 — k?)sn(a)sn(B) —dn(a) dn(B) 1— k2 —cn(a) en(f)
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Si calculamos el tensor antistrico con la primera o se- Si calculamos el tensor antisatico con la pareja forma-
gunda pareja de vectores se encuentra el mismo resultado ma por el primer vector con el cuarto se encuentra
ra ambas parejas:

Fos=Ayz, Foa=—Azs, F3y=Ass, F1o=F13=F14=0. (62) Fos=Ayz, Fos=—Aso, F34=A2s, F1o=F13=F14=0. (65)

Si consideramos el tensor antigtrico formado por el pri-

mer y el tercer vector se tiene Si calculamos el tensor antisattico con los dos de enme-
dio, se encuentra el mismo resultado excepto por el factor
Fos=—(1-k*)Aus, Fos=(1—k*) Ass, ) . . ) plop
—k? que no tiene la pareja previa
F34=—(1—k2)./424, Fio=F3=F4=0. (63)
Mientras que el tensor antis@trico formado por el segundo Fog= — k%2 Ao, Fou=k? Aso, Fyu= — k2 Ao,

y el cuarto vectores difiere del anterior por la desapamici
del factorl — k2

Fos=—Ayy, Foy=Aza, F34=—Asu,

F12:F13:F14i0. (66)

Vamos a estudiar ahora las cuatro relaciones de ortogona-

F1a=F13=F14=0. (64)  Jidad conp = 2 que se encuentran en las Ecs. (26) y (27), y
| (52)y (53). Los vectores ortogonales a la diréocf57) son
dn(a) dn(pB) k? sn(a) en(pB) k%sn(B) en(a)
0 0 0 0 67)
—sn(a) cn(f) —sn(f) en(w) dn(a) dn(5) (
—sn(f) en(w) —sn(a) en(f) —dn(p) —dn(«)

Si se considera al tensor antigtrico formado por la primera
pareja de vectores se tiene Icon el formado con el segundo y cuarto vectores:

Fiz=Aq1, Fra=—As1, Fsa=A11, Fio=F3=F2,=0. (68) Fis=Au, Flu=—Ass, Foa=Aua, Fro=Fo3=F2=0. (70)

Tambén coincide el tensor formado con los vectores prime-

Pero el tensor antisiatrico formado por la segunda pareja dero y cuarto, con el tensor formado con los dos vectores de

vectores tiene un factor extra éé:

enmedio:
Fis=k? Ay1, Fra=—k>Ag1, Faa=k> A1, Fi3=Ays, Fia=—A3s3, F34=A13, Flo=Fy3=F»,=0. (71)
Fia=Fp3=F5=0. (69)  En seguida consideramos las cuatro relaciones de ortogonali-

dad (17) y (18), y (48) y (49), asociadas a los cuatro vectores
El tensor formado con el primer y tercer vectores coincide perpendiculares al vector (57), cpn= 3. Este es un caso
| excepcional en que los tres factores m son iguales a uno:

sn(a) dn(3) sn(8) dn(a) cn(a) cn(B)
cn(w) cn(f) —sn(a) dn(f) —sn(f) dn(«) (72)
0 0 0 0

—cn(pB) —cn(a) —sn(f3) dn(a) —sn(«) dn(3)
Si calculamos el tensor antisgtrico con la primera o la se-
gunda pareja de vectores se encuentran se encuentra

F12:.A41,F14:—.A21,F24:.A11,F13:F23:F34:0. (73) F12:_~A427F14:A22aF24:_~A127
Fy3=F53=F3,=0. (74)

Si calculamos el tensor antis@tmico con la pareja formada
por el primer vector con el cuarto o con los dos de enmedio Si calculamos el tensor antisétrico con la separatn en pa-
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rejas que falta encontramos Para terminar nuestra lista se analiza el cuarteto de vectores
Fro— Foo— oy que tiene nula saltima componentep(= 4) y son perpendi-
12=—Aus, Fuu=do, Fra=—Aus, culares a la direcon (57), de acuerdo a las Ecs. (29) y (30),
Fi3=F53=F3,=0. (75) ya las Ecs. (41) Yy (42)
|
—dn(a) en(PB) —dn(8) en(a) (1 —k?)sn(B) (1 —k?)sn(a)
sn(5) sn(«) cn(f) dn(a) cn(a) dn(f) (76)
sn () su(6) —cn(a) dn(B) —en()dn(a) | -
0 0 0 0

Si se considera el tensor antigtrico formado por la primer I
pareja de vectores se tiene Mientras que el tensor de los vectores uno y cuatro o de los
vectores dos y tres del cuarteto es

Fio = —A3z1, Fi3 = Aoy, Fos = — Ay,

Fio = — Fia = Foa = —
Py = Foy = Fyy = 0. (77) 12 A3z, Fiz = Agz, Fas Ao,

Fiy = Fy = F34 =0. (80)
En este caso el tensor antigtrico formado por la segunda
pareja de vectores tiene un factor extralde k2: Hemos insistido en estas propiedades de ortogonalidad
porque son mucho menos conocidas que otras propiedades
Fip = —(1 = k?)As1, Fug = (1 — k*) Aay, de las funciones @iticas de Jacobi. Pese a que los diciseis
Fos = —(1 — k) Au1, Fia = Fag = Fyq = 0. (78) vectores de los cuatro cuartetos son linealmente dependien-

tes de tres direcciones en este espacio de cuatro dimensiones,

Las otras dos elecciones de dos parejas de vectores de eBf:Parece evidente que lo searumes poco trivial queto
cuarteto da como resultado el mismo tensor anéitiico. EI  dOS vectores de cada cuarteto son linealmente independien-

tensor de los vectores uno y tres o de los vectores dos y cuatf®s- Adu lo dificil no es formar vectores que sean perpendi-

es culares a la direcon (57), sino encontrar tantos que lo sean
de una forma tan poco trivial. Por supuesto que viene a cues-
Flo = —Ass, Fig = Aoz, Fog = —Ajs, tion la utilidad de dichas ecuaciones. Somos optimistas en la
importancia de su uso futuro y uno de nosotros las ha usado
Py =Fy = I3 =0. (79)  enla soluddn del trompo libre asigtrico de Euler [17].
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