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Los dos modelos mas importantes del sistema solar que preceden alsicaate Newton y a su tdarde la gravitadin universal, son los
elaborados por Kepler y por Cemico. La reladn entre el modelo de Kepler y el trabajo de Newton es ampliamente discutida en todos los
libros de texto; sin embargo, la relanientre el modelo de Cémico, que define la pos@m de los planetas en furaei del tiempo a partir de

una superposidn de movimientos circulares y la n&@tdca de Newton usualmente se evita. En este trabajo usamadscdass nuraricas,

sencillas yutiles, para mostraréeno esto esécilmente realizable: con el algoritmo de Verlet resolvemos las ecuaciones diferenciales no en
coordenadas polares, como es lo usual, sino en coordenadas cartesianas y aplicatmitoalera transformadapida de Fourier hacemos

el aralisis de losérminos de la serie de tiempo, que de una manera natural generan el deferente y epiciclos del modelo copernicano para e
movimiento de cada planeta.

Descriptores: Mecanica celeste; gtodos nuraricos.

The most important models before newtonian mechanics and the law of gravitation were stablished by Kepler and Copernicus. The relation
between Newton’s theory and Kepler's laws of planetary motion is widely discussed in textbooks; however, the relation with the model of
Copernicus, where the position of a planet as a function of time is described as combination of circular motions, is usually avoided. In this
work we use two simple and useful numerical techniques to show that this relation is easily performed. We use the algorithm of Verlet to
solve the differential equations, not in polar coordinates as is usually done, but in cartesian coordinates, we also use the fast Fourier transforn
method to analyse the time series that in a natural way generate the deferent and epicicles of the Copernicus’ model.

Keywords: Celestial mechanics; numerical methods.
PACS: 02.30Nw; 02.60Jh; 95.10Ce

1. Introducadn fera muy distante, el Sol se iba desplazanidoodn da sobre
una trayectoria cerrada, la “gglica”, transindola en apro-
Las observaciones del cielo han jugado un papel esencial eimadamente 365ids. En cuanto a Marte, Mercuriajplter,
el desarrollo del pensamiento ciditto desde los griegos y Venusy Saturnggstos se comportaban de una forma déra
hasta nuestrosials. Aun cuando podemos suponer gue ini-por un lado parden desplazarse sobre el cielo de una ma-
cialmente la observamn del movimiento del Sol y de las es- nera no tan regular como lo Hacel Sol, ya que de cuando
trellas estuvo orientada por motivos eminentemenéetpr  en cuando su movimiento cambiaba de sentido, es decir “re-
cos, pronto los observadores de los cielos superaron est@gradaban”; por otra parte los astros que presentaban este
limites para moverse en el plano del ig®mpropiamente comportamiento amalo se moian cerca de la eigtica y
cienffico. presentaban cambios de brillo: Mercurio y Venus en el mo-
La primera impresin que suscita la observacidel cie- mento de su conjunai con el Sol, y Marte,Upiter y Saturno
lo a lo largo de toda una noche, es que las estrellas rotan &ando estaban en oposioi
circulos manteniendo sus posiciones relativas. Esto dio lugar ; Gmo modelar este comportamiento tan singular de los
entre los griegos a la creéci de un primer modelo del Uni-  astros? A este respecto Rlatsupo formular con precisi
verso, en el cual la Tierra se encuentra fija en el centro de una pregunta en cuya respuesta traiajaarduamente duran-
esfera enla que se encuentran adheridas las estrellas y que f@-siglos algunas de las mentegsrbrillantes dedicadas al
ta con un péindo de 24 horas aproximadamente. Este model@studio de la astrondiar ¢ Ci@l es la composiéin de mo-
habiia bastado a los que buscaban representarse mentalmegigientos que nos puede reproducir los movimientos obser-
el movimiento del cielo; sin embargo, siete astros no se comyados de los planetas? Pregunta que en el contexto de sus
portaban de una manera tan simplegstos eran: el Sol, la creencias sobre el cater divino de la esfera y elrculo se
Luna, Mercurio,Venus, Marte{ipiter y Saturno. converta en esta otra: ¢@les son los movimientos circula-
En efecto, con respecto al marco de referencia de las eges cuya superposim reproduce el movimiento observado
trellas fijas aparentemente adheridas a la superficie de una et los planetas?.
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Eudoxo y Calipo, disipulos de Pldin, propusieron un
modelo de esferas comatricas y transparentes, en el cual
las esferas interiores rotaban alrededor de ejes inclinados con
respecto al eje norte-sur, pivoteando sobre puntos fijos de la
esfera exterior s inmediata. Ais por ejemplo, la egptica
estaba situada sobre una esfera, cuyo eje de ootémimaba
un angulo de 23.5 grados con respecto al eje sur-nogteey
pivoteaba sobre la esfera que contiene a las estrellas fijas.

Estos modelos, con velocidades y ejes de giro adecuados,
daban muy bien cuenta dedébita cerrada del Sol a lo largo
de un &o, con menor precign reprodu@an el movimiento
de la Lunay tamt@n podan generar el movimiento retro-
grado de los planetas, pero al mantener en todo momento a la
Tierra equidistante de la superficie de estas esferas, narpod
explicar el fedmeno de las estaciones y eraniimgecamen- FIGURA 1. Mostramos a la Tierra en el centro del sistemairele
te incapaces de explicar los cambios de brillo de los planeta& mayor es el deferente sobre cuyoipeetro se mueve el centro
Con todo,éste es el modelodsico que, a pesar de sus defi- de un primer epiciclo, a _Sltl vez sobre esteipetro se mueve el
ciencias, fue adoptado por Arigeles [1]. centro de un segundo epiciclo, P representa al planeta.

Los astonomos alejandrinos propusieron otro tipo deAlmagesto propuso un modelo para reproducir el movimien-

modelacdn que superaba las deficiencias anteriores. Un M5 de los astros que constaba de 8¢éuos, y que fue de he-

?elé) elerr|1e[|1_tlal de est:e nuevo ,tlpotconalsle un chqutceg- cho el modelo bsico que con algunas variantes se mantuvo
rado en la Tierra sobre cuyo jketro se moia el centro de .26 toda la Edad Media.

otro drculo, ambos con velocidad angular uniforme. Al pri-
mer drculosele Ilamabde_zferenteal segund@picicla Cua- 11 Losmodelasde Copérnicoy Kepler
litativamenteéste nuevo tipo de combinéci reprodu@ las
propiedades de las esferas ocamizicas, pero adeds supe- Como sabemos, durante el siglo XVI, cuando la era moderna
raba sus deficiencias. Por un lado peraniicercar el planeta comenzaba a despuntar, @opico, el gran asbnomo po-
a la Tierra y por tanto generar cambios en su luminosidadaco, se atredi a sacar a la Tierra del centro del Universo
Por otra parte, variando adecuadamente sus radios y velogiara colocar en su lugar al Sol [2, 3], proponiendo un mode-
dades angulares se fad generar laérbitas -cerradas o no- lo convincente por su extrema sencillez y su capacidad pa-
de los planetas, asomo que sus cambios de brillo ocurrieran ra explicar cualitativamente los movimientos de los planetas;
en oposiddn o conjunadn con el Sol. El ajuste de modelos en efecto, en este primer modelo, todos los planetas, inclu-
de este tipo, a las tablas de datos acumuladas a lo largo g¢endo a la Tierra, giraban @nmbitas circulares alrededor del
muchos &os de observaciones sobre la pdsicangular de  Sol, con radios que se corresp@an con la duraéin de sus
los diferentes planetas, exighacerlos ras y mas complejos,  respectivos péodos anuales. Sin embargdjnapara los li-
si bien siguiendo la mism&gica de combinar movimientos mitados medios de observani de laépoca al confrontarse
circulares uniformes (Fig. 1). Se agregaron epiciclos sobreon las tablas de posiciones observadas el modelo presentaba
los epiciclos, se propusieron deferentes con centros que riscrepancias inaceptables, por lo cual &wojco tuvo que
coincidan en rigor con la Tierra, sino que pése una cierta recurrir a las &cnicas tradicionales de montaraulos sobre
excentricidadetc. Pero fue asjue, con diferentes grados de circulos y desplazar al Sol del centro para alcanzar un ajuste
aproximacdn nunerica se pudo reproducir la fenomendlpg entre su modelo y los datos experimentales, que cuando me-
del movimiento planetario, es decir: nos se equiparase al de Ptolomeo. De esta manera el modelo
finalmente propuesto por Cemico perdd la belleza de su
1) lograr que los planetas se movieran siempre dentro deencillez original para volverse un intrincado modelo com-
unas trayectorias cercanas a ldgtita, puesto de 36icculos (ver Fig. 2). Cogrnico segia operado
ad con las categdas de modeladn de los antiguos griegos.
Con todo y esto, el gran @nito de Cogrnico fue que al po-
3) que durante la retrogradaai presentaran cambios de ner al Sol en el centro del sistema solar y a los planetas en
brillo, y movimiento alrededor dél -incluyendo a la Tierra- india
a crear una nuevdsica ya que laifica aristatlica era in-
capaz de explicar hechos que si bien penecaturales para
una Tierra en reposo eran inconcebibles para un planeta cu-
En suma, cumfhn con todos los requisitos formales que yos seres y objetos en la superficie giraban con una velocidad
se le puede exigir a un modelo de undereno real. El apo- tangencial de 450 m/s y que se desplazaba en el espacio a
geo de este sistema de modetecen la antijedad lle@ con  una velocidad de 31 Km/s (@mo es que con ese giro y esas
Ptolomeo, el legendario aétromo de Alejanda, quien en el velocidades nos mantemos pegados al suelo, §roo los

2) que presentaran movimientos retrogrados,

4) que estos cambios ocurrieran en conjana en opo-
sicibn al Sol.
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) tituian un sistema solar en miniatura. Junto a los datos de Ga-

lileo, las observaciones de Cassini y Borelli sobre loslgas
de Saturno condujeron a Newton al establecimiento de la ley
universal de la atracgn gravitatoria.

Q‘ c 2. LateoriadeNewton

En esta secdin describimos brevemente la aplidgatide la
teofia de Newton para obtener la descrigtkepleriana, es-
te tema -como lo hemos &&lado- se encuentra en cualquier
libro de texto [4, 5], sin embargo, ageferiremos los he-
chos que consideramos relevantes para la disoude la
FIGURA 2. Modelo de Coprnico, la tierra T gira en torno al cen-  Siguiente secon. El famoso problema manico-chsico de
tro C, el cual a su vez gira en torno al centro O que se desplazalos pariculas interactuando por un campo central es posible
sobre el pdmetro de un rculo centrado en el Sol. resolverlo en el marco de la mé@tica chsica, por lo menos
hasta una exprgsn cerrada, gracias a que se tieneighe-
objetos lanzados hacia arribai@a en el mismo lugar y no g suficiente de constantes de movimientoirepetu total
sentamos el ertigo de viajar tanapido?). del sistema, el momento angular y la efiarg/na constan-
El rompimiento absoluto con el pasado vino con Keplerite de movimiento (tami llamada primera integral, integral
quien, a pesar de enmarcar sus propuestas dentro de un mgé movimiento o simeta diramica) es una funéh entre los

co conceptual sumamente esoto y de marcado tinte me- ?rados de libertad del sistema de la siguiente forma:
dieval, formub las tres leyes que en esencia determinan e

movimiento de los planetas alrededor del Sol. F(q1.42 -, 4,49, ... 4, t) = cte, 1)
1) Los planetas se mueven en elipses con el Sol en uno dgendog; cualquier grado de libertad, representa al tiem-
sus focos. po y el punto arriba de cada variable significa su derivada
2) Elradio vector que une al Sol con el planeta barems  con respecto del tiempo. Esta expogspermite en principio
iguales en tiempos iguales. despejar un grado de libertad érrhinos de los restantes,

eliminando asun grado de libertad. En el caso del campo
central, donde la interadm lo depende de la magnitud de
la distancia entre las dos piatlas, la conservagn delimpe-

Asi, una simple forma @btica para la trayectoria de l0s tu permite eliminar tres grados de libertad (el movimiento del
planetas vino a sustituir las compmas combinaciones centro de masa) yo# queda el movimiento de la coordenada
de movimientos circulares tanto de los antiguos sistemagelativa. La conservagn de la direcén del momento angu-
geoe@ntricos como las del modelo hel@nrico de Coprni-  |ar permite resolver este problema en el plano eliminando a la
co. La originalidad de Kepler fue introducir la represeriiaci  coordenada, mientras la conservam de su magnitud redu-
del radio vector de los planetas en fumtidelangulo, mien-  ce el problema a una dimensi. Finalmente, la conservaci
tras que los antiguos aétromos, incluyendo a Cémico,  de la energ proporciona lailtima integral necesaria. En el
intentaban describir la pos@i de los planetas en fuldti  marco de la teéa de Euler-Lagrange la furfim de Lagrange
del tiempo. El trabajo de Kepler fue tan revolucionario comose escribe como sigue:
el de Cornico, camib la vision geongtrica del problema, ,
mostib que este movimiento temleyes generales que eran mo.2 5
indeper?dientes de las caraé}sﬁcasyprosias de cadqa plane- L= E(T O )+ V), @
ta, y que estas regularidades tabobedecer una damica;

quedaba solamente por encontrar estas leyesrdaas. das en el plano para el vector de pasicielativo yV (r) es

I El téab,ajo_de I]?S aabnfomos, (;esde los ant[gugslhastg Ke-|4 interaccdn que 8lo depende de la distancia entre las dos
piery Logernico, fue conformando una concepeoel movi- arfculas,r=|r; — ry|. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
miento celeste y en particular de los planetas, que fue la ba s conducen a

para que se obtuviera una explibacsuficientemente satis-

3) El cuadrado del pesdo de revoludin es proporcional
al cubo del semieje mayor.

m es la masa reducida del sistemay 6 son las coordena-

factoria. Como es bien sabido, la expligatdefinitiva a este i(m P — mr 92 +8l —0 3)
problema fue dada por el trabajo posterior de dos grandes dt or ’
sintetizadores, Galileo y Newton. Galileo establece &lan d .

do experimental como aquel que proporciona la desénpci —(mr2g) = 0. 4

valida de la naturaleza y gracias al uso del telescopio, cons- _ dt o
truido por el propio Galileo, pudo aportar importantes obserEstalltima ecuadn corresponde a la quinta integral de mo-
vaciones astramicas sobre los salites jovianos, que cons- vimiento, la magnitud del momento angulaty? ¢, es una
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constanteq es una variable ignorable y esta integral de movi-que al combinar con la Ec. (8) nos proporciona la llamada
miento corresponde a la simietde la lagrangiana respecto a ecuacdn de labrbita para un campo central:
rotaciones, por cualquié@ngulo, en torno a un eje perpendi-

L . . . r d
cular al plano de movimiento), de dges inmediato obtener 0— 0y = / 4 . (10)
la segunda ley de Kepler: ro 2\/27”/15 ~2mV(r) 1
r —
12 l2 7’2
dA  r? 0. o Para el potencial gravitacion®(r) = —a/r la Ec. (10)
a2 2m cte. se resuelve aniicamente enérminos de funciones trigo-

_ nomeétricas, resultando
Las soluciones a las Ecs. (3) y (4) resuelven el problema 2

del movimiento en un campo central, peroaesacopladas.

Para desacoplarlas usamos la Ec. (4): p=_—ma (12)
1+ ecos(f — 6y)
l

o= —, (5) Esta es la ecuatn de una énica con excentricidad
mr
_ 2EI1? . —ma?
dondel es la magnitud del momento angular constante, sus- e=14/1+ o si B = o
tituyendo en la Ec. (3) obtenemos que . ) ) .
se trata de unicculo, si la enerta es negativa pero mayor
L2 oV que—ma?/21? la trayectoria es una elipse, parz 0 se tra-
mr e + or 0. ©) ta respectivamente de l@gbola o paibola. El resultado de

_ la Ec. (11) contiene la primera ley de Kepler; para obtener
Y para resolver estaltima ecuadn de segundo orden nece- |a faltante tercera ley de Kepler basta con integrar en un pe-
sitamos undiltima integral de movimiento, la enéeg Esta riodo la velocidad aeroladA/dt = 1> 9 /2. El éxito mas
constante de movimiento corresponde a la sietirimica 13 de de la ted newtoniana se obtuvo al deducir las tres

de la funcon de Lagrange (o la de Hamilton) con respectojeyes de Kepler, que a su vez se obtuvieron de observaciones
a las translaciones del origen del tiempo, la cual escribimogiractas del comportamiento de la naturaleza, sin embargo,
como qued pendiente el problema de describir el movimiento de

r 12 los planetas en fungn del tiempo.
o 4V()=E ) P P
2 2mr?

La solucbn inmediata es

2.1 Ladescripabn temporal del movimiento planetario

or dr Los libros de texto usualmente omiten el hecho de que

t= / . (8) adend@s de la existencia de las integrales de movimiento es
o 9 <E v 12 > necesario hacer un buen uso de estas siasadiramicas; por
m —V(r) - 22 ejemplo, escribir las leyes de consenrgacen el plano carte-

siano(z, y) del problema de dos cuerpos en un campo central
no conduce a una soldni equivalente a la de la setnian-
terior. La soluadbn de Newton, enérminos de l&rbita, nos
proporciona una buena descripgigeonttrica del problema
adends de muchas propiedadesatinicas, sin embargo, no
resultaltil para describir completamente al movimiento pla-
netario, es decir, para ello semecesario resolver las Ecs. (3)
y (4). Una forma de hacerlo e interpretarlas se puede encon-
trar en el trabajo de F. Hoyle [2], ke sustituye la solugn
(11) en la Ec. (9) y se resuelve, sin embargo la sélupiara
r=r(t)y 0 = 0(t) sdlo puede ser obtenida eeriinos de
series infinitas.

Para describir la evolugh temporal del movimiento de
un planeta regresemos a la Ec. (2) pero ahora escribamos la
Tuncibn de Lagrange en el plano cartesiano:

en principio, de esta exprési se poda obtener = ¢(r),
que al invertir proporcion& » = r(t), a su vez sustituida
en la Ec. (4) proporcion& = 6(t), resolviendo el proble-
ma. Esta soluéin nos manteni en la Inea de estudio de
los antiguos astnomos, incluyendo a Cépnico, que bus-
caban calcular la posizn de los planetas como una fubici
del tiempo. Sin embargo las soluciones pata ¢(r) no son
analticas haciendo impracticable la invésj $lo es posible
escribirlas como series infinitas cuyo contenidsicb no es
facil de interpretar.

El gran nerito de Kepler consigiien cambiar la vigéin
del problema y en lugar de buscar la sotuctemporal para
ry 6 elimind al tiempo estudiando directamente la geome
tria de labrbitar = (). Con el advenimiento de la tdar

.. L. m .2 .2
de Newton esta descnm se pudo obtenerformalmentg. En Liz,y,,0) = (@ +9 )+ (12
efecto, de la Ec. (4) sustituimos las variaciones en el tiempo 2 22 + 2
en rminos de los incrementos infinitesimales edmyulo o . - )
polar: con las siguientes ecuaciones de movimiento:
ldt 0T _
do = 9) mx+ =0, (13)

mr2’
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my +L =0. (14) como Jdipiter, es decir, una trayectoria como la del Voyager.
Va2 4+ y? A continuacén ilustramos la bondad de estétmdo con el

En este sistema de coordenadas la consémate la mag- calculo de l2drbita que seguia un planeta de masa,, en el
nitud del momento angular y de la enierge escriben como campo gravitacional del Sol de masé;; es decir, resolve-

sigue: remos las Ecq13) y (14) con el algoritmo representado por
las Ecs. (19) y (20), por comodidad usaremos las siguientes
I = mzy—yz)=cte., (15)  condiciones iniciales:
2.2 —0) — —0) =
E = 2@ +9)- —2— —cte.  (16) z(t=0)=re, y(t=0)=0,
2 \xZ + 42 .

z(t=0)=0, Y (t=0)=nup. (21)
De estas ecuaciones no es posible ni eliminar al tiempo ni
separar las variables de una forma que sea manejable, tal cddui €l eje polar est en la direc@n del ejer; con estas con-
mo sucede en el sistema polar de coordenadas. Esto se déhigiones la eneiig, la magnitud del momento angular y la
a que la simeta apropiada es la rotacione sobre un eje peréxcentricidad quedan como sigue:
pendicular al plano del movimiento o bien a que la varig@ble 9 YolE
es ignorable, sin embargo aini y lo son. La soludn a las p="%_ 37 I =muorg, €=1/1+ 5 5 (22)
Ecs. (13) y (14) debe practicarse de otra forma, por ejemplo 2 ma
integrando nurericamente. Hay diversos algoritmos para re-recordemos quem es la masa reducida del sistema,
solverlas, aqupresentaremos uno muy sencillo y apropiadoo = GMsm,,, ¥y G es la constante universal de la gra-
para este tipo de ecuaciones, el algoritmo de Verlet [6, 7]. Es¢#itacion. El intervalo seleccionado para ebleulo fue
te metodo permite, con muy buena aproxintacy de forma 0t = (1/2048)T, = (1/2")T,, conT, el periodo del plane-
simple, calcular las soluciones a ecuaciones diferenciales de en unidades astromicas, conn = 11, por razones que

segundo orden, haciendo directamente uso de la segunda lexplicaremos ras adelante.
de Newton. Desarrollando en serie de Taylor el vector de po- Los resultados obtenidos con el algoritmo de Verlet son

sicion: series discretas de tiempo paid), y(t), z (t),y ¥ (t). Aun-
1 que estos resultados sorasdificiles de interpretar y anali-
r(t+6t) =r(t) + v(t)ot + 53(15)(575)2 + ... (A7) zar, en principio una vez que se conoce la séinei = r(t)
1 todas las propiedades dimicas del sistema pueden ser cal-
r(t —ot) =r(t) — v(t)dt + §a(t)(6t)2 —... , (18) culadas. A continuadbn mostraremos un afisis cualitativo

y cuantitativo del &élculo nungrico obtenido con el gtodo
sumando ambas ecuaciones obtenemos hasta segundo ordiém Verlet. Notemos primero que tanto las observaciones as-
tronbmicas como los resultados néritos muestran inme-
r(t+6t) = 2r(t) —x(t — 6t) + a(t)(6t)®>,  (19)  diatamente que: a) el movimiento es pelito con periodo
mientras que la velocidad se obtiene restando las ecuacion%ﬁntizrlgg rsgﬁg;%r;:a\yecs) Tae :23:;22222 g'(rfl)cg ggtg :leesnpeenc_
esto es, r(t +8t) — r(t — ot) to a la inversbn temporal (o con respecto al punto apsidal).
v(t) = . (20)  Laprimera condid@n permite usar el teorema de Fourier para

20t . P ) X
L funciones pendicas y proponer las soluciones como sigue:
De las Ecs. (19) y (20) se puede calcular la pasichvan- P y prop Igu

zadar(¢ + 6t) y la velocidadv (¢), si se conocem(t — dt), > ) >

r(t) y a(t) = F(r,t)/m, sient(zlcz F la fuerza. Elédculo ()as o(t) = Ao+ Y _ Ansin(nwot) + Y _ By cos(nwot), (23)
correcto er(t + §t) hasta ordene&* y parav(t) hasta or- n=1 n=l

denesit?. Mayores aproximaciones pueden ser obtenidas si e e

incluimos derivadas de orden superior en las ec. (17) y (18).%(t) = Co + > Cusin(nwot) + Y Dy cos(nwot), (24)

El punto de partida(t — &t) se puede conocer de las condi- n=1 n=1

ciones inicialesry = r(t = 0) y vo = v(t = 0) sustituidas dondewy = 27 f = 27 /T),. En estas ecuaciones hemos usa-
en estas ecuaciones. Adasnde que el algoritmo resulta de do la segunda condien, la frecuencia es la misma paxay
facil programadn, el nétodo resulta muyitil cuando: no ¥ pues no haydbulos y la trayectoria es cerrada. La condi-
son conocidas las integrales de movimiento, el sistema tierfdon de simefia respecto del punto apsidalt) = x(—t) ,
muchas paftulas o cuando las interacciones son complejasy(t) = —y(—t) nos conduce a que

Este algoritmo ha sido utilizado con graxito en @lculos de A —0. Do —0. Co—0 (25)
dinamica molecular; en computadores personales se pueden n ’ n ’ 0 '
realizar @lculos para pocos miles de dartlas en tiempos ra-  Es decir, podemos escribir que

zonables [8]. El algoritmo de Verlet nos puede proporcionar -

muy _aproxmadamentg Ia_ trayectoria de u_rekrm en pre- 2(t) = Ao + ZBn cos(nwot), (26)
sencia del campo gravitacional del Sol, la Tierra 'y un planeta

n=1
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oo
t) = Ch si t). 27
y(®) nz::l sin(nwot) 27 TABLA |. Excentricidades y amplitudes de las componentes

rmbnicas dex(t) y y(¢) en unidades astrémicas para todos los

Haciendo la transformada de Fourier de las Ecs. (26glanetas. Las casillas sin dato corresponden a amplitudes menores

y (27) obtenemos que a 0.001 de la raxima amplitud de la serie de tiempo.
=
F(x(t)) = Aogd(0) + 5 Z Byé(w — nwo), (28) € Ao B B, B3 Bs Bs
n=1 Ci C C;3 Ci Cs
PR Mercurio 0.206 -0.1189 0.3802 0.0385 0.0058 0.0010 -
Flyt) = =3 ; Cnd{w = o). (29) 0.3757 0.0380 0.0056 0.0009 -
Es decir, conocer los coeficientes, , B,, , y C,, de estas  venus 0.007 -0.073 0.7212 0.0025 - - -
dos ecuaciones es equivalente a conocer las soluciones para 0.7214 0.0026 - - -
x(t) y y(t). Para calcular estos coeficientes usamos el algo- Tierra 0.017 -0.0249 0.9972 0.0083 - - -
ritmo de Cooley y Turkey [9] para la transformadgpida de 0.9972 0.0083 - . -

Fou,rler (FFT),Ie_ste algo.nt.mo es mugpi do comparago CON  Miarte 0093 -0.2124 15140 0.0705 0.0050 - i
el calculo nungrico tradicional, requiere qu#&’, el nime- 15114 0.0707 0.0053

ro de puntos de la serie de tiempo, sea una potencia entera : : :

de 2 (V = 2"). Su exactitud es comparable a la integra- Jupiter 0.048 -0.3827 5.1915 0.1281 0.0053 - -

cion nurrérica pero su velocidad es mucho mayor, el tiempo 5.1935 0.1297 0.0065 - -
de dmputo es proporcional & log, N, mientras que para  saturno 0.056 -0.7880 9.5092 0.2624 0.0107 - -
la integracbn nunerica es proporcional 2. La FFT, aun 95042 0.2625 0.0113 - )

siendo antigua, ha venido cobrando gran popularidad gracias

a la creciente capacidad y facilidad denputo, se ha usado Urano 0.047 -1.3469 19.1122 0.4472 - i i

cotidianamente para alisis de series de tiempo incluso en 19.0996 0.4454 - - -
sistemas aaticos, hasta convertirse en una herramienta im-Neptuno 0.009 -0.3805 30.0000 0.1250 - - -
portante de aalisis. Adenas de su rapidez, la FFT es dei 20.0952 0.1213 - - _

programadn y se encuentra como una herramienta de tra- pypn 0,247 -14.758 38.4480 4.7184 0.8691 0.1901 0.0454
bajo en varios paquetes computacionales. En este caso usa- 37.8195 4.6652 0.8620 0.1884 0.0451

mos la FFT de MATLAB, V5.1 y para elatculo del espectro
de frecuencias usamos las serie de tiemf¥9 y y(t) obte-
nidas por el algoritmo de Verlet descrito anteriormente, co
N = 2048 puntos ¢ = 11).

En la Tabla | mostramos los valores de las amplitudes d

rE}je de las frecuencias usamos como unidad temporal el pe-
riodo de cada planeta de tal forma que los pocosHarans

aue aparecen son(tiplos de la frecuencia natural del siste-

las ecuaciones (28) y (29), para todo; los pJapetas, cuyo Val%a tambén se observa claramente que la primera amplitud
abS.OIUtO €s mayor B/1000 de la amplitud raxima de Ca.‘da es muy dominante. Por lo tanto, el movimiento de Venus que
serie y en la Fig. 3 mostramos el espectro de frecuencias pa

40S CASOS. UNo con aran excentricidad v el otro con fegue 3 representativo de los planetas de péquexcentricidad se
' gra y e guede describir con muy buena aproxin@ectomo sigue:

Venus y Plubn respectivamente. Estos dos planetas son lo

mas representativos, pues ebiisis espectral para el resto es

t) = —0.0734+0.7212 t)+0.0025 2wpt), (30
muy similar y por lo tanto repetitivo. 2(t) + cos(wot)+ cos(2wot), (30)

El aralisis de esta tabla nos muestra lo siguiente: El y(t) = 0.7214sen(wot) + 0.0026sen(2wot). (31)
nimero de amplitudes mayoresl A1000 de la néxima, es
un nimero muy pequ#, para los casos de muy pefaex- El primer €rmino enz es un corrimiento del origen de

centricidad como Venus, Tierra, Urano y Neptuddosson  coordenadas (correspondiente a la distancia del centro de la
importantes los dos primeros abmicos y en el caso de ex- elipse al origen, o foco de la elipse), el segundo y terce-
centricidades mayores como el caso de@ytMercurio son  ro corresponden a movimientos @micos de frecuenciag
importantes 8lo 4 y 5 arndnicos, respectivamente. La tabla y 2w; el movimiento eny contiene los dos mismos aami-
muestra tami&@in que las amplitudes de los @mnicos dexry  cos y amplitudes muy parecidas; es decir, el movimiento de
¥y Son muy parecidas, para el caso de péguexcentricidad Venus es la superposizi de dos movimientos casi circu-

la diferencia et en la cuarta cifra significativa, mientras que lares. En érminos de la concegmi copernicana se trata de
para el caso de excentricidades mayores la diferencia pueda drculo llamado deferente y un pediueepiciclo. Los ca-
aparecer en la segunda cifra significativa. En la Fig. 3 posos con excentricidad mayor requieren de tomar en cuenta,
demos observar que el espectro de frecuencias es muy puagenas del deferente y el primer epiciclo otros epiciclos su-
reflejando la exactitud debdculo nungrico tanto del ratodo  perpuestos de muy pedieamplitud. La trayectoria obtenida
de Verlet como de la transformadapida de Fourier. En el de esta forma correspondker la Fig. 2 donde se intercambia
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= 08 a cion del tiempo se puede describir con buena aproxiomaci
3 06} -sobre todo para algunos de ellos- como una superposici
& By de movimientos circulares uniformes, o, en todo caso, como
‘i ’ una superposién de movimientos a lo largo de elipses de
- 02 |- muy baja excentricidad. Una vez que es conocida la trayec-
s 0l - toria, cualquier propiedad damica o cineratica puede ser
2 calculada de forma directa.
S 02|
3
< 04 :
0 1 2 3 4 3. Conclusiones
Frecuencia (ciclos planetarios)
Hemos mostrado que la descripeitemporal del movimien-
to planetario corresponde muy bien con la condapale
= 4 b Copérnico, en érminos de trculos deferentes y sus epici-
3 30} clos, esta concepimn es mucho m@s aproximada cuando el
s 50l planeta tiene una excentricidad peflaeMostramos tambén
‘; que con muy buena aproximaai es posible escribir la so-
5 10 - lucion temporal en el sistema de ejes cartesianos como una
s 0 , I o — pequéia serie deérminos armnicos que permite calcular
2 la posicbn de un planeta en cualquier instante del tiempo.
g wd ¥ Mostramos queécnicas nuraricas simples, como el algo-
<

20 ritmo de Verlet y la transformadapida de Fourier, suelen
0 i £ . " ser muy poderosas y permiten hacealais muy comple-

Frecuencia (ciclos planetarios) t d . t . | | . , dé a
FIGURA 3. Espectro de frecuencias para las componentes realesOS € sistemas simples y Complejos, que sora cceso

de la posiddn z(t) (barra $lida) y componentes imaginarias de y proqramacmn. Fjo_rulnrno, hacemos notgr que estog Senci-
y(t) (barra clara), correspondientes al movimiento de a) Venus!|0S Métodos nuréricos junto con la creciente capacidad de

(e = 0,007) y b) Plubn (€ = 0.247). El tiempo esta normaliza- COMpuUto, son de gran ayuda en la dreeza de laisica pues

do al periodo del planeta correspondiente. permiten analizar los problemas solubles de otra formay per-
miten resolver y analizar otros problemas interesantes que no
se plantean usualmente en los libros de texto por no tener

el orden del deferente y los efitos. La diferencia entre la . !
solucbn anaitica.

posicibn (x,y) obtenida de las Ecs. (30) y (31) con las posi-
ciones calculadas con el metodo de Verlet es siempre menor

que 0.005 UA. En otras palabras, desde el punto de vista de Agradecimientos

mednica newtoniana, el @ilodo de modeladn de Cogrni-

co adquiere legitimidad tomando en cuenta la prénisle  J- A. Peralta agradece a la Cordiside Operacin y Fomento
que se dispda hasta antes de lagchicas de medioh de ~ de las Actividades Acdaicas del I. P. N. el apoyo otorgado
Tycho Brahe; y en efecto, la posici de los planetas en fun- Ppara la realizaéin de este trabajo.
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