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Se estudia f@&rica y experimentalmente una membrana circulastida de densidad y espesor uniformes sujeta a una diferencia dmpresi
constante. En este trabajo se analizan dos soluciones de la defummaeipresenta una membraréstica circular, dcomo su comparagh

con los valores reales de deformatimedidos usando una membrana fabricada con guante de cirujano. La primer@nsatugn alculo
anabgico utilizando la geomét de las pompas de jab y la segunda es la soléci anaitica de la ecuaéin diferencial de la deformaimn
elastica en la aproxima@n de nddulo ebstico constante. Ambas soluciones predicen una forn@iesfgue se confirma con los datos
experimentales. Tambim se hacen comparaciones con la sélucie una placa deformada y con la forma paraboidal deseada en la falricaci
de espejos solares.

Descriptores: Membrana; deformaon de membranas ; modelos de deforrbagimedidores.

An elastic circular membrane of uniform density and thickness and subjected to a constant pressure difference is studied theoretically anc
experimentally. Two solutions of the deformation of an elastic circular membrane and their comparisons with the numerical values of the
measured deformations of a surgical rubber glove membrane. The first solution is an analogical calculations using the geometry of soag
bubbles, and the second one is the analytical solution of the differential equation of the elastic deformation in the approximation of constant
elastic modulus. Both solutions predict a spherical shape which is confirmed by the experimental data. Comparisons with the solution of a
deformed plate and with the paraboloidal shape desirable for solar mirrors are also included.
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1. Introducaddn miento y evaluar su capacidad para cumplir unaacdeter-
minada.
Una membrana circular &tica puede ser utilizada en dife- ~ Una membrana puede disg#se con diversas geonias

rentes aplicaciones de nuestra vida diaria: como instrumer§le su base-soporte: circular, cuadradigtiel o rectangular.

to musical de percudn, como regulador de prési de ga- Por sencillez en elaculo, analizaremoénicamente la pri-

ses, como medidor de flujo, como bomba de desplazamientera geometa bajo diferentes posibles valores de deforma-
positivo, como elemento sensor de deforrbaccomo siste-  Cion.

ma de control y comoalvula para el manejo de diferentes En todos los casos se considera que las deformaciones de
fluidos. Una aplicaéin reciente es la de termalvula, que las membranas sonésiticas y funcionan dentro de Idsi-

utiliza la fuerza ejercida por la prési de un gas atrapado tes eésticos, esto es, la membrana no sufre una defoémaci

al calentarse con enéegsolar, para deformar la membrana permanente.

elastica, empujar unaalvula normalmente cerrada y permi-
tir ad el flujo de un fluido. La @lvula se cierra cuando el
gas se enfa y la membrana regresa a su pdsicinicial de
no-deformadn [1].

2. Aspectcstedricos

Para efectos de alisis y comparadin, suponemos que la
membrana es de material honéogo y consideramos dife-
De manera similar, la medimn de la deformadn de una  rentes geomeitis de deformati. El caso que nos interesa
capa delgada sometida a una poesiliferencial puede utili- s sy uso en unaaivula para controlar el flujo de agua ca-
zarse para determinar las propiedadesamas (esfuerzos, |iente en un colector solar. El calor del sol calienta el agua
modulo de Young) del material [2]. Un ejemplo claro de estage| colector solar y el aire atrapado en un cilindro. Este cilin-
aplicacbn son las membranas de Si policristalino utilizadasyrg tiene una tapa con una membraréstta que se defor-
por su alto esfuerzo a la fractura y su alta estabilidad dimenmg al aumentar la presi interior, empujando laalvula que
sional [3]. permite el flujo del agua caliente. Conocer su geoiaegal
Conocer la deformadh de la membrana tanto en su geo-permite escoger la temperatura de disparo déalawa. En
metfia como en su valor, nos permite tener un mayor conociparticular, calcularemos la deformanide la misma usando:
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a) Una pompa de jdmn, lo que equivale a unafculo  una diferencia de presn constante entre sus dos caras. Se
anabgico suponiendo que la membrana tiene propiesupone que la periferia de la membrana es una circunferencia
dades disticas constantes independientes del fmma de radio a que se mantiene fija durante el proceso de deforma-
de la deformadin. Es conocido que las pompas decion, y que R P. > 0 es la diferencia de presiones entre las
jabdn tienen curvatura constante, y en este caso tomataras interna y externa. La base dédil@is consiste en iden-
la forma de un casquete ésito. tificar las fuerzas que dean sobre un elemento superficial de

la membrana e imponer la condiai de equilibrio.

b) La ecuaddn diferencial de una membrana delgada . . . .
o ) . Es conveniente utilizar coordenadas circulardadiicas
elastica, en la que puede incluirse, de encontrarse ex-

. . : - , ®, ) de modo que el penetro de la membrana corres-
perimentalmente necesario, el cambio en su elasticidai ¢, 2) q P

asociado a la deformai ponda al conjunto de puntog € a, 0< ¢ <2,z =0), yel
' eje z, al eje de la membrana. Suponiendo que la membrana

c) Los resultados publicados para la placastita, por si  se deforma manteniendo su sini@tle rotadn alrededor del
el experimento muestra que no es adecuada la apr@je, lo que nos interesa es la re@tientre la coordenada de
ximacion de membrana infinitamente delgada. En esaltura y la coordenada radial z =pz(para todos los puntos
te caso halbla que analizar la posible variaci de la  sujeta a la condiéin de frontera z4=a) = 0.

“constante” ehstica con la deformatin como explica- En la Fig. 1.a se ilustra un elementpito de superficie
cion alternativa a los datos experimentales. de la membrana, centrado en un punte,®) y con \ertices

d) Se ajusta una deformaci paraboidal, ya que se ha

propuesto el uso de membranaasticas deformadas Pilp = Ap/2,0 = A0[2, 2+ Az/2),

por una pregin uniforme como espejos concentrado- Py(p+ Ap/2,¢p — Ap/2,z — Az /2),
res solares. Un espejo paraboidal produce é&ima
concentradn de la enerig solar. Ps(p+Ap/2,¢ + Ap/2,2 = Az/2)

Dada la simefm, es conveniente utilizar coordenadasy
circulares ciindricas f, ¢, z) de modo que el pane-
tro de la membrana corresponda al conjunto de puntos Py(p—Ap/2,0 + Ap/2, 2 + Az/2)
(p=a,0< ¢ <2m,z=0)y el eje z es el eje de la membra-
na. Llamamog, a la deformadn maxima de la membrana como se muestra en la Fig. 1.b. Los desplazamientos entre
localizada en el centro de la misma@0) =4,y z(p) esla  vertices sucesivos son correspondientemente
funcion de deformadin para cualquier valgs. Esta geome-
tria tiene simefa de rotadin alrededor del eje z. Aris = pAp + kAz ~ tAs,
Analicemos particularmente cada caso:

Ar23 =p A¢¢7
a) Solucbn de pompa de jalbn Args = —pAp— KAz ~ —tAs,
Suponiendo que la elasticidad de la membrana equivale a Afy = —p A¢ A3)

una tensbn superficial constante como en una pompa de

jabon, entonces la geoméeirde la deformadn es un cas- ;sando los vectores unitaripse y k en la posicdn del pun-
quete eddrico de radio R. Para las coordenadas utilizadas, I&, p Entonces direa del elemento de superficie es
deformacbn z(p) debe de cumplir la ecudm para la esfera

R? = (R—§+2)? + p?, con centroem, = 0y Z. = §—R: Al19XAT 95 = —ppAdAZ + KpAdAp
2(p) = (R*=p*)'"/*+6—R @) — nAa=nAspA. (4)
donde
Tambien se necesitan los vectores tangentes a la superfi-
R = (6" + a%)/25, (2)  cie en cada uno de los puntos a la mitad de los lados del ele-
mento de superficie, y sus diferencias que se ilustran en las
Figs. 1.cy 1.d. La curva que conecta los puntgs ¥Ms, es
un arco de circunferencia de ragicque subtiende éingu-
lo A¢. Entonces la diferencia entre los vectores unitagins
y ¢12 tangentes en sus extremos es radial y hacia el eje Z
y de magnitudA¢. Una construcéin ardloga para la curva
b) Solucion de la ecuadbn diferencial que une a M; con My involucra el elemento de arais con
radio de curvatura R §ngulo subtendidd.c: de modo que
En esta secbn se analiza el problema de la forma que ad-
quiere una membrana inicialmente circular al ser sometida a Aa = As/R. (5)

representa el radio de la esfera.

Notese que para deformaciones muy pégisede la
membrana, el radio de curvatura tiende a un valor infinito
lo que dificulta medir con preci@n estas deformaciones en
forma sencilla.
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(a) (b)

z

FIGURA 1. Membrana circular deformada: a) Positide elemento de la membrana, b) Fuerzas sobre el elemento, c) Rooyeccel
plano x-y, y d) Proyecén en el planay = constante.

Correspondientemente, la diferencia entre los vectoresn la direcadn normal y tangencial:
tangentes$,s y t4; €s A« apuntando en direcmn normal a )
la superficie pero hacia el interior y con magnittye.. Adi- AF = (Pi — Pe)AspA¢n + TASAP[(dz/ds)n

cionalmente de las Ecs. (3) y (4) se puede reconocer que el _ (dp/ds)t] + [d(7p) /ds| AsAGt — Tp(As/R)A¢n. (8)
vector unitario radial se puede escribir @mhinos de los vec-

tores normal y tangencial a la superficie en la forma La condicbn de equilibrio se da cuando la fuerza neta so-
bre el elemento de superficie se anula, lo que implica que sus
p=1t(dp/ds) —n(dz/ds). (6)  componentes tangenciales y normales deben ser nulas:
Ahora estamos en posisi de identificar las fuerzas que —7(dp/ds) + d(7p)/ds = dr/ds = 0,

actian sobre el elemento de superficie que se originan en la
presbn neta sobre su superficie y en las tensiones sobre sus

dos pares de lados casi paralelos: La integral de la primera ecudi indica que la tenén =
. es constante para todos los elementos de superficie de la
AF = (Pi— Pe)Aa+ [(TASh)3s — (TASP)12] membrana. En la segunda ecudscke observa que la pen-
+[(TpAgt)as — (TpAdt)s1], (7) diente dz/ds es negativa, de modo que ambBowminos de
tensbn se combinan opoandose y equilibrando ebtmino
donder es la tengin entendida como fuerza por unidad dede presbn, como se ilustra en las Figs. 1b, 1c y 1d. Usando
longitud. Con base en las Ecs. (3)-(6) para el elemento dia definicbn de radio de curvatura,
area, sus aristas y las resultantes de las fuerzas dénelzsi 213/2 /¢ 12 )
fuerza neta se puede escribir @mbinos de sus componentes R =1+ (dz/dp)"]"/"/(d"z/dp), (10)

(Pi— Pe)p+ 7(dz/ds) — (tp)/R = 0. 9)
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entonces la segunda ecuatise identifica como una ecua- suposicbn
cion diferencial de cuya integraui se puede obtener la rela-

cion buscada z = 2{ que define la forma de la membrana. (0= pe)® + (2 — 2)* = R (12)
En el presente caso, es preferible mantener la etoiami o )
terminos de Ry re-escribirla en la forma El segundoé&rmino se puede calcular como sigue:
(Pi— Pe)/T+ (dz/ds)/p—1/R=0. (112) (p—pe) + (2 — 2z.)(dz/dp) = 0,
El primer £rmino es constante y el terceroigseconstante si dz/dp = —(p—pe)/(z — 2)

la forma de la membrana fuera esta. Bajo estdiltima
| entonces

ldz _1ldzdp _

vds = pdpds = = pe)/p(z - ze)Hdp/[(dp)? + (dz)*)"/?} = —{(p — pe)/p(z — ze) H1/ (1 + (dz/dp)*)*/?

= —{(p—pe)/p(z — z){1/[L+ {(p — pe)/p(z — 2)}*1V2} = ~[(p — pe)/P)(1/R). (13)

La simetfa de rotadn alrededor del eje Z requiere que
el centro de la superficie é&sfca de la Ec (12) se encuentre
sobre el eje mismo, es decir, goe= 0, con lo cual el segun-
doy tercerérminos de la Ec.(11) son iguales. En condusi
la curvatura de la membrana queda determinada por tamraz
de la diferencia de presm a la tengin:

la relacbnp/D para la membrana. Para bajos rangos, la pre-
sibn p ejercida sobre la membrana puede ser medida median-
te un mametro en U de columna de agua. En nuestro caso
particular, para una membrana formada con material de guan-
te de cirujano (con R=7.75 cm), se han medido valores de

1/R = (P, — P.)/2r. (14) v=0.25y det=0.3 mm (sin deformar), y un cambio de p@si
de 700 Pa, para una deformacimaxima des=2 cm. Esto
c) Deformacion tipo placa circular uniforme nos arroja un valor de la reldmi p/ D= 8.4x10°* kg-cm [6].

Si suponemos que la membranastica se comporta como

una placa circular sujeta a una p@sconstante y cuyos ex- d) Deformacion paraboloidal

tremos se mantienen simplemente apoyados (esto es, con per-

miso de movimiento), la deformai correspondiente puede aqmiendo que la deformdmi sigue una geoméir de pa-
obtenerse mediante la expr@si>s] raboloide de revoluéin, de acuerdo a las coordenadas de re-

pat [pt 34+v\ 12 54vu ferencia, la deformabih Zp) puede representarse como una
z(p) = 64D [a‘l -2 (1 T V) 21T V] ) (15) parapola vertical con suértice desplazado una distandia
mediante la expredn
dondep es el valor de la preén ejercida sobre la membra-
na,v la relacbn de Poisson, el espesor de la mismah la 5 2, 2
S i - =4(1 — 17
rigidez a la flexon definida por 2(p) (1=p7/a’) (@7
Et3
D=sa=ny
(1—v?) 3. Resultados

siendoF el modulo de elasticidad de la membrana.
El valor maximoJ de la deformadin se da cuande=0,  La deformaddn maxima que presenta la membrana bajo la

esto es, accbn de una fuerza puede simularse mediante las expresio-
4 nes ya obtenidas para cada tipo de geometnalizada. En
pa* |5+ v . -
= 61D L n 1/} . (16) la Fig. 2 se muestra la deformaai de la membrana como

funcion del radio de la base-soporte, para un valor fijo de

Esta geometa de placa circular involucra las propieda- a=7.75 cm. Considerado una deforntatimaximad=2 cm,
des del material y las condiciones a las qué esstieta la  se obtienen diferencias muy pedias en la geoméas en-
membrana durante su deform@ei Ad, para un radiq fi- tre la placa circular y la membrana circular y mayores res-
jo, la deformaddn de la membrana depenéede la pregin  pecto de las geoméas de paraboloide y casquete éssf
ejercida sobre ellay de las propiedadéssttas de la misma. co (no mostrados). Incrementando la deforraacraxima a
Conociendo la deformaln maximasd y la relacbn de Pois- 5 cm (Fig. 2), las diferencias entre las geonastianalizadas
son de la membrana, es posible determinar, de la Ec. (163¢ incrementan entré g por consiguiente, los cambios de
volumen alcanzados.
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Posicion radial p(cm) FIGURA 4. Comparadin entre las deformaciones experimentales y

los valores determinados a partir de las georasfpropuestas. Los
FIGURA 2. Gréficas de la deformaii z(p) considerando diferen- ~ valores dej son 2y 5 cm. a=7.75 cm.
tes geometas de una membranaéastica para una deformaci
maximad =5 cm. geometra de casquete esico, tal como se muestra en la
Fig. 4 para una deformam de la membrana de 5 cm. La

El comportamiento del cambio de forma en la geome-geometia conseguida con la deformani de una membra-
tria de casquete dsico se incrementa, respecto de las otradla €hstica de base circular, es la correspondiente a un cas-
geometias propuestas, cuando la deforndaces mayor de quete egdrico, aunque puede ser aproximada a una geome-
§ = 2 cm. Para valores menores a este valor, las diferencidéia de paraboloide para valores pejoede deformatn de
con la geometa paraboloide son muy pediss y pueden |a membrana. Para el caso analizado donde a=7.75 c¢cm, es-
considerarse similares. Por ello, la fabriéacile concentra- ta aproximadn es \alida para valores d& menores a 2 cm
dores “parablicos” usando el ratodo de inflado de un ma- (i.€.relacona/s=0.25).
terial, puede estar muy lejos de dar buenos resultados como Se han desarrollado dispositivogticos de reflexin y
concentrador, si las deformaciones son mayores a cierto vdansmisbn, que se construyen usando como molde una su-
lor. Asimismo, el cambio de volumen para la georizette ~ perficie inflada a traés de un recipiente sometido a pre-
membrana egfica es mayor, en comparéanicon las otras sibn constante y se suponen paraboloides. Nuestros resulta-
geometras analizadas. dos muestran claramente que hay un rango de la oelati

Con el objeto de medir la geomigtreal de la membrana donde podemo; haceahda esta condioin; Qe otra manera,
elastica, se procedlia determinarla por medio de la sombra S estda co’metlendo.un error que puede incrementarse con
proyectada de la deformai de la membrana cuando los ra- 2 deformaaddn producida.
yos solares inciden paralelamente a la base-soporte. Se pro-
cedb a obtener diferentes deformaciones producidas incre4, Conclusiones
mentando controladamente la pfesidel recipiente y dibu-
jando la sombra proyectada sobre un papel néitiino ubi- ~ Se analizaron tres geomiets diferentes que pddn presen-
cado perpendicularmente a los rayos del Sol. Los resultaddgr una membrana &itica circular cuandésta se deforma
se muestran en la Fig. 3 para diferentes deformaciones préajo la accdn de una pr eén constante con siméiraxial.
ducidas. Se determinaron las relaciones de las deformaciones produ-

Comparando los resultados experimentales con los mod&idas ¥ 10s cambios de vanenes involucrados. Del alfsis
los de casquete é@gico y paraboloide para las deformacionesY & comparadn, S€ concluye que !a_geoma’ude la mem-
de 2 y 5 cm (Fig. 4), se puede apreciar entrarg gran si- brana correspondiente al cagqueteesb, mqestra un gran
militud cuando las deformaciones son menores a 2 cm. Paffuerdo con los datos experimentales medidos para diferen-
deformaciones mayores, se encuentra una excelente aproks valores de deformami. Sin embargo, para deformaciones

macbn de los datos medidos, con los calculados usando [REAUas (#<0.25), la geometa tipo paraboloide puede ser
considerada con gran aproximaici

Los resultados de este trabajo pueden ser de grasnter

‘g B en la fabricaddn de dispositivo$pticos que involucren refle-

) o xién, transmigin y concentraéin de eneri, en virtud de la

N fﬁ*{: W**‘g*&& geometia que puede seleccionarse adecuadamente para los
L= fines que se persiguen.
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