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Por medio de transformaciones canónicas definidas en la representación de estado-coherente de la mecánica cúantica en el espacio fase,
obtenemos estados tipo gato de Schrödinger. Los estados comprimidos desplazados de número con paŕametro de compresión real est́an
contenidos en estos estados.
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Employing canonical transformations defined in the coherent-state representation of quantum mechanics, we introduce Schrödinger-Cat-
Like-States. The squeezed displaced number states with real squeezing parameter are contained in these states.
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1. Int roducción

La mećanica cúantica permite la preparación de sistemas fı́si-
cos en una superposición de estados, o estados que estén “un-
tados”entre dos o ḿas distintos valores. Este curioso e impor-
tante principio de la mecánica cúantica [1] ha sido extremada-
mente exitoso en aplicaciones que van desde interacciones de
átomos con fotones hasta las de nivel subnuclear. Los estados
llamados “gato de Schrödinger”(GS) son una superposición
de dos estados coherentes, es decir, de estados con mı́nima
incertidumbre y varianzas dep y q iguales a las del estado
base del oscilador arḿonico (~/2) [2]. Los estados GS pre-
sentan propiedades no-clásicas muy marcadas, en particular
presentan compresión [3]. La compresíon est́a caracterizada
por una reducción en las varianzas dep ó q por debajo del
nivel asociado con el estado vacı́o o coherente. Como conse-
cuencia de sus propiedades no-clásicas, los estados GS tienen
una gran variedad de aplicaciones enóptica cúantica, donde
su obtencíon [4] y comportamiento resultan ser muy impor-
tantes [5].

Las distribuciones de cuasi-probabilidad no sólo son una
manera conveniente para representar un estado cuántico en
términos dec-números, también proporcionan información
sobre su caŕacter no-cĺasico. Para cada estado cuántico en
particular, es posible definir un número infinito de distribu-
ciones de cuasi-probabilidad, debido a las diferentes posibi-
lidades de ordenamiento de los operadores [6]. Una de estas
posibilidades es la función de Wigner, que siempre es bien
definida para cualquier estado cuántico y ampliamente usa-
da para el ćalculo de densidades y valores esperados en el
espacio fase [7-9]. Las reconstrucciones experimentales de
la función de Wigner revelan sus valores negativos [10], que
son el punto de referencia de los efectos cuánticos. A pesar de
estos logros, su desventaja recae en la dificultad de resolver

problemas realistas directamente en términos de la función
de Wigner, debido a la complejidad de su ecuación de evo-
lución. Para superar esta dificultad, usamos la representación
de estado-coherente de la mecánica cúantica en el espacio fa-
se (REC) [11-14]; llamada de esta manera porque coincide
con la totalidad de las representaciones de estado coherente
para el grupo de Heisenberg-Weyl [14]. Encontramos esta re-
presentacíon particularmentéutil, ya que por una parte nos
permite el ańalisis de la dińamica cúantica en t́erminos de
una ecuacíon de Schr̈odinger y una funcíon de onda, ambas
definidas en el espacio fase; como consecuencia los valores
esperados se calcularán de la misma forma que en la repre-
sentacíon de coordenadas de la mecánica cúantica, simpli-
ficando considerablemente los cálculos en comparación con
otros en la literatura [9]. Por otro lado el módulo al cuadrado
de la funcíon de onda es análoga a la densidad de Husimi [15]
que es una herramienta que nos permite comparar la dinámi-
ca cĺasica y la cúantica.

De manera ańaloga que en la representación de coorde-
nadas [16], los estados comprimidos desplazados de núme-
ro (ECDN) en el espacio fase [17], se obtienen de la aplica-
ción directa de los operadores de desplazamiento y compre-
sión, sobre los estados de número (EN) del oscilador arḿoni-
co definidos en el espacio fase [13]. También en el espacio
fase, es posible obtener estados comprimidos por medio de
transformaciones canónicas [18].

El objetivo principal de este trabajo es obtener estados
tipo gato de Schr̈odinger sin utilizar el principio de superpo-
sición. Estos nuevos estados son obtenidos aplicando sobre
los EN del oscilador arḿonico, la transformación cańonica
anteriormente mencionada y el operador de desplazamien-
to; mostramos también que contienen a los ECDN cuando
su paŕametro de compresión es real.
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En la Sec. 2, mostramos la obtención de los estados ti-
po gato de Schrödinger y los comparamos con los ECDN.
En la Sec. 3, describimos la superposición de estados cohe-
rentes para explicar las diferencias entre los GS de Wigner y
los estados tipo GS en la REC, también mostramos quéestos
últimos tienen incertidumbres menores que las obtenidas con
ECDN. En la Sec. 4 por medio del vector flujo de probabili-
dad en el espacio fase, mostramos que las densidades de los
estados tipo GS evolucionan igual que las de los ECDN en
un sistema de oscilador armónico. Porúltimo presentamos
nuestras conclusiones.

2. Estadostipo “gato deSchr ödinger” y ECDN

Los estados desplazados de número (EDN) [19,17] se en-
cuentran aplicando el operador de desplazamiento de Glau-
ber [2] sobre los EN [13], es decir,| n, β〉 = D̂(β) | n〉 ,
siguiendo la notación de Nieto [16], donde

D̂(β) = exp(βâ† − β∗â) = exp
(
−iqoP̂ + ipoQ̂

)
. (1)

Aqúı β es el paŕametro de coherenciaβ = (qo + ipo)/
√

2,
y los operadoresP̂ y Q̂ son los de momento y coorde-
nada respectivamente; cuyas definiciones en la REC son
P̂ = (p/2− i~∂/∂q) , Q̂ = (q/2 + i~∂/∂p) , adeḿas satis-
facen la relacíon [Q̂, P̂ ] = i~. En lo sucesivo utilizaremos
~ = ω = m = 1.

Combinando la relación anterior y la formula de Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH) [20], encontramos que los EDN
en el espacio fase son

〈Γ, qo, po | n〉=N Hn(Γ, qo, po; α) exp
[
−1

2
γ(q−qo)2

−1
2
φ(p−po)2+i (γpoq−φpqo−αpq+φpoqo)

]
, (2)

dondeN es una constante de normalización, γ = 1
2 + α,

φ = 1
2 − α, y α es un paŕametro complejo con| α |< 1

2 . Co-
mo sucede con la funciones de onda en la REC,éstas son una
interpolacíon entre la representación de coordenadas (α = 1

2 )
y momentos (α = − 1

2 ), cuandoα = 0, tendŕan igual peso en
ambas coordenadasq y p. Hn(Γ, qo, po; α) son un conjunto
de polinomios ortogonales definidos en el espacio fase con
propiedades similares a los polinomios de Hermite, además
satisfacen la siguente relación de recurrencia

Hn+1(Γ, qo, po; α) = 2u(Γ, qo, po;α)Hn(Γ, qo, po; α)

−4nαHn−1(Γ, qo, po;α), (3)

donde,

u(Γ, qo, po; α) = γ(q − qo)− iφ(p− po).

Algunos de estos polinomios son

H0(Γ, qo, po; α) = 1,

H1(Γ, qo, po; α) = 2u(Γ, qo, po;α),

H2(Γ, qo, po; α) = 4u2(Γ, qo, po;α)− 4α,

H3(Γ, qo, po; α) = 8u3(Γ, qo, po;α)

− 24u(Γ, qo, po; α)α. (4)

El estado comprimido con parámetro de compresión
complejoξ = η exp(iθ), puede ser obtenido del estado vacı́o
(EN conn = 0), reemplazando la coordenadaq por qS y el
momentop por p/S [8,18], dondeS2 = ( 1

2 − α)/( 1
2 + α),

y α = − 1
2 tanh(2η) exp(−iθ), con la restriccíon | α |< 1

2 .
Aplicando la transformación anterior a los estados de núme-
ro, seguido del operador de desplazamiento (1), obtenemos
los nuevos estados (a los cuales llamaremos estados-S):

〈Γ, qo, po, S |n〉=NHn(Γ, qo, po;α)exp
[
−1

2
φ(q−qo)2

−1
2
γ(p−po)2+i(γpoq−φpqo−αpq+φpoqo)

]
, (5)

donde N es una constante de normalización,
Hn(Γ, qo, po; α) son los polinomios ortogonales (4) los cua-
les satisfacen la relación de recurrencia (3), con

u(Γ, qo, po; α) =
(

1
4
− α2

) 1
2

[(q − qo)− i(p− po)]. (6)

Los ECDN | n, β, ξ〉 son obtenidos por la aplicación
del operador general de compresión Ŝ(ξ), sobre los esta-
dos de ńumero| n〉 seguido del operador de desplazamien-
to D̂(β) tal que | n, β, ξ〉 = D̂(β)Ŝ(ξ) | n〉 (vea por
ejemplo a Nieto [16]), dondêS(ξ) = exp(ξâ†2 − ξ∗â2) .
Aqúı ξ = η exp(iθ) es el paŕametro complejo de compre-
sión. Los ECDN ḿas generales en el espacio fase cuántico
son [17]

〈Γ, qo, po, ξ |n〉=N H̃n(Γ, qo, po;α)exp
[
−1

2
φ(q−qo)2

−1
2
γ(p− po)2+i(γpoq−φpqo−αpq+φpoqo)

]
, (7)

dondeN es una constante de normalización yα es el paŕame-
tro complejo definido previamente. De la misma manera
H̃n(Γ, qo, po; α), son otro conjunto de polinomios ortogona-
les definidos en el espacio fase, que satisfacen la relación de
recurrencia

H̃n+1(Γ, qo, po; α) = 2ũ(Γ, qo, po; α)H̃n(Γ, qo, po;α)

−4nα∗H̃n−1(Γ, qo, po; α), (8)

donde

ũ(Γ, qo, po; α)=
(

1
4
− | α |2

) 1
2

[(q−qo)−i(p−po)]. (9)
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Cuandoα es un ńumero real, debemos notar que las Ecs. (6)
y (9) son las mismas; tambien las Ecs. (3) y (8). Entonces,
cuando el parametro de compresión sea real los ECDN estan
contenidos en los estados-S.

3. Incertidumb res

Teniendo los estados desplazados definidos por las Ecs. (2)
y (7), lo más natural es pensar en una superposición par de
estados coherentes, la cual se escribe como

〈Γ|ψ〉s=Ns [〈Γ, qo, po, α|ψ〉+〈Γ,−qo,−po, α|ψ〉] , (10)

donde〈Γ, qo, po, α | ψ〉 es el estado coherente normalizado
(n = 0 en la Ec. (2)) yNs es una constante de normali-
zacíon. En la Fig. 1, representamos el módulo al cuadrado
de la Ec. (10) por medio de una gráfica de tonos de gris y
su correspondiente imagen tridimensional en el espacio fa-
se; los paŕametros utilizados fueron:(qo, po) = (1.5, 0.0) y
α = 0.25 exp(iπ/2). Los tonos cambian gradualmente des-
de, el negro correspondiente al valor máximo de la densidad,
hasta llegar al blanco cuando la densidad es cero. Observe
que en la superposición definida en la Ec. (10), es imposi-
ble factorizar los t́erminos exponenciales generados por la
Ec. (2). La diferencia importante entre la superposición de-
finida en la Ec. (10) y la superposición utilizando funcio-
nes de Wigner es la forma y orientación de las densidades
que la componen, ya que en el método de Wigner se utili-
zan estados coherentes cuyas densidades en el espacio fase
est́an representados por cı́rculos y no elipses como en nues-
tro caso. En la Fig. 2 mostramos el esquema utilizado por
W. Schleichet al. [21], para la superposición de dos estados
coherentes de Wigner.

Al observar las Figs. 1 y 2, nos obliga a preguntar-
nos si la “forma”de la densidad induce un cambio radical
en las varianzas dêP y Q̂. La respuesta a esta pregun-
ta adeḿas de mostrar el “carácter estad́ıstico”(sub-, super-
o Poissoniano) de nuestra superposición definida en la Ec.
(10), la proporciona el ćalculo de la varianza normalizada
σ2≡〈N̂2〉/〈N̂〉−〈N̂〉, dondeN̂ es el operador de número.

En el caso del oscilador arḿonicoN̂=Ĥ− 1
2= (P̂ 2+Q̂2−1)

2 . El
cálculo de los valores es-

FIGURA 1. Módulo al cuadrado de una superposición par de es-
tados coherentes en el espacio fase con(qo, po) = (1.5, 0.0) y
α = 0.25 exp(iπ/2). Obśervese que la densidad de los estados
coherentes se representan por elipses.

FIGURA 2. Esquema utilizado en la Ref. 21, para la superposición
de dos estados coherentes de Wigner. Obsérvese que los estados
coherentes se representan por cı́rculos en el espacio fase.

perados en la REC, se realiza de la forma usual, por ejemplo
para el operador̂N escribimos

〈N̂〉 =
∫

dΓψ∗(Γ)N̂ψ(Γ), (11)

donde la integración se lleva acabo sobre todo el espacio fa-
se. Observe quedΓ = dqdp, siendoΓ = (q, p) un punto en
el espacio fase yψ(Γ) es la funcíon de onda bajo conside-
ración. En la Fig. 3, mostramos la varianza normalizada en
función deánguloφ (ver Fig. 2), correspondiente a la super-
posicíon par mostrada en la Fig. 1. Los parámetros utilizados
fueron: 1

2 (q2
o + p2

o) = 36 y α = 0.25 exp(iπ/2). La Fig. 3,
es id́entica a la mostrada en la Fig. 3 de la Ref. 21, cuya ex-
presíon anaĺıtica es la Ec. (2.9) de la misma referencia. Por
lo tanto las varianzaŝP y Q̂ no dependen de la forma de las
densidades de los estados coherentes en el espacio fase. Lo
anterior es debido a la sobre-completes de los estados cohe-
rentes [22], que en la REC se caracterizan por la forma de su
densidad, es decir, no son necesariamente cı́rculos. Podemos
generalizar la idea anterior a los EDN definidos por la Ec. (2).
Con ayuda de la Ec. (11) mostramos que:

〈(∆Q̂)2〉 = 〈(∆P̂ )2〉 = (1/2 + n) , y

〈N̂〉 = n + 1/2(p2
o + q2

o),

〈(∆N̂)2〉 = 1/2(p2
o + q2

o)(2n + 1),

dichos valores esperados son idénticos a los calculados pre-
viamente por De Oliveriaet al. [19]. Observamos que estos
valores no dependen del parámetroα, como consecuencia,
tampoco dependerán de la forma de la densidad en el espacio
fase.

Rev. Mex. F́ıs. 49 (5) (2003) 401–406
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FIGURA 3. Varianza normalizada en función de ángulo φ (ver
Fig. 2), correspondiente a la superposición par mostrada en la
Fig. 1, con1

2
(q2

o + p2
o) = 36 y α = 0.25 exp(iπ/2).

En una superposición de estados coherentes, el parámetro
que controla la interferencia es la separación entre los dos es-
tados, es decir, depende de los parámetrosqo y po (ver Fig. 2).
En el caso del estado-S el parámetro que controla tal interfe-
rencia es el argumentoθ del paŕametroα. Cabe mencionar
que la densidad del estado-S cuandoθ = 0, π (cuandoα es
real), tiene la misma forma que la densidad del ECDN, pe-
ro en el primer caso estará comprimida a lo largo del ejeq
y en el segundo caso a lo largo del ejep. En la Fig. 4(a)-(b),
mostramos el ḿodulo al cuadrado de las funciones de onda
correspondientes al ECDN y al estado-S, definidos por las
Ecs. (7) y (5), respectivamente. En ambos casos,qo=po=0.0,

FIGURA 4. Módulo al cuadrado de las funciones de onda corres-
pondiente a: (a) Estado comprimido desplazado de número. (b) Es-
tado tipo “gato de Schrödinger”. En ambos casosqo = po = 0.0,
n = 2 y α = 0.25 exp(−iπ/2).

n=2 y α=0,25 exp(−iπ/2). Observamos que el estado-S se
separa en dos partes semejando un gato de Schrödinger.

En la Fig. 5, mostramos las varianzas deP̂ (lı́nea śoli-
da gruesa) ŷQ (lı́nea śolida delgada) en función del tiempo,
correspondientes al estado-S definido en la Ec. (5). Por sim-
plicidad hemos utilizado un potencial de oscilador armónico
en el ḿetodo ńumerico [11]. La ĺınea punteda corresponde
a las varianzas calculadas con ECDN [17,23]. La lı́nea ho-
rizontal corresponde a las varianzas del EDN. En todos los
casosqo=po=3.0, α=0.25 exp(iπ/2) y n = 4. Observe que
la varianza correspondientes al estado-S tienen un mı́nimo,
denotado porδ.

En la Fig. 6, mostramos paran = 0, . . . , 5 el ḿınimo
valor δ, de las incertidumbres dêQ ó P̂ en funcíon del argu-
mentoθ del paŕametroα, correspondientes al estado-S. Ob-
servamos que se tiene el mı́nimo de compresión cuando

FIGURA 5. Varianzas dêP (lı́nea śolida gruesa) yQ̂ (lı́nea śoli-
da delgada) en función del tiempo, correspondientes al estado ti-
po “gato de Schr̈odinger”. La ĺınea punteada corresponde a las va-
rianzas calculadas con estados comprimidos desplazados de núme-
ro y la ĺınea horizontal corresponde a las varianzas del estado
desplazado de número. En todos los casosqo = po = 3.0,
α = 0.25 exp(iπ/2) y n = 4.

FIGURA 6. Valor ḿınimo de las incertidumbres correspondientes
al estado tipo “gato de Schrödinger”(δ en la Fig. 5), en función del
argumentoθ, paran = 0, . . . , 5.

Rev. Mex. F́ıs. 49 (5) (2003) 401–406
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θ = π/2. Ya que en los valores deθ = 0, π obtenemos los
ECDN, las incertidumbres en los puntos inicial y final son las
mismas y se mantienen constantes para todos los valores de
θ [17,23], como se observa en las lı́neas rectas paran = 0, 1.

4. Vector defluj o deprobabilidad

Siempre seŕa posible escribir el polinomioHn(Γ, qo, po; α)
como una suma de un polinomiõHn(Γ, qo, po; α) más otras
m funciones definidas en el espacio fase;F (q, p, k). Por
ejemplo paran = 2 y α = α1 + iα2 escribimos

H2(Γ, qo, po;α) = H̃2(Γ, qo, po; α)

−4(2iα1α2 − 2α2
2)[(q − qo)− i(p− po)]2 − 4(2iα2),

= H̃2(Γ, qo, po; α) + F (q, p, 1) + F (q, p, 2).

Observe se que cuandoα2 = 0, las funciones

F (q, p, 1) = F (q, p, 2) = 0

y en este casõH2(Γ, qo, po; α) = H2(Γ, qo, po; α). Observa-
mos, que a diferencia de la Ec. (10), los términos exponen-
ciales en los estados-S y ECDN son iguales, por lo tanto es
posible escribir

〈Γ, qo, po, S | n〉 = N {〈Γ, qo, po, ξ | n〉

+
m∑

k=1

F (q, p, k) exp
[
−1

2
φ(q − qo)2 − 1

2
γ(p− po)2

+i (γpoq − φpqo − αpq + φpoqo)]} , (12)

dondeN es una constante de normalización. Esta expresión
tiene la misma forma que la utilizada en ingenierı́a de esta-
dos [24], claramente ya no es una superposición discreta de
estados coherentes, ya que el primer término es un ECDN;
adeḿas tiene un śolo término exponencial “modulado”por un
polinomio en el espacio fase, por lo tanto creemos que la for-
macíon del estado-S es debido a la “modulación”, o quiźa el
nombre ḿas correcto sea el de “interferencia interna”.

Con toda raźon se podŕa pensar que esto es una casua-
lidad, ya que podemos construir una función en el espacio
fase, que “module” o divida en dos a la función exponen-
cial mencionada anteriormente, lo cual semejarı́a un “gato”de
Schr̈odinger.

Para mostrar que no cualquier función realiza el “traba-
jo”de las funcionesF (q, p, k), necesarias en la Ec. (12), por
simplicidad calcularemos el vector de flujo de probabilidad
para el estado-S en un potencial de oscilador armónico [17],
el cual es mostrado en la Fig. 7(b). Los parámetros correspon-
dientes a el estado-S fueronqo=po=0, α = 0.25 exp(iπ/2)
y n = 4. El vector flujo de probabilidad semeja un flujo no
estacionario, es decir, tipo “rehilete”que forzará a la densi-
dad a rotar alrededor del origen manteniendo su forma inicial.
Entonces surge otra pregunta: ¿Cuántos estados evolucionan
conservando la forma de su densidad en un potencial armóni-

FIGURA 7. Densidad (a) y vector flujo de probabilidad (b); pa-
ra el estado tipo “gato de Schrödinger”, conqo = po = 0.0,
α = 0.25 exp(iπ/2) y n = 4.

co? Los estados comprimidos desplazados de número, los
desplazados de número y los estados-S, satisfacen esta pro-
piedad, por lo tanto, considero que esta familia de estados
ha sido aumentada en este trabajo. Observe que el estado-S
est́a orientado en la dirección de la mitad del argumento de
α en el espacio fase, a unángulo deπ/4 [ver Fig. 7(a)], de
manera ańaloga a los estados comprimidos.

5. Conclusiones
Nos surge la pregunta sobre la existencia de una superpo-
sición más general que la utilizada para encontrar gatos de
Schr̈odinger. Considero que este trabajo muestra tal posi-
bilidad, ya que ninguna de las componentes del estado-S
es un estado coherente ni comprimido; en el primer caso
la superposicíon de dos estados coherentes no dependerı́a
del paŕametroα, es decir de la forma de estado (por sobre-
completes de los estados coherentes) situación que es falsa
y lo probamos en la Fig. 6, en el segundo caso tendrı́amos
efectos ḿas pronunciados de compresión [25] y la Fig. 2, no
seŕıa siḿetrica.

Mostramos una vez ḿas que la REC es una buena alter-
nativa para resolver problemas cuánticos directamente en el
espacio fase, en esta ocasión por medio de una simple trans-
formacíon cańonica hemos mostrado la obtención de ECDN
para paŕametros de compresión reales. Adeḿas obtenemos
estados del tipo gato de Schrödinger sin realizar la superpo-
sición definida en la Ec. (10). Considero que lo anterior no
seŕıa posible y tan sencillo, por ejemplo en la representación
de coordenadas o en la representación de Wigner.

Para obtener el análogo de estas funciones en el espacio
de coordenadas, basta con calcular la transformada de Fou-
rier del estado-S, tal como lo indica la Ec. (4) de la Ref. 18;
teniendo esta función de onda, en principio, es posible obte-
ner la funcíon de Wigner, lo cual me gustarı́a hacer un futuro
cercano.
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