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Se presenta una formuléaci del movimiento browniano activo a base de procesos &stioos de un paso. Se hace un estudio de sus
propiedades de estacionariedad y de equilibrio mediante la intr@giudeila entrofa extendida, que permite definir una fumeidel tiempo

que se hace cero cuando el sistefisich alcanza el estado estacionario. Témkse recuperan las velocidades easticas para analizar

el movimiento browniano activo y se encuentra @séas son una herramientétiea interesante que ayuda a distinguir, conceptualmente,
el estado estacionario del estado de equilibrio. Eitmo existe cuando las velocidades de difusy de escape se compensan. Adem
permiten definir una velocidad angular del punto estado del sistema, que es distinto de cero cuando hay ausencia de balance detallg
formalismo se ilustra mediante un ejemplo.

Descriptores: Procesos estasticos; netodo de aalisis estoéstico; movimiento browniano; damica no lineal y sistemas dimicos no
lineales; cigtica fuera de equilibrio.

A formalism based in one step stochastic processes to study active Brownian motion is developed in this paper. Stationary and equilib
properties are treated by defining an extended entropy and by introducing an indicator function to know when stationary state is reac
Stochastic velocities are recovered as a theoretical tool to get insight about the difference between equilibrium and stationary states
angular velocity is defined to show how its magnitude is different from zero when detailed balance is not accomplished. All the formalisn
illustrated through an example.

Keywords: Stochastic processes; stochastic analysis methods; brownian motion; nonlinear dynamics and nonlinear dynamical syst
nonequilibrium kinetics.

PACS: 02.50.Ey; 05.10.Gg; 05.40.Jc; 05.45.-a; 82.20.Mj

1. Introducdodn gque almacenan su propia eri@r@ara disponer de un medio
de propulsbn. En este sentido se trata de un procedimiento
En este aftulo se estudia el movimiento browniano acti- para recuperar endey por eso se le suele llamar friboiac-
vo (MBA) para mostrar un formalismitil que permite cons-  tjya. El MBA resulta de la combinagin de esos tres efectos.
truirlo sin postular ruidoad hoc. Ademés, profundizamos en Los modelos conocidos en la literatura han sido desarro-
la comprensin del MBA haciendo uso de una herramienta|jados mediante el dig® de movimientos deterministas, en
matendtica interesante que llamamos velocidades @stoc  |gg cuales se pueden obtener velocidades y éefqales
cas. que son constantes; adasy se postula una clase de ruido en
EI'MBA es un conjunto de modelos introducidos en lag| cyal se relaciona al coeficiente de diiuston el teorema
literatura para estudiar sistemas “autopropulsados” en fisicq4e flyctuacdn disipacbn (TFD) y la ley de equipartion de
quimica [1-3] y en biologa [4]. Esto se hace mediante la adi- |5 enerda [6]. Sin embargoésta no debéa ser considerada
cion de unérmino nuevo a la bien conocida ecuattle Lan- g pactica apropiada porque involucra demasiada libertad
gevin, con lo cual se logra el tratamientérieo de paitulas  cyando se trata detmino de flujo (movimiento dominante
que almacenan su propia eniergS]. EI MBA es diferente e |3 paricula) y restricciones excesivas cuando se trata del
del movimiento browniano pasivo (MBP) que es observadgyido. La teofa de los procesos estmticos sugiere exacta-
en las paitulas que eéin inmersas en fluidos y que son muy mente lo contrario. Por ejemplo, cuando uno estudia la ecua-
grandes comparadas con la magnitud deakosnos que las  ¢jon maestra para los procesos markovianos y lleva a cabo el
rodean. El movimiento aleatorio que describen se debe a lgesarrolio de Kramers-Moyal, resulta, en una dimemgiina

combinaobn de dos efectos, que son: expresbn como la que sigue:
a) los impactos que reciben al azar por parte de las oo
moléculas que forman aiduido o gas, y 0P (y,t) = Z (=)™ /n!] (0/0y)" {an (y) P},
n=1

b) la friccion sobre la pattula cuanddcesta se mueve a
través del medio circundante. donde

oo

Se le asigna el nombre de friéci pasiva para establecer la N
diferencia con el caso que sigue: Baaimos un terceétmi- an (y) = [ "Wy, r)dr,yW (y,7)
no a la ecuadin de Langevin, uno puede pensar enipatas —o0



430 A. CASTELLANOS-MORENO

es la probabilidad de transizi de que ocurra un salto de ta- Asi, en lugar de enfocarnos a la émica estoastica, que ne-
maiior cuando el sistema eésen el estadg. La ecuaddn de  cesita de una conéxi con la segunda ley de Newton, atau
Fokker-Planck se obtiene, como aproxin@exisi hacemos idea es recurrifinicamente a la cinefttica estoastica, pero
an (y) = 0 paran > 3. Asl, a1 (y) Y a2 (y) esén relacio-  sin una definidn de aceleradn, que sém necesaria para in-
nadas en algn sentido estdstico. Esto es obvio cuando uno troducir una ecuadn de Newton generalizada. En cambio,
encuentra que, en equilibrio, se cumple el TFD, lo cual deadoptamos la diéimica que resulte de las tasas de trasici
ninguna manera respalda g&ea debe ser la reléci que se  que puede ser newtoniana 0 no, pero qua astuestra dis-
cumple para todo tiempioprevio a la etapa en que se alcan- posicbn mediante el desarrollo omega de van Kampen en las
za ese&gimen. Aderas, como ha escrito van Kampen en suecuaciones deterministas que resultan y en los coeficientes
texto: el enfoque de Langevin ha sido altamente exitoso siende los POUDT. Como respaldo a la utilidad de las velocida-
pre que las ecuaciones deterministas son lineales, pero en ldss estoasticas, el uso del concepto de enteopxtendida
casos no lineales ha conducido a dificultades [7]. Por otraos permite definir un indicador de tendencia o alejamiento
parte, la experiencia nos muestra con frecuencia que el ruidibe un estado estacionario, lo cual nos ayuda tamaihacer
toma propiedades diferentes cuandceetitino de flujo cam- una diferencia entre estacionariedad y estado de equilibrio.
bia, y, aderas, existen en la literatura ejemplos que indican  La estructura de este trabajo es la que sigue: en la Sec. 2
como el ruido puede ser influenciado por el movimiento ma-se describe el sistemésico a tratar, se desarrolla un trata-
cros®pico. En consecuencia, hay una gama muy amplia deiento de MBA mediante procesos de un paso, el estado del
razones que obligan a revisar los procedimientos citados arrsistemafsico es un punto que sigue una conducta aleatoria en
ba para construir modelos de MBA. Una forma de resolveun espacio bidimensional discreto y se usa el desarrollo ome-
este problema t@ico es utilizando los procesos de un pasoga de van Kampen para los fines mencionados previamente.
como recurso [10], en cuyo caso se puede partir de una ecuin la Sec. 3 se discute el MBP para mostrar, con un primer
cibn maestra para utilizar el desarrollo omega de van Kamejemplo, ©mo se trabaja con el formalismo. En la Sec. 4 se
peny obtener las ecuaciones deterministas no linedssin desarrolla un esquema general para construir diversos mode-
ruido gaussiano, que resulta descrito por medio de procesdss de MBA. En la Sec. 5 se introduce el concepto de efdrop
de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo (POUDT)extendida y se obtienen las condiciones de estacionariedad
Este es el primer objetivo de estefenfo. Tamben veremos para POUDT, tamiégin se discuten los estados estacionarios
gue el punto de partida para conectar a laiteoon modelos para el esquema general de MBA presentado en la Sec. ante-
espedicos para describir féimenos naturales son las tasasrior, se presentan las velocidades e&sticas y se escriben en
de transiobn de un estadddico a otro, mismas que se pue- forma cerrada eretminos de los momentos esistitos de la
den postular sobre la base de argumentos de plausibilidad,exzuacdn de Fokker-Planck correspondiente. En la Sec. 6 se
bien, a partir de mediciones eimipas que arrojen luz sobre construye un modelo esgéco para ilustrar el uso completo
la forma degstas. Encontraremos que el ruido es determinaddel formalismo, all
por las expresiones del formalismo ma#giwo, de donde re-
sultan fe®menos microsapicos muy complejos. Usaremos
el MBP en una dimenéh como ejemplo sencillo que indica
como se trabaja con el formalismo y veremos que se alcanza p) se estudia el ruido que é@spresente en torno a las
el bien conocido estado de equilibrio. trayectorias deterministas mediante la obténcile
La segunda meta de esteiemto es aplicar las veloci- los coeficientes de la ecuéa de Fokker-Planck del

a) se obtienen y resuelven némcamente las ecuaciones
deterministas;

dades estdxsticas y el concepto de entiapextendida a la
comprensdn del MBA. El formalismo sexilustrado en gene-
ral y enseguida mediante su aplidgatia un modelo espé

POUDT, se escriben y se resuelven, tagnkjpor néto-
dos nungricos, las ecuaciones para las autocorrelacio-
nes;

co construido sobre argumentos de plausibilidad. Encontra-
remos que las velocidades eststicas son una herramienta
interesante que puede ayudar a la compgende la diamica
browniana. Se trata de un formalismo conocido con el nom-
bre de meanica esto@stica, fue desarrollado para obtener la  d) se analiza el estado estacionario mediante las velocida-
mea@nica ci@ntica a partir de un proceso esistico en el es- des estoasticas. En la Sec. 7 se realiza una disnusi
pacio de configurabn [8,9], pero sus potencialidades no han breve que sintetiza los resultados del trabajo.

sido explotadas posteriormente fuera de @stbito y, has-
ta donde mi conocimiento alcanza, un primer avance en e
direccbn puede ser consultado en la Ref. 11. El psj al
usar la cineraitica estoastica es describir cualquier fame-
no aleatorio cuyo ruido es lo suficientemente pégueomo
para ser descrito con POUDT, incluso si&@inino de flujo Nuestro sistemaidico es una paxula de masa/, po-
no obedece a una conducta newtoniana. Un ejemplo de sistsicion x, velocidadv, bajo la acdn de un potencial exter-
ma fisico no newtoniano puede ser consultado en la Ref. 1o U (x) inmerso en un fluido que ésta temperaturd'.

¢) se calcula el indicador de estacionariedad para cada
tiempo discreta en el cual se conocen las soluciones
a las ecuaciones anteriores; y

2 Descripdon del Sistema

2.1 Variables dinamicas y ecuagbn maestra
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Ademas, esta paitula tiene un sistema que absorbe efeerg
del medio para traducirla, mediante @fgmecanismo inter-
no, en energ cirética propia. El estadddico del sistema
en un instante es descrito mediante dos variablesaini-
cas, la velocidad’ de la paricula y la variableg, propor-

431
2.2 Leyesmacroscopicas yfluctuaciones aleatorias

En lo sucesivo, al puntéV, &) que describe el estadisi
co del sistema se le llam@ar'punto estado”. Para obtener
una descripd@n con base en variables intensivas definimos

cional a su enefg E. La constante de proporcionalidad se €l paametro de tanf@, 2 = M/m, dondem es la masa de

escoge como sigue: suponemos que estacpdatbrownia-
na esdtil para modelar alguna clase de sistema, daj@o
o fisicogumico por ejemplo. El sistema bingico podfa ser
una bacteria cuya vida éstelacionada a pametros externos

como la temperatura del fluido, de tal forma que la bacteria

puede vivir mientras no se alcanceiagraximo de tempe-
ratura del fluido. Si se trata de alg sistema fisicogmico,
éste existia en alguna fase espéica. A4 existira una tem-
peratura raxima, ((,4x), Mmas alh de la cual deja de existir
el diséio experimental que éssiendo modelado. En el mis-
mo sentido, haldruna temperaturaimma, (I ,,,), que mar-
ca la cota inferior del intervalo de temperatufaaccesibles
al medio de la paittula browniana. Entonces existe tagnii
un momento lineal @XiMo, Pmsx = vV MkEkpTmsx), Util pa-
ra definir€ = (MkpTwax) /> E. Como consecuencia, la
pareja ordenadéV, £) tiene las mismas unidadeisitas en
ambas componentes.

Para llevar a cabo nuestra formufacimediante la ecua-

cion maestra discretizamos este espacio extendido, de tal mo-

do que tendremos la mal{@s, je), coni un nimero entero y
j un entero no negativg es el taméo de los incrementos en

la velocidad ye es la magnitud de los cambios en la variable

de enertp&. En esta descripén el estadoi§ico del sistema,
al tiempot, sei el punto(i, j) con densidad de probabilidad
conjuntaP (i, j, t).

Cuando la paftula browniana eéten(i, j) al tiempot

puede “comer” eneiig del medio circundante con una tasa

de transicdn por unidad de tiemp@ (s, j, 9, t), siendod otro
conjunto de variables asociadas a la jgaith. En el mismo
sentido, puede usar esa enargon tasa de trans@m por
unidad de tiempo dada per(s, j,J,t). Ademas, puede ga-
nar velocidad con tasa de tranéicipor unidad de tiempo
G (i,j4,9,t), y perderla con tasa de tranéinipor unidad de
tiempoR (i, 7,9, t). A partir de este punto, toda la formula-
cion sigue netodos estndar.

Dada una fundn f (i, 4,9, t), definimos los operadores
de pasab; y £; como sigue:

Eff(i,5,9,t) =
+ ) _
Ej f(Z,jﬂ%t) -

f(Z:t]-vjaﬁat)v
f(lajilaﬁat)v

de modo que la ecudm maestra par® (i, j,t) se escribe
como

oP (i, j,t)

ST = (B = 1) [R (.4 0.8) P (i, )]
+ (B —1)[G(6,4,9,1) P (i, 1))
+ (E = 1) [r (i,4,9,t) P (i, 4,¢)]
+ (E] 1) ,]719 t ( 5j7t)] (1)

las partculas que forman al fluido circundante. EI movimien-
to determinista del punto estado se obté@nsirtomamaos el

limite 2 — oo, de modo que definimg@,e) = Q=1 (V,€),
para descomponer
1
s = y +—=,5), 2
(v,€) = (¢, 9) /0 (n,€) (2)

donde(v), ¢) es la parte determinista del movimiento del pun-
to estado y(7, &) es el ruido alrededor. Un poco édgebra
permite encontrar las leyes macropicas para describir la
evolucbn temporal d€v, ¢) y la descripabn estoéstica pa-

ra el ruido (para los detalles consultar la Ref. 20).

El operador de pas&@;” incrementa en una unidad a la
variable extensival(), por lo tanto, la variable intensiva),
tiene un incremento dado pay (v/2). Algo similar ocurre
coné y e. El resultado se expresa como sigue

Fevt s = v+ o)+ o
—v+ =m0+, @)

E;T:e—#%:(ﬁ(t)%—%f(t)—&-\%
So+I=EM+). @

Introduciendo la notadn corta escribimos

R(ivjaﬁ,t)_}Rna G(ivjaﬁat)_}Gnv

7’(7:7j,19,t)—77'§, g(zvjaﬁvt)_}gf

R, =R + QrRD, G, =9:G" + 0D, (5)

0 1 (0 1
QZT()—FQ’/‘(D gng?gé)—&-Qgé). (6)
Siguiendo paso a paso el desarrollo omega de van Kampen se
obtienen las ecuaciones para la parte maémisa

d

— (W) () =(GY

(1)
dt )

S0 (0 =(a -

- rM
n'h dt

(7)

El punto estado de la p&ctila browniana tiene un movi-
miento macrosgpico dado por la curva que describe la pareja
ordenadd (v) (t), (¢) (t)) y el sistema de Ecs. (7) nos pro-
porciona las leyes deterministas. Adesrhaba un ruido es-
tocastico dado por las variables aleatoriast), con propie-
dades estddticas dadas por la densidad de probabilidad con-
junta,II (n, £, t), que satisface la ecuaéci de Fokker-Planck
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que sigue: Usando (2) tenemos
0 0 0 M x,t), rD = o (¢ , (0)20,
G060 =~ (4,10 = 7 (41D g malnt), T =l g
ou’
52 9?2 7'20) = c§, Ggyl) =0, R’Sil) = ’Y(/)"/) )+ or
+ 92 (DyI1) + o2 (Dell) (8)
g G =0, R =~n  (17)
donde Las ecuaciones macrdgucas que nos dicerbmo ga-
A —GO_RO) 4 0.0 nay pierde eneig y velocidad este modelo de movimiento
K U browniano son
D,=RV+GWM, De=rM1¢". 9 /
p=RHGY), Dere o O 8O =gwn, PO =2
xr

Esto es suficiente para construir modelos de MBA. El rest
del trabajo consiste en postular tasas de trabisicagindose
en argumentos eicos, o bien, en mediciones efripas.

%’ara la conducta micro8pica necesitamos calcular los coe-
ficientes de la ecuan de Fokker-Planck (8), ebtmino de

La solucbn a la ecuacin de Fokker-Planck anterior es flujo es
Ae \ _ [ =% £
~ exp (—% y - " E Oy - <y>]) ( A, > - ( —c n)’
P (Ya t) = L pr— ? (10) . -
(2m)2 /det E (t) la matriz de convecon es
donde L— ( -5 0 >
0 —c /)
(y) (t) = /P (y,t)ydly, El termino de difushin esh dado mediante la matriz corres-
pondiente
20 0= [P0 e~ W)@y @)
. ) D= Yo () + 30% 0
son el primero y segundo momento esstido. Compactan- 0 e () +q(z,t) )

do la notaddn (A,,A¢:) = L)y, =2(¢) = {E.,. &)}y
D (t) = {D.. (t)}, la evolucon temporal se describe me-
diante los siguientes sistemas de ecuaciones rimantas:

dly) (t) = El potencial externo es linedll’ = F, conF la fuerza
el (t) (y) (1) - (12) constante.

Para establecer contacto con el material @goren los li-
bros de texto tomaremos el caso particular en que:

= La absorddn de ener@ a partir del medio circundante

A L (t) se le llama matriz de conveéri. Para las funciones ; o
es uniforme en todo el fluida:(z, t) = q.

de autocorreladin centradas el sistema de ecuaciones dife-

renciales no adhomas es Resultan las siguientes ecuaciones para la parte determi-
d= (1) . nista de la velocidad y la enéag
—LOE@) —E@)L'(t) =2D (¢) (13)
dt ) | _ do (t) _

y 7+70w(t)—Fa 7+C¢(t)—q,

i con conducta asiatica

—{log[detE ()]} =2Tr [D()E~' (1) + L (t)]. (14 F

= {logldet = (1))} = 217 [D(OE () + L(1)] . (14) M w0 =L o=

3. Aplicacion al movimiento browniano pasvo ParaF = 0 las matrices de convedsi y de difusbn toman
la forma que sigue:
Supongamos un movimiento browniano cuyas tasas de tran-

/ /
sicion para las enefas son: _( 0 0 _( v (@) 0
p g L ( 0 _C), D (t) ( 0 o) +q )
9¢ = Q (z, 1), re =c€ (1), (15)  Ppara tiempos largos las fluctuaciones essticas del punto

gue representa el estadsito de la pafttula libre con absor-
cion uniforme tiene la siguiente matriz de autocorrélaci

oU - =
G, =0, R,=V+ . 16 =_ ( Eun Ew ) _ [ ¢¥(0) 0
) 2 =0V + a =22 )-(YY L0 )

2120 S22

y para las velocidades son
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La relacbn entre ¢ (c0) y la velocidad V (o0) es Las tasas de transam (15) y (16) se modifican como si-
(V2 (00)) = Q*(v* (00)), de donde resulta que gue:

2 2,12 _ 2 — O= —
(V= (00)) — Q%97 (00) = Q(n” (00)) = Q=11 = Q¢ (00) . ge=Q(z,t), re=cE(t)+adp(V)E(), (19)

Ademas, haciend¢d= (o)) /dt = 0 en la Ec. (13) resulta

L (L (00) 2 (00) + E (00) L (00)) = D (00)

2 ou
Gy,=adp(V)E[R), Ry=7%V+——. 20
de donde se obtiene, para este caso, lo siguiente: n=adp(V)E(D) n =70 Ox (20)
D11 = vhE11 = o (00) . Desarrollando en serie de Taylp(Qu) = p (2 [y + en)),

. . . cone = 2, conservamoserminos a primer orden eny
Aplicando la ley de equipartioh de la enef@d  pienemos las siguientes modificaciones a las tasas de tran-

([AV (00)]?) = (kpT)/M, resulta sicion (17):
_ Yo ksT
Pu=9"m 0 =q (1), 1 =co (t) +ade (1) p[w (1)], (21)
SiD es el coeficiente de difush usual del movimiento brow- 0) 0) Op
niano, encontramos qu&D;; = D. ge =0, ¢ '=adg (1) wl n+ (ctadp [y (D)) €, (22)
En este caso particular astlara la reladén deD con la V=Y )
temperatura, pero no ex_i§te_z bai;s{da para suponer que du- G —adg ) p[v ()], R(l)zvéi/) (t) +3U 7
rante el proceso de relajéci previo se cumple quP tiene K K ox
gue ser una funén lineal de la temperatuf@ del fluido. Por op
esta raan, los procedimientos que hemos mencionado en la G%O)za [dq& (t) [8} n+dplw(¥)]€],
introduccbn para construir modelos de MBA no tienen sus- Udv=y
tento térico consistente. RS}O):%/)”. (23)
4. Un esquenagenerd paraconstruir modelos Las ecuaciones deterministas (7) que describen la evolu-
de MBA cion del estadoiico del sistema son
SeaY una variable diamica extensiva del sisteniaito bajo dy (t) / _ ou’
74 t) = ado (t )] — ,
consideradin yy = Q™'Y su variable diamica intensiva, dt 0 (0 o)l (1) Ox
seaf..; (Y) una funcon anaibtica tal que do (¢
1) WO L est)=a(@.t) - ado () plv®)]. (28
feat (V) = feut (Qy) = Qfine (y) (18)

dondef..; (Y)Y fun: () son funciones acotadas y tienen las Los coeficientes de la ecuéoi de Fokker-Planck (8) son

mismas condiciones de frontera@g enco. (0) (0)
La hipotesis lasica es que la pacula browniana activa ( Ay ) = < Gy — By ) =Ly,

0 0
absorbe enefg del medio con tasa Ag gé ) - Té )
g(V)=uadp(V)E(t), cony = (&) y
dondea toma valoresl 6 0 para conectar o desconectar el . op
termino activo, es la fracadn de conversin de energ in- —0 + ad¢ (1) [%L:w adp [ (t)]
terna a cigtica, p (V) es una fundén que modula esta ca- L= o , (25)
pacidad de conver@n en €rminos de la velocidad de la —ade (t) [%L:w —c—adp [ (t)]

parfcula y debe cumplir con la condani (18).
| el termino de difushn es

_ ([ GV +RY 0 _(ade (1) p[ (&) + i (1) + 2L 0
D‘( T ggurg”)‘( SO @@ ) @

El caso pasivo se recupera hacieads 0.
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5. Velocidades estacasticas ser tomado arbitrariamente en el sentido mético usual,

B o en su lugar, es necesario tomar en cuenta dos intervalos de
En esta secon hacemos una presentiaibreve de las velo-  tiempo, que son: el tiempo &8 pequio Ty necesario para

sultado en la Ref. 11. Intencionalmente cambiamos la notay tocorreladin t. del proceso est@sticoq (t). El intervalo

cion a} un proceso gstiastico @ (t)) para mantener nuestra A; debe ser tal qU&, > At > t.. Las relaciones enteg(t)
atencon sobre el cacter general de los conceptos de esw |55 velocidades de corriente son

ta secadn. Partimos de que existe asociada una velocidad

(v (t)) que permite medir los cambios de poéitidel pun- v (t) = Dq (t), v(t)=Dq(t), (29)
to estado del sistema en el transcurso del tiempo, pero de-

bido a la naturaleza aleatoria dg(t), el operador de de- gue pueden ser consideradas como la generdizate la
rivada total respecto al tiempo que lo relaciona con la vederivada temporal utilizada en cinatica. Un enfoque ma-
locidad ya no puede ser utilizado, es decir, la expresi tematicamente riguroso se encuentra en la Ref. 13.

v (t) = (d/dt)q(t), ya no es @lida porque enérminos del Definiendo los operadores
aralisis chsico, la curva que descrileg(t) es no derivable,

- A 1/ N 1/ -
con probabilidad uno, en todos y c_ada uno dfa sus puntos. Pa- 5 _5(-)_ (D—D) D,=DH) == (D I D) . (30)
ra resolver este problema se definen velocidades de curvas 2
localmente suavizadas, en el mismo sentido en que se sua- _, .. . . .

. ! ! : Se obtienen otras relaciones entre las velocidades de corriente
vizan las curvas en la tdar de las series de tiempo. Para oo .

, : . esto@stica con el procesg(t):
este fin se escribe la velocidad como la suma de una velal-
cidad sisteratica (o de corrientey.) mas una componente
estodstica,u : v = v, + u [12]. La conducta de estas velo-
cidades puede ser clasificada mediante la introéuode un
operadorT’ para producir una invei@n temporalgsta se re-
presenta como sigug'G (q, t) = G (q, —t), dondeG (q, t)
es una variable damica del sistemdsdico. Las velocidades
invertidas en el tiempo son. = Tv. y u = Tu. Existen
argumentosisicos [12] para esperar que se cumplan las si-
guientes reglas de transformaeibajo inversiones tempora- D —D. 1+ D.
les:v. = —v. y u = u. Asi, debe cumplirs& = —v, + u. c co T
Porlotantoy,. = (1/2) (v —=v)yu=(1/2) (v+ V).
Los nuevos operadores que han sido obtenidos e

mednica estoastica para relacionaf(t) conv (¢), son [12]

~

Ve = ﬁcq (t) ) u="D,q (t) : (31)
Es facil encontrar quésc =D y que
D,=u-V,+V, DV,

Otra combinadn Gtil es el operador de salida

identico en forma &. Asi, v se puede denotar comq y
Cambiarle el nombre a ”veIocidadAde saﬂda”. Adfmes po-
sible definir el operador de acce®y = D, — Dy = —D,
para obtener la velocidad de acceso= v. — u. Las rela-

D=5, +tv:-Vq+V, DV, ciones de esas velocidades con el proeg&d son
~ o .
D=0 +¥:Y,+V, DV, 27) R R
ve = D.q (t) ) ve = Daq (t> . (32)

conw,, D, los limites de los primeros y segundos prome-
dios de grano grueso cuanda — 0. La densidad de proba- Si tenemos un ensemble de peutas brownianas activas,
bilidad conjunta e®(q — ', t). El proposito de este prome- tendremos una nube de puntos estado en el espacio de fluc-
dio es suavizar las trayectorias egtsticas en una vecindad tuacioneqq}, entonces, es la velocidad promedio local de
local (Elula), B, del puntoqg: los puntos estado que alcanzan la vecindatu(a) del pun-
to q, mientras quev, es la velocidad promedio local de los
E{F(q,t)} = lim <AF (a.) V5 estados punto que salen del pugto
At=0 At Una vez que se ha alcanzado este nivel de desarrollo del
, , , AF (q,t) formalismo, el paso usual ha sido obtener unauita pa-
= /d(h +dg,P(a—q,1) (At) » (28) (3 10s puntos estado. En nésca estoastica se logra defi-
B niendo una expredn para la aceleramn estoéstica, lo cual
permite establecer una reléanj en sentido newtoniano, con
una fuerza estdsticaEsta es una higtesis extra que afno
F(q,t) =Aqu(t), 0 2Aq,(t)Aq (t). necesitamos, por el contrario, siguiendo el enfoque presenta-
do en la Ref. 14, es posible relacionar los coeficiertgs
Este promedio nos proporciona cantidades localmente prd?,,, de la ecuadin de Fokker-Planck hacia adelante, con las
mediadas en el mismo sentido que se usan los promedieglocidades esté@sticas (ver la Ref. 11 para los detalles). Se
moviles de las series de tiempo. Ehite At — 0 no puede obtiene

conP (q — ', t) normalizado dentro de l&tulaB'y
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El segundo conjunto de condiciones se obtienen a partir

ve (q,t) = A, (q,t) de las Ecs.(12) y (13) eh= c:
= ’ - 1 ) )

p L (c0) (y) (0) = 0, (38)
_ 1 0(DwP(a,t))
u, = Z:l X . (33

a,t) 9qy L (00) B (00) + E (00) LT (00) = —2D (00).  (39)

Convy, = vy, —w, Y v, = vy, — 2u, €s posible determi- , _ S
nar las velocidades de acceso y de corriente. La velocidad de EStas ecuaciones algebraicas deben tener solidi tri-
difusion esé escrita enérminos de la densidad de probabi- Via! € (c0) en &rminos de los elementos de la matriz de con-
lidad conjunta? (q, ¢), que satisface la ecudci de Fokker- VecCONL (co) y de los coeficientes de dif@si D (co). En-
Planck, de donde resulta que es necesario resakterpri- tonces se pued}a obtener un TFD para un estadp estacionaric
mero antes de conocey,. En generaléste es el puntoabil ~ dU€ S mantendrparal > 7 > 0, donder es el tiempo de

de este enfoque, sin embargo, para el problema bajo condgljacon.

deracon, Dlo tenemos procesos gaussianos, en cuyo caso es llena condicon genek;a_\l para Iadgondtllln e_stacmn?jrlalde
facil, y Gtil, encontrar las velocidades eshsticas para los |28 fluctuaciones se obtiene mediante la introcarcde la

POUDT. Resulta entropa extendida del proceso:

u=-DE"'(q—(q), v.=Lq, (34) S (t) = —kp(log P (y,1)), (40)

de modo que sustituyendo (10) en (40), resulta
ve=La+DE™ (a—(a),

_ ks = 2
v. = Lq+2DE" (q— (). (35) S(t) = o> log [det Z (t)] + log (2me) (41)
. - . El cambio de entrdja del tiempa;; al tiempot, es
5.1 Entropia extendida y condiciones de estac estacio- I p aeliempa, attiempor.
nario para POUDT det = (£)712
AS =S (t) — S (t1) = kplog {e :( 2)} ;o (42)
En este trabajo se utilizan las siguientes definiciones: prime- det B (t1)

ro, hablamos de procesos estacionarios cuando en un procgsgara que se cumpla la condiciAS > 0, debe cumplirse
estodsticoY (t), los momentos estéticos no son afectados

por un corrimiento en el tiempo [7]: det E (t2) > det = (¢1) . (43)

Yt+n)Y (ta+7)...Y (tn+7) A partir de las Ecs. (42) y de (14) resulta la siguiente condi-

cion de estado estacionario:
=Y (t1)Y (t2)... Y (tn)). (36)

: L Tr (DE™) = -Tr(L). 44
Segundo, decimos que un proceso esstico cumple con el " ( ) r (L) (44)

balance detallado si, en el estado estacionario, cada una Pgra estudiar &s adelante la tendencia al estado estaciona-
las transiciones posibles adtalanceada con la tranginique  rio, definimos la fundn indicadora
ocurre en sentido contrario [15]. Y tercero, afirmamos que un

proceso estdrstico alcanza el estado de equilibrio cuando se G(t)=Tr(DE™") +Tr(L), (45)
cumple la Ec. (36), y adeftis se mantiene el balance detalla- i . _
do. que debex hacerse cero cuando se alcance la estacionariedad.

La separadin de la evolu@n temporal del estadasico Una condicon mas fuerte es la condion de equilibrio,
del sistema en una parte deterministassmna parte estasti- que aderas _de Ia.Ec. (45), incluye E_" balance dgtallado me-
ca que et descrita mediante los POUDT nos permite reducidiante 1a exigencia de que la densidad de corriente de pro-
el aralisis de la Ec. (36) a los primeros y segundos momento@2bilidad no rote. Para este fin escribimos la earacle
estadsticos de las fluctuaciones aleatorias. La parte determf-Okker-Planck como sigue:
nista del problema se analiza con base en las herramientas oP (y,1)
aplicables a los sistemas de ecuaciones diferenciales no li- T’ +V-J(y,t)=0,
neales acopladas,iaslado un sistema no lineal, es posible
utilizar las &cnicas eéindar para determinar la existencia deconJ (y, t) la densidad de corriente de probabilidad dada por
un punto fijo [16]. En esencia, se requiere que el sistema de ~ —
ecuaciones algebraicas siguiente J(y,t)=P(y,t) [DE + L]y,

2 (00) = A, [ (00) ,00] = 0, p=1,....p, (37) entonces la co_npdlon_ de_ queJ presente un flujo irrotacional
lleva a la condidn siguiente:

tenga solu@n y cumpla con las condiciones de estabilidad —
adecuadas. DE""+L=0. (46)
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De la Ec. (12) resulta que el promedio de las fluctuaciones s = —(9U’)/(0x) constante, las ecuaciones deterministas
anula pard — oo cuando la matriz de conveéri, L, toma  toman la forma que sigue:
eigenvalores negativos para tiempos muy largoslaigelo-
cidad de corriente toma la forma. :(L +DE ') q, de dip (t) bl (1) = adAd (£) v (£) =B 1 R,
modo que, comparando con la conditide equilibrio (46), dt
encontramos que earminos del lenguaje de las velocidades d¢ (t) _Bo()
estod@sticasv. — 0 es una manera equivalente de escribirla — g, T ¢¢ (t) =q(x,t) —adA¢ () (t)e . (47)
condicbn de equilibrio. Por otra parte, la velocidad de difu-
sibn es como siguar = —DZ="!q, en tanto que la velocidad Estas fueron resueltas néntamente mediante eléto-
de salida es. = Lq, de donde resulta que otra forma equi- do Runge-Kutta de cuarto orden para absorale ener@
valente de establecer la condinide equilibrio es plantear uniforme en todo el fluidog (z,t) = ¢. Los paametros uti-
la compensaéin de las velocidades de difsiy de salida: lizados para desarrollar el ejemplo sd@h:= 1, A = 0,5,
u=v,. a=1,d=1/2,v,=1,9g=1,¢=03yF =4.Con

condiciones iniciales
5.2 Estados estacionaricsen MBA

W (O) o (0)) = {(17 1) ’ (8’ 1) ’ (Sa 8) ’ (la 8)} )

Supongamos un modelo de MBA acorde al esquema general
planteado en la Sec. 4. Sga(co) un punto fijo estable que la Fig. 1 indica la evoludin de las soluciones en el espacio de
satisface las Ecs. (37), sehrioco) y D (00), los coeficientes estados del sistema de donde encontramos que, aunque mo-
de la ecuadin de Fokker-Planck para tiempos suficientemen<dificamos las condiciones iniciales, el estado final siempre es
te largos. Las funciones de autocorretex;sique son las com- el mismo. Un estudio anitico permite demostrar que se trata
ponentes de la matriZ (co), cumplen con la Ec. (39), que de un punto estado cuyo entorno es una cuenca formada por

puede ser escrita mediante el sistema algebraico todos los puntos que, utilizados como condiciones iniciales
en las Ecs. (47), conducen siempre al mismo estado final. Por
Bo =d, eso se |e llama estado atractor.
Un estudio nurarico permite concluir que el estado atrac-
con I I 0 tor cambia de posion conforme se modifica la fuerza cons-
11 12

tante externa. La Fig. 2 muestra este efecto. Conocidas las

B=1| La Lu+len Lu |, funciones(v (t), ¢ (t)) que satisfacen las Ecs. (47), es posi-
0 Lo Loz ble calcular las componentes de la matriz de conéecti, y
= Dy de 'Ia matriz de difugin, D. En particulgr, es de recalcar que
o= 2 |, d= 0 7 L tiene eigenvalores negativos para tiempos muy largos, de
Doy Doy donde resulta que las fluctuaciones medias tienden a cero.

dondeL;; y D;; son las componentes de las matrices de con- g5

veccbn y de difusbn, respectivamente. 8.0]
El determinanteA de la matrizB es diferente de cero 75
siempre qud.;; y Lo sean diferentes de cero, de modo que 7.0
la solucbn o siempre existe. Un trabajo algebraico largo pe- 6.9
ro sencillo muestra que la condici de estacionariedad (44) :'g‘_
siempre se cumple, en cambio, no ocurre lo mismo con la 5'02
condicibn de equilibrio (46). (I) 5]
‘3"2} estado
6. Un modelo de MBA 5] atractor
2.5]
6.1 Definicion del modelo y soluciones numéricas 5]
. . - 15_- \
Sea el modelo de MBA definido por las tasas de transi- 1.0]
cion (21), con fundn de capacidad de convésip [V (¢)]: 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0 65 70 75 80
plV (1) = AV (t) e PV, v

L . FIGURA 1. Evolucbn hacia un estado atractor. Se grafican las so-
con Ay B constantes. Esto significa que la capacidad dgyciones nurricas a las Ecs. (47) con panetros: B=1, A=0.5,
conversbn de ener interna en enefg cirética crece con  ; —=1,4=1/2,v, =1,q=1,c = 0.3, F = 4y condiciones ini-
la velocidad de la péitula hasta alcanzar un valoptimo,  ciales: (v (0), ¢ (0)) = {(1,1),(8,1),(8,8),(1,8)}. El estado
despés del cual disminuye exponencialmente. Con fuerzatractor v finai, ® finat) = (4.56,2.36).
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3.4- (F=5) en (45). La realizadin de este &lculo nunérico es extenso
32 (F.=4) * porque es necesario calcular la matriz de autocorrelaciones,
30] (F=3) o E, y su inversaZ~!, en cada instante del tiempo discreti-

] zado que ha sido usado para resolver las Ecs. (47), antes de
281 (F=2) calcularG (t). La grafica de la Fig. 4 presenta el resultado
264 * para el ejemplo que estamos considerando.

2.4
(I)fi"a'z.z_' (F=1) 6.2 La estacionarieda en términos de las velocidades

] * estodsticas
2.0+
1.8+ Un calculo nunérico indica que la velocidad de corriente no
164 es cero, lo cual lleva a la idea ingenua de que los puntos es-
141 *(F=0) tado del sistema viajan hacia alguna éeglejos del punto

— T fijo. Ademés, las velocidades de difési y de salida no se
2 L 3 4 5 compensan. La viéh geonétrica que es de esperarse en este
inal ejemplo de estacionariedad sin balance detallado consiste en

FIGURA 2. La posicon del estado atractor se modifica cuando la que las fluctuaciones positivas y negativas en las velocidades
fuerza externa constante i@rSe obtienen resolviendo narica- no se compensan entrg somo tampoco lo hacen las fluc-
mente las Ecs. (47) con los mismos graetros de la Fig. 1, pero  y,acjones positivas y negativas en las ef@gEsto se debe
asignando los siguientes valores a la fueizax 0, 1, 2, 3, 4, 5. a que est ocurriendo una rotamh de la corriente de proba-
. - . bilidad, idea geor@trica que puede ser muy bien descrita si

Un modelo de MBA donde las ecuaciones deterministas tie- . . 9 'ca que p y )

- . . definimos una velocidad angularcon base er.:
nen punto fijo, y las funciones de autocorretectienden a
valores constantes para tiempos largos, pero donde uno de 1 . . 48
los eigenvalores d& es positivo, puede consultarse en la w =5 (105 — y201). (48)
Ref. 11. En ese caso una de las fluctuaciones medias crege . L

ara el ejemplo nuérico que hemos desarrollado en esta sec-

hasta el grado de que la descriptimediante POUDT pierde ., ) o - )
. N L . . cion resulta que tiene la siguiente forma bilineal:
validez. La soludn nunérica del sistema de ecuaciones no

aubnomo (13) se presenta en la Fig. 3, para el conjunto de 1 9 9 49
pa@metros utilizados en la Fig. 1. Se trata de las funciones w=3 (ayi — bys + cy1y2) (49)
de autocorrelaéin que evolucionan hacia valores constantes .
- g cona = 0.11, b = 0.15y ¢ = 0.07. La velocidad angular
en el tiempo. L .
es una superficie con forma de silla de montar que se anula

Estos resultados ya sugieren que las funciones de autg- . !
. . ' ; ) cuando las fluctuaciones son cero, forma unalpala que
correlacon evolucionan hacia estados estacionarios pero 1a . .
. : . : abre sus ramas hacia valores positivosoagiandoys = 0y
forma de establecer la existencia de estacionariedad es me- ., : "
. . L L otra paébola que abre sus ramas hacia valores negativos de
diante el @élculo de la fundn indicadoraG (t) definida . Co
w cuanday; = 0. Esto nos proporciona la visualizaoigeo-

74 200+

— final_
5,1"%=6.148 5o

funciones autocorrelacion

~ final 1
E,7=0.092 o H

— final

£, “=0.077

-1 T —T T T —T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 50

FIGURA 3. Las funciones de autocorrelani=, =212, =22, evo-
lucionan hacia valores constantes en el tiempo. Se grafican las sd~IGURA 4. La funcbn indicadora( (¢), tiende a cero. Se calcu-

luciones nuraricas a las Ecs. (13), con los mismosgmaetros de  la la expreshn (45) para todos los tiempos discretos usados en las
la Fig. 1. soluciones nur@ricas a las Ecs. (47) y (13).
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meétrica de una nube de puntos estado que se mueven al azaB.

en torno al origen del espacio de fluctuaciones, en una agi-
tacibn que tiende a formar unovtice, en lugar de que se
compensen las fluctuaciones positivas con negativag,en

i = 1,2. Esta es la imagen que hace la diferencia entre un
estado de equilibrio y otro que solo es estado estacionario
porque no cumple con el balance detallado.

En el movimiento browniano activo que hemos conside-
rado haba estado estacionario siempre que exista un punto
fijo estable, pero no necesariamente hasstado de equili-
brio.

7. Conclusiones

1. En este trabajo ha sido desarrollada una formalaci
del MBA basada en procesos eststicos de un paso.

Se ha obtenido un formalismo general para desarrollar 5-

modelos de MBA, en los cuales no es necesario pos-
tular ruidosad hoc De esta forma se resuelve la in-
consistencia &rica surgida del uso indiscriminado del
TFDy de laley de equipartion de la enerig para todo
tiempot y para €rminos de flujo muy generales.

El formalismo desarrollado tiene flexibilidad para
aceptar una gama bastante amplia de tasas de transi-
cion, de donde resulta que su uso potencial en la mo-
delacbn de feomenos es considerable.

4.

A.CASTELLANOS-MORENO

Se ha utilizado el concepto de entr@gxtendida para
estudiar el proceso de relajanihacia un estado esta-
cionario y ha sido posible definir una fubai indica-
dora que permite determinarando se alcanza la esta-
cionariedad. Tambn se establece una diferencia clara
con el concepto de estado de equilibrio.

Se recuperan las velocidades eékitas como una
herramienta terica aplicable al estudio de femenos

de difusbn, de tal forma que, junto con la fuldci in-
dicadora, las velocidades eshsticas permiten expli-
car @mo en el estado estacionario existe una rotaci
aleatoria del punto estado del sistema alrededor de un
punto fijo macrosgpico. Para ese fin se asocia una ve-
locidad angular que es diferente de cero cuando hay es-
tacionariedad pero no se alcanza estado de equilibrio.

Con el propsito de ilustrar émo trabaja el forma-
lismo, se desarrollaron dos ejemplos: el de MBP, que
muestra el bien conocido proceso de reldaal equi-
librio; y uno de MBA que se reduce al primero cuando
se hace cero un pametro introducido exprofeso pa-
ra ese propsito. Estdlltimo muestra todas las propie-
dades enumeradas en los puntos tercero y cuarto, deja
claro @mo el concepto de rotam de la corriente de
probabilidad, ligada a la ausencia de balance detallado,
se traduce en la existencia de una velocidad angular.
Una imagen tangible tomada de la rapica.
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