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Se presenta una formulación del movimiento browniano activo a base de procesos estocásticos de un paso. Se hace un estudio de sus
propiedades de estacionariedad y de equilibrio mediante la introducción de la entroṕıa extendida, que permite definir una función del tiempo
que se hace cero cuando el sistema fı́sico alcanza el estado estacionario. También se recuperan las velocidades estocásticas para analizar
el movimiento browniano activo y se encuentra queéstas son una herramienta teórica interesante que ayuda a distinguir, conceptualmente,
el estado estacionario del estado de equilibrio. Esteúltimo existe cuando las velocidades de difusión y de escape se compensan. Además,
permiten definir una velocidad angular del punto estado del sistema, que es distinto de cero cuando hay ausencia de balance detallado. El
formalismo se ilustra mediante un ejemplo.

Descriptores: Procesos estocásticos; ḿetodo de ańalisis estoćastico; movimiento browniano; dinámica no lineal y sistemas dinámicos no
lineales; cińetica fuera de equilibrio.

A formalism based in one step stochastic processes to study active Brownian motion is developed in this paper. Stationary and equilibrium
properties are treated by defining an extended entropy and by introducing an indicator function to know when stationary state is reached.
Stochastic velocities are recovered as a theoretical tool to get insight about the difference between equilibrium and stationary states. An
angular velocity is defined to show how its magnitude is different from zero when detailed balance is not accomplished. All the formalism is
illustrated through an example.
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1. Int roducción

En este artı́culo se estudia el movimiento browniano acti-
vo (MBA) para mostrar un formalismóutil que permite cons-
truirlo sin postular ruidosad hoc.Además, profundizamos en
la comprensíon del MBA haciendo uso de una herramienta
mateḿatica interesante que llamamos velocidades estocásti-
cas.

El MBA es un conjunto de modelos introducidos en la
literatura para estudiar sistemas “autopropulsados” en fisico-
qúımica [1-3] y en bioloǵıa [4]. Esto se hace mediante la adi-
ción de un t́ermino nuevo a la bien conocida ecuación de Lan-
gevin, con lo cual se logra el tratamiento teórico de part́ıculas
que almacenan su propia energı́a [5]. El MBA es diferente
del movimiento browniano pasivo (MBP) que es observado
en las part́ıculas que están inmersas en fluidos y que son muy
grandes comparadas con la magnitud de losátomos que las
rodean. El movimiento aleatorio que describen se debe a la
combinacíon de dos efectos, que son:

a) los impactos que reciben al azar por parte de las
moléculas que forman al lı́quido o gas, y

b) la fricción sobre la partı́cula cuandóesta se mueve a
través del medio circundante.

Se le asigna el nombre de fricción pasiva para establecer la
diferencia con el caso que sigue: si añadimos un tercer térmi-
no a la ecuación de Langevin, uno puede pensar en partı́culas

que almacenan su propia energı́a para disponer de un medio
de propulsíon. En este sentido se trata de un procedimiento
para recuperar energı́a, por eso se le suele llamar fricción ac-
tiva. El MBA resulta de la combinación de esos tres efectos.

Los modelos conocidos en la literatura han sido desarro-
llados mediante el diseño de movimientos deterministas, en
los cuales se pueden obtener velocidades y energı́as finales
que son constantes; además, se postula una clase de ruido en
el cual se relaciona al coeficiente de difusión con el teorema
de fluctuacíon disipacíon (TFD) y la ley de equipartición de
la enerǵıa [6]. Sin embargo,́esta no deberı́a ser considerada
una pŕactica apropiada porque involucra demasiada libertad
cuando se trata del término de flujo (movimiento dominante
de la part́ıcula) y restricciones excesivas cuando se trata del
ruido. La teoŕıa de los procesos estocásticos sugiere exacta-
mente lo contrario. Por ejemplo, cuando uno estudia la ecua-
ción maestra para los procesos markovianos y lleva a cabo el
desarrollo de Kramers-Moyal, resulta, en una dimensión, una
expresíon como la que sigue:

∂tP (y, t) =
∞∑

n=1

[(−1)n
/n!] (∂/∂y)n {an (y) P} ,

donde

an (y) =

∞∫

−∞
rnW (y, r) dr, yW (y, r)
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es la probabilidad de transición de que ocurra un salto de ta-
mãnor cuando el sistema está en el estadoy. La ecuacíon de
Fokker-Planck se obtiene, como aproximación, si hacemos
an (y) = 0 paran ≥ 3. Aśı, a1 (y) y a2 (y) est́an relacio-
nadas en alǵun sentido estadı́stico. Esto es obvio cuando uno
encuentra que, en equilibrio, se cumple el TFD, lo cual de
ninguna manera respalda queésa debe ser la relación que se
cumple para todo tiempot previo a la etapa en que se alcan-
za ese ŕegimen. Adeḿas, como ha escrito van Kampen en su
texto: el enfoque de Langevin ha sido altamente exitoso siem-
pre que las ecuaciones deterministas son lineales, pero en los
casos no lineales ha conducido a dificultades [7]. Por otra
parte, la experiencia nos muestra con frecuencia que el ruido
toma propiedades diferentes cuando el término de flujo cam-
bia, y, adeḿas, existen en la literatura ejemplos que indican
cómo el ruido puede ser influenciado por el movimiento ma-
crosćopico. En consecuencia, hay una gama muy amplia de
razones que obligan a revisar los procedimientos citados arri-
ba para construir modelos de MBA. Una forma de resolver
este problema téorico es utilizando los procesos de un paso
como recurso [10], en cuyo caso se puede partir de una ecua-
ción maestra para utilizar el desarrollo omega de van Kam-
pen y obtener las ecuaciones deterministas no lineales más el
ruido gaussiano, que resulta descrito por medio de procesos
de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo (POUDT).
Éste es el primer objetivo de este artı́culo. Tambíen veremos
que el punto de partida para conectar a la teorı́a con modelos
espećıficos para describir feńomenos naturales son las tasas
de transicíon de un estado fı́sico a otro, mismas que se pue-
den postular sobre la base de argumentos de plausibilidad, o
bien, a partir de mediciones empı́ricas que arrojen luz sobre
la forma déestas. Encontraremos que el ruido es determinado
por las expresiones del formalismo matemático, de donde re-
sultan feńomenos microsćopicos muy complejos. Usaremos
el MBP en una dimensión como ejemplo sencillo que indica
cómo se trabaja con el formalismo y veremos que se alcanza
el bien conocido estado de equilibrio.

La segunda meta de este artı́culo es aplicar las veloci-
dades estoćasticas y el concepto de entropı́a extendida a la
comprensíon del MBA. El formalismo seŕa ilustrado en gene-
ral y enseguida mediante su aplicación a un modelo especı́fi-
co construido sobre argumentos de plausibilidad. Encontra-
remos que las velocidades estocásticas son una herramienta
interesante que puede ayudar a la comprensión de la dińamica
browniana. Se trata de un formalismo conocido con el nom-
bre de mećanica estoćastica, fue desarrollado para obtener la
mećanica cúantica a partir de un proceso estocástico en el es-
pacio de configuración [8,9], pero sus potencialidades no han
sido explotadas posteriormente fuera de esteámbito y, has-
ta donde mi conocimiento alcanza, un primer avance en esa
direccíon puede ser consultado en la Ref. 11. El propósito al
usar la cineḿatica estoćastica es describir cualquier fenóme-
no aleatorio cuyo ruido es lo suficientemente pequeño como
para ser descrito con POUDT, incluso si el término de flujo
no obedece a una conducta newtoniana. Un ejemplo de siste-
ma f́ısico no newtoniano puede ser consultado en la Ref. 17.

Aśı, en lugar de enfocarnos a la dinámica estoćastica, que ne-
cesita de una conexión con la segunda ley de Newton, aquı́ la
idea es recurriŕunicamente a la cineḿatica estoćastica, pero
sin una definicíon de aceleración, que seŕıa necesaria para in-
troducir una ecuación de Newton generalizada. En cambio,
adoptamos la dińamica que resulte de las tasas de transición,
que puede ser newtoniana o no, pero que está a nuestra dis-
posicíon mediante el desarrollo omega de van Kampen en las
ecuaciones deterministas que resultan y en los coeficientes
de los POUDT. Como respaldo a la utilidad de las velocida-
des estoćasticas, el uso del concepto de entropı́a extendida
nos permite definir un indicador de tendencia o alejamiento
de un estado estacionario, lo cual nos ayuda también a hacer
una diferencia entre estacionariedad y estado de equilibrio.

La estructura de este trabajo es la que sigue: en la Sec. 2
se describe el sistema fı́sico a tratar, se desarrolla un trata-
miento de MBA mediante procesos de un paso, el estado del
sistema f́ısico es un punto que sigue una conducta aleatoria en
un espacio bidimensional discreto y se usa el desarrollo ome-
ga de van Kampen para los fines mencionados previamente.
En la Sec. 3 se discute el MBP para mostrar, con un primer
ejemplo, ćomo se trabaja con el formalismo. En la Sec. 4 se
desarrolla un esquema general para construir diversos mode-
los de MBA. En la Sec. 5 se introduce el concepto de entropı́a
extendida y se obtienen las condiciones de estacionariedad
para POUDT, también se discuten los estados estacionarios
para el esquema general de MBA presentado en la Sec. ante-
rior, se presentan las velocidades estocásticas y se escriben en
forma cerrada en términos de los momentos estadı́sticos de la
ecuacíon de Fokker-Planck correspondiente. En la Sec. 6 se
construye un modelo especı́fico para ilustrar el uso completo
del formalismo, alĺı

a) se obtienen y resuelven numéricamente las ecuaciones
deterministas;

b) se estudia el ruido que está presente en torno a las
trayectorias deterministas mediante la obtención de
los coeficientes de la ecuación de Fokker-Planck del
POUDT, se escriben y se resuelven, también por ḿeto-
dos nuḿericos, las ecuaciones para las autocorrelacio-
nes;

c) se calcula el indicador de estacionariedad para cada
tiempo discretot en el cual se conocen las soluciones
a las ecuaciones anteriores; y

d) se analiza el estado estacionario mediante las velocida-
des estoćasticas. En la Sec. 7 se realiza una discusión
breve que sintetiza los resultados del trabajo.

2. Descripción del Sistema

2.1. Variablesdinámicas y ecuación maestra

Nuestro sistema fı́sico es una partı́cula de masaM , po-
sición x, velocidadv, bajo la accíon de un potencial exter-
no U (x) inmerso en un fluido que está a temperaturaT .
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Además, esta partı́cula tiene un sistema que absorbe energı́a
del medio para traducirla, mediante algún mecanismo inter-
no, en enerǵıa cińetica propia. El estado fı́sico del sistema
en un instantet es descrito mediante dos variables dinámi-
cas, la velocidadV de la part́ıcula y la variableE , propor-
cional a su energı́a E. La constante de proporcionalidad se
escoge como sigue: suponemos que esta partı́cula brownia-
na esútil para modelar alguna clase de sistema, biológico
o fisicoqúımico por ejemplo. El sistema biológico podŕıa ser
una bacteria cuya vida está relacionada a parámetros externos
como la temperatura del fluido, de tal forma que la bacteria
puede vivir mientras no se alcance algún máximo de tempe-
ratura del fluido. Si se trata de algún sistema fisicoquı́mico,
éste existiŕa en alguna fase especı́fica. Aśı existiŕa una tem-
peratura ḿaxima, (Tmáx), más alĺa de la cual deja de existir
el disẽno experimental que está siendo modelado. En el mis-
mo sentido, habrá una temperatura ḿınima, (Tmı́n), que mar-
ca la cota inferior del intervalo de temperaturasT accesibles
al medio de la partı́cula browniana. Entonces existe también
un momento lineal ḿaximo, (pmáx =

√
MkBTmáx), útil pa-

ra definirE = (MkBTmáx)
−1/2

E. Como consecuencia, la
pareja ordenada(V, E) tiene las mismas unidades fı́sicas en
ambas componentes.

Para llevar a cabo nuestra formulación mediante la ecua-
ción maestra discretizamos este espacio extendido, de tal mo-
do que tendremos la malla(iβ, jε), coni un ńumero entero y
j un entero no negativo.β es el tamãno de los incrementos en
la velocidad yε es la magnitud de los cambios en la variable
de enerǵıaE . En esta descripción el estado fı́sico del sistema,
al tiempot, seŕa el punto(i, j) con densidad de probabilidad
conjuntaP (i, j, t).

Cuando la partı́cula browniana está en(i, j) al tiempot
puede “comer” energı́a del medio circundante con una tasa
de transicíon por unidad de tiempog (i, j, ϑ, t), siendoϑ otro
conjunto de variables asociadas a la partı́cula. En el mismo
sentido, puede usar esa energı́a con tasa de transición por
unidad de tiempo dada porr (i, j, ϑ, t). Adeḿas, puede ga-
nar velocidad con tasa de transición por unidad de tiempo
G (i, j, ϑ, t), y perderla con tasa de transición por unidad de
tiempoR (i, j, ϑ, t). A partir de este punto, toda la formula-
ción sigue ḿetodos est́andar.

Dada una funcíon f (i, j, ϑ, t), definimos los operadores
de pasoEi y Ej como sigue:

E±
i f (i, j, ϑ, t) = f (i± 1, j, ϑ, t) ,

E±
j f (i, j, ϑ, t) = f (i, j ± 1, ϑ, t) ,

de modo que la ecuación maestra paraP (i, j, t) se escribe
como

∂P (i, j, t)
∂t

=
(
E+

i − 1
)
[R (i, j, ϑ, t)P (i, j, t)]

+
(
E−

i − 1
)
[G (i, j, ϑ, t) P (i, j, t)]

+
(
E+

j − 1
)
[r (i, j, ϑ, t) P (i, j, t)]

+
(
E−

j − 1
)
[g (i, j, ϑ, t)P (i, j, t)] (1)

2.2. Leyesmacroscópicas y fluctuaciones aleatorias

En lo sucesivo, al punto(V, E) que describe el estado fı́si-
co del sistema se le llamará ”punto estado”. Para obtener
una descripcíon con base en variables intensivas definimos
el paŕametro de tamãno,Ω = M/m, dondem es la masa de
las part́ıculas que forman al fluido circundante. El movimien-
to determinista del punto estado se obtendrá si tomamos el
lı́miteΩ →∞, de modo que definimos(v, e) = Ω−1 (V, E),
para descomponer

(v, e) = (ψ, φ) +
1√
Ω

(η, ξ) , (2)

donde(ψ, φ) es la parte determinista del movimiento del pun-
to estado y(η, ξ) es el ruido alrededor. Un poco deálgebra
permite encontrar las leyes macroscópicas para describir la
evolucíon temporal de(ψ, φ) y la descripcíon estoćastica pa-
ra el ruido (para los detalles consultar la Ref. 20).

El operador de pasoE+
i incrementa en una unidad a la

variable extensiva (V ), por lo tanto, la variable intensiva (v),
tiene un incremento dado por1/(

√
Ω). Algo similar ocurre

conE y e. El resultado se expresa como sigue

E+
i = v +

1√
Ω

= ψ (t) +
1√
Ω

η (t) +
1√
Ω

= ψ (t) +
1√
Ω

(η (t) + 1) , (3)

E+
j = e +

1√
Ω

= φ (t) +
1√
Ω

ξ (t) +
1√
Ω

= φ (t) +
1√
Ω

(ξ (t) + 1) . (4)

Introduciendo la notación corta escribimos

R (i, j, ϑ, t) → Rη, G (i, j, ϑ, t) → Gη,

r (i, j, ϑ, t) → rξ, g (i, j, ϑ, t) → gξ

y

Rη = Ω
1
2 R(0)

η + ΩR(1)
η , Gη = Ω

1
2 G(0)

η + ΩG(1)
η , (5)

rξ = Ω
1
2 r

(0)
ξ + Ωr

(1)
ξ , gξ = Ω

1
2 g

(0)
ξ + Ωg

(1)
ξ . (6)

Siguiendo paso a paso el desarrollo omega de van Kampen se
obtienen las ecuaciones para la parte macroscópica

d

dt
〈ψ〉 (t)=〈G(1)

η −R(1)
η 〉, d

dt
〈φ〉 (t) =〈g(1)

ξ − r
(1)
ξ 〉. (7)

El punto estado de la partı́cula browniana tiene un movi-
miento macrosćopico dado por la curva que describe la pareja
ordenada(〈ψ〉 (t) , 〈φ〉 (t)) y el sistema de Ecs. (7) nos pro-
porciona las leyes deterministas. Además habŕa un ruido es-
tocástico dado por las variables aleatorias(η, ξ), con propie-
dades estadı́sticas dadas por la densidad de probabilidad con-
junta,Π(η, ξ, t), que satisface la ecuación de Fokker-Planck
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que sigue:

∂

∂t
Π(η, ξ, t) = − ∂

∂η
(AηΠ)− ∂

∂ξ
(AξΠ)

+
∂2

∂η2
(DηΠ) +

∂2

∂ξ2
(DξΠ) , (8)

donde

Aη=G(0)
η −R(0)

η , Aξ=g
(0)
ξ −r

(0)
ξ ,

Dη=R(1)
η +G(1)

η , Dξ=r
(1)
ξ +g

(1)
ξ . (9)

Esto es suficiente para construir modelos de MBA. El resto
del trabajo consiste en postular tasas de transición baśandose
en argumentos teóricos, o bien, en mediciones empı́ricas.

La solucíon a la ecuación de Fokker-Planck anterior es

P̃ (y, t) =
exp

(
−1

2 [y − 〈y〉]T Ξ−1 (t) [y − 〈y〉]
)

(2π)
p
2

√
detΞ (t)

, (10)

donde

〈y〉 (t) =
∫

P̃ (y, t)ydpy,

Ξµν (t) =
∫

P̃ (y, t) (yµyν − 〈yµ〉〈yν〉) dpy (11)

son el primero y segundo momento estadı́stico. Compactan-
do la notacíon (Aη, Aξ) = L (t)y,Ξ (t) = {Ξµν (t)}, y
D (t) = {Dµν (t)}, la evolucíon temporal se describe me-
diante los siguientes sistemas de ecuaciones no autónomas:

d〈y〉 (t)
dt

= L (t) 〈y〉 (t) . (12)

A L (t) se le llama matriz de convección. Para las funciones
de autocorrelación centradas el sistema de ecuaciones dife-
renciales no autónomas es

dΞ (t)
dt

− L (t)Ξ (t)−Ξ (t)L† (t) = 2D (t) (13)

y

d

dt
{log [detΞ (t)]} = 2Tr

[
D (t)Ξ−1 (t) + L (t)

]
. (14)

3. Aplicación al movimiento browniano pasivo

Supongamos un movimiento browniano cuyas tasas de tran-
sición para las energı́as son:

gξ = Q (x, t) , rξ = cE (t) , (15)

y para las velocidades son

Gη = 0, Rη = γ0V +
∂U

∂x
. (16)

Usando (2) tenemos

g
(1)
ξ = q (x, t) , r

(1)
ξ = cφ (t) , g

(0)
ξ = 0,

r
(0)
ξ = cξ,G(1)

η = 0, R(1)
η = γ′0ψ (t) +

∂U ′

∂x
,

G(0)
η = 0, R(0)

η = γ′0η. (17)

Las ecuaciones macroscópicas que nos dicen cómo ga-
na y pierde energı́a y velocidad este modelo de movimiento
browniano son

dφ (t)
dt

+ cφ (t) = q (x, t) ,
dψ (t)

dt
+ γ′0ψ (t) = −∂U ′

∂x
.

Para la conducta microscópica necesitamos calcular los coe-
ficientes de la ecuación de Fokker-Planck (8), el término de
flujo es

(
Aξ

Aη

)
=

( −γ′0
−c

) (
ξ
η

)
,

la matriz de convección es

L =
( −γ′0 0

0 −c

)
.

El término de difusíon est́a dado mediante la matriz corres-
pondiente

D =
(

γ′0ψ (t) + ∂U ′
∂x 0

0 cφ (t) + q (x, t)

)
.

Para establecer contacto con el material común en los li-
bros de texto tomaremos el caso particular en que:

El potencial externo es lineal:U ′ = F , conF la fuerza
constante.

La absorcíon de enerǵıa a partir del medio circundante
es uniforme en todo el fluido:q (x, t) = q.

Resultan las siguientes ecuaciones para la parte determi-
nista de la velocidad y la energı́a:

dψ (t)
dt

+ γ′0ψ (t) = F,
dφ (t)

dt
+ cφ (t) = q,

con conducta asintótica

ĺım
t→∞

ψ (t) =
F

γ′0
, ĺım

t→∞
φ (t) =

c

q
.

ParaF = 0 las matrices de convección y de difusíon toman
la forma que sigue:

L =
( −γ′0 0

0 −c

)
, D (t) =

(
γ′0ψ (t) 0

0 cφ (t) + q

)
.

Para tiempos largos las fluctuaciones estocásticas del punto
que representa el estado fı́sico de la partı́cula libre con absor-
ción uniforme tiene la siguiente matriz de autocorrelación:

Ξ =
(

Ξ11 Ξ12

Ξ12 Ξ22

)
=

(
ψ (∞) 0

0 φ (∞) + q
c

)
.
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La relacíon entre ψ (∞) y la velocidad V (∞) es
〈V 2 (∞)〉 = Ω2〈v2 (∞)〉, de donde resulta que

〈V 2 (∞)〉 − Ω2ψ2 (∞) = Ω〈η2 (∞)〉 = ΩΞ11 = Ωψ (∞) .

Además, haciendo(dΞ (∞))/dt = 0 en la Ec. (13) resulta

1
2

(
L (∞)Ξ (∞) + Ξ (∞)L† (∞)

)
= D (∞) ,

de donde se obtiene, para este caso, lo siguiente:

D11 = γ′0Ξ11 = γ′0ψ (∞) .

Aplicando la ley de equipartición de la enerǵıa
〈[∆V (∞)]2〉 = (kBT )/M , resulta

D11 =
γ′0
Ω

kBT

M
.

SiD es el coeficiente de difusión usual del movimiento brow-
niano, encontramos queΩD11 = D.

En este caso particular está clara la relacíon deD con la
temperatura, pero no existe base fı́sica para suponer que du-
rante el proceso de relajación previo se cumple queD tiene
que ser una función lineal de la temperaturaT del fluido. Por
esta raźon, los procedimientos que hemos mencionado en la
introduccíon para construir modelos de MBA no tienen sus-
tento téorico consistente.

4. Un esquema general para construir modelos
deMBA

SeaY una variable dińamica extensiva del sistema fı́sico bajo
consideracíon y y = Ω−1Y su variable dińamica intensiva,
seafext (Y ) una funcíon anaĺıtica tal que

fext (Y ) = fext (Ωy) = Ωfint (y) , (18)

dondefext (Y ) y fint (y) son funciones acotadas y tienen las
mismas condiciones de frontera en0 y en∞.

La hipótesis b́asica es que la partı́cula browniana activa
absorbe energı́a del medio con tasa

g (V ) = adρ (V ) E (t) ,

dondea toma valores1 ó 0 para conectar o desconectar el
término activo,d es la fraccíon de conversión de enerǵıa in-
terna a cińetica,ρ (V ) es una funcíon que modula esta ca-
pacidad de conversión en t́erminos de la velocidadV de la
part́ıcula y debe cumplir con la condición (18).

Las tasas de transición (15) y (16) se modifican como si-
gue:

gξ = Q (x, t) , rξ = cE (t) + adρ (V ) E (t) , (19)

y

Gη = adρ (V ) E (t) , Rη = γ0V +
∂U

∂x
. (20)

Desarrollando en serie de Taylorρ (Ωv) = ρ (Ω [ψ + εη]),
conε = Ω−

1
2 , conservamos términos a primer orden enε y

obtenemos las siguientes modificaciones a las tasas de tran-
sición (17):

g
(1)
ξ =q (x, t) , r

(1)
ξ =cφ (t)+adφ (t) ρ [ψ (t)] , (21)

g
(0)
ξ =0, r

(0)
ξ =adφ (t)

[
∂ρ

∂v

]

v=ψ

η+(c+adρ [ψ (t)]) ξ, (22)

G(1)
η =adφ (t) ρ [ψ (t)] , R(1)

η =γ′0ψ (t)+
∂U ′

∂x
,

G(0)
η =a

[
dφ (t)

[
∂ρ

∂v

]

v=ψ

η + dρ [ψ (t)] ξ

]
,

R(0)
η =γ′0η. (23)

Las ecuaciones deterministas (7) que describen la evolu-
ción del estado fı́sico del sistema son

dψ (t)
dt

+ γ′0ψ (t) = adφ (t) ρ [ψ (t)]− ∂U ′

∂x
,

dφ (t)
dt

+ cφ (t) = q (x, t)− adφ (t) ρ [ψ (t)] . (24)

Los coeficientes de la ecuación de Fokker-Planck (8) son

(
Aη

Aξ

)
=

(
G

(0)
η −R

(0)
η

g
(0)
ξ − r

(0)
ξ

)
= Ly,

cony = (ξ, η) y

L=



−γ′0 + adφ (t)

[
∂ρ
∂v

]
v=ψ

adρ [ψ (t)]

−adφ (t)
[

∂ρ
∂v

]
v=ψ

−c− adρ [ψ (t)]


 , (25)

el término de difusíon es

D =

(
G

(1)
η + R

(1)
η 0

0 g
(1)
ξ + r

(1)
ξ

)
=

(
adφ (t) ρ [ψ (t)] + γ′0ψ (t) + ∂U ′

∂x 0
0 q (x, t) + cφ (t) + adφ (t) ρ [ψ (t)]

)
. (26)

El caso pasivo se recupera haciendoa = 0.
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5. Velocidadesestocásticas

En esta sección hacemos una presentación breve de las velo-
cidades estoćasticas, un desarrollo detallado puede ser con-
sultado en la Ref. 11. Intencionalmente cambiamos la nota-
ción a un proceso estocástico (q (t)) para mantener nuestra
atencíon sobre el carácter general de los conceptos de es-
ta seccíon. Partimos de que existe asociada una velocidad
(v (t)) que permite medir los cambios de posición del pun-
to estado del sistema en el transcurso del tiempo, pero de-
bido a la naturaleza aleatoria deq (t), el operador de de-
rivada total respecto al tiempo que lo relaciona con la ve-
locidad ya no puede ser utilizado, es decir, la expresión:
v (t) = (d/dt)q (t), ya no es v́alida porque en términos del
ańalisis cĺasico, la curva que describeq (t) es no derivable,
con probabilidad uno, en todos y cada uno de sus puntos. Pa-
ra resolver este problema se definen velocidades de curvas
localmente suavizadas, en el mismo sentido en que se sua-
vizan las curvas en la teorı́a de las series de tiempo. Para
este fin se escribe la velocidad como la suma de una velo-
cidad sisteḿatica (o de corriente,vc) más una componente
estoćastica,u : v = vc + u [12]. La conducta de estas velo-
cidades puede ser clasificada mediante la introducción de un
operadorT̂ para producir una inversión temporal,́esta se re-
presenta como sigue:̂TG (q, t) = G (q,−t), dondeG (q, t)
es una variable dińamica del sistema fı́sico. Las velocidades
invertidas en el tiempo soñvc = T̂vc y ũ = T̂u. Existen
argumentos fı́sicos [12] para esperar que se cumplan las si-
guientes reglas de transformación bajo inversiones tempora-
les: ṽc = −vc y ũ = u. Aśı, debe cumplirsẽv = −vc + u.
Por lo tanto,vc = (1/2) (v − ṽ) y u = (1/2) (v + ṽ).

Los nuevos operadores que han sido obtenidos en
mećanica estoćastica para relacionarq (t) conv (t), son [12]

D̂ =
∂

∂t
+ v · ∇q +∇q ·D∇q,

D̃ = − ∂

∂t
+ ṽ · ∇q +∇q ·D∇q (27)

convµ, Dµν los ĺımites de los primeros y segundos prome-
dios de grano grueso cuando∆t → 0. La densidad de proba-
bilidad conjunta esP(q− q′, t). El proṕosito de este prome-
dio es suavizar las trayectorias estocásticas en una vecindad
local (ćelula),B, del puntoq:

E {F (q, t)} = ĺım
∆t→0

〈∆F (q, t)
∆t

〉B

=
∫

B

dq′1 · · · dq′pP (q− q′, t)
(

∆F (q, t)
∆t

)
, (28)

conP (q− q′, t) normalizado dentro de la célulaB y

F (q, t) = ∆qµ (t) , o 2∆qµ (t)∆qν (t) .

Este promedio nos proporciona cantidades localmente pro-
mediadas en el mismo sentido que se usan los promedios
móviles de las series de tiempo. El lı́mite ∆t → 0 no puede

ser tomado arbitrariamente en el sentido matemático usual,
en su lugar, es necesario tomar en cuenta dos intervalos de
tiempo, que son: el tiempo ḿas pequẽno T0 necesario para
observar un movimiento sistemático, y adeḿas, el tiempo de
autocorrelacíon tc del proceso estocásticoq (t). El intervalo
∆t debe ser tal queT0 À ∆t À tc. Las relaciones entreq (t)
y las velocidades de corriente son

v (t) = D̂q (t) , ṽ (t) = D̃q (t) , (29)

que pueden ser consideradas como la generalización de la
derivada temporal utilizada en cinemática. Un enfoque ma-
temáticamente riguroso se encuentra en la Ref. 13.

Definiendo los operadores

D̂c=D̂(−)=
1
2

(
D̂−D̃

)
D̂s=D̂(+)=

1
2

(
D̂ + D̃

)
, (30)

se obtienen otras relaciones entre las velocidades de corriente
y estoćastica con el procesoq (t):

vc = D̂cq (t) , u = D̂sq (t) . (31)

Es f́acil encontrar quêDc = D̂ y que

D̂s = u · ∇q +∇q ·D∇q.

Otra combinacíon útil es el operador de salida

D̂e = D̂c + D̂s,

idéntico en forma âD. Aśı, v se puede denotar comove y
cambiarle el nombre a ”velocidad de salida”. Además es po-
sible definir el operador de accesôDa = D̂c − D̂s = −D̃,
para obtener la velocidad de accesova = vc − u. Las rela-
ciones de esas velocidades con el procesoq (t) son

ve = D̂eq (t) , va = D̂aq (t) . (32)

Si tenemos un ensemble de partı́culas brownianas activas,
tendremos una nube de puntos estado en el espacio de fluc-
tuaciones{q}, entoncesva es la velocidad promedio local de
los puntos estado que alcanzan la vecindad (célula) del pun-
to q, mientras queve es la velocidad promedio local de los
estados punto que salen del puntoq.

Una vez que se ha alcanzado este nivel de desarrollo del
formalismo, el paso usual ha sido obtener una dinámica pa-
ra los puntos estado. En mecánica estoćastica se logra defi-
niendo una expresión para la aceleración estoćastica, lo cual
permite establecer una relación, en sentido newtoniano, con
una fuerza estocástica.Ésta es una hiṕotesis extra que aquı́ no
necesitamos, por el contrario, siguiendo el enfoque presenta-
do en la Ref. 14, es posible relacionar los coeficientesAµ y
Dµν de la ecuacíon de Fokker-Planck hacia adelante, con las
velocidades estocásticas (ver la Ref. 11 para los detalles). Se
obtiene
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ve
µ (q, t) = Aµ (q, t) ,

uµ =
p∑

ν=1

1
P (q, t)

∂ (DµνP (q, t))
∂qν

. (33)

Con vc
µ = ve

µ − uµ y va
µ = ve

µ − 2uµ es posible determi-
nar las velocidades de acceso y de corriente. La velocidad de
difusión est́a escrita en t́erminos de la densidad de probabi-
lidad conjunta,P (q, t), que satisface la ecuación de Fokker-
Planck, de donde resulta que es necesario resolverésta pri-
mero antes de conoceruµ. En general,́este es el punto débil
de este enfoque, sin embargo, para el problema bajo consi-
deracíon, śolo tenemos procesos gaussianos, en cuyo caso es
fácil, y útil, encontrar las velocidades estocásticas para los
POUDT. Resulta

u = −DΞ−1 (q− 〈q〉) , ve = Lq, (34)

vc = Lq + DΞ−1 (q− 〈q〉) ,

va = Lq + 2DΞ−1 (q− 〈q〉) . (35)

5.1. Entropı́a extendida y condiciones de estado estacio-
nario para POUDT

En este trabajo se utilizan las siguientes definiciones: prime-
ro, hablamos de procesos estacionarios cuando en un proceso
estoćasticoY (t), los momentos estadı́sticos no son afectados
por un corrimiento en el tiempo [7]:

〈Y (t1 + τ) Y (t2 + τ) . . . Y (tn + τ)〉
= 〈Y (t1)Y (t2) . . . Y (tn)〉. (36)

Segundo, decimos que un proceso estocástico cumple con el
balance detallado si, en el estado estacionario, cada una de
las transiciones posibles está balanceada con la transición que
ocurre en sentido contrario [15]. Y tercero, afirmamos que un
proceso estoćastico alcanza el estado de equilibrio cuando se
cumple la Ec. (36), y adeḿas se mantiene el balance detalla-
do.

La separacíon de la evolucíon temporal del estado fı́sico
del sistema en una parte determinista más una parte estocásti-
ca que est́a descrita mediante los POUDT nos permite reducir
el ańalisis de la Ec. (36) a los primeros y segundos momentos
estad́ısticos de las fluctuaciones aleatorias. La parte determi-
nista del problema se analiza con base en las herramientas
aplicables a los sistemas de ecuaciones diferenciales no li-
neales acopladas, ası́, dado un sistema no lineal, es posible
utilizar las t́ecnicas estándar para determinar la existencia de
un punto fijo [16]. En esencia, se requiere que el sistema de
ecuaciones algebraicas siguiente

ż∗µ (∞) = Aµ [z∗ (∞) ,∞] = 0, µ = 1, . . . , p , (37)

tenga solucíon y cumpla con las condiciones de estabilidad
adecuadas.

El segundo conjunto de condiciones se obtienen a partir
de las Ecs.(12) y (13) ent = ∞:

L (∞) 〈y〉 (∞) = 0, (38)

L (∞)Ξ (∞) + Ξ (∞)L† (∞) = −2D (∞) . (39)

Estas ecuaciones algebraicas deben tener solución no tri-
vial Ξ (∞) en t́erminos de los elementos de la matriz de con-
veccíonL (∞) y de los coeficientes de difusión D (∞). En-
tonces se puede obtener un TFD para un estado estacionario
que se mantendrá parat > τ > 0, dondeτ es el tiempo de
relajacíon.

Una condicíon general para la condición estacionaria de
las fluctuaciones se obtiene mediante la introducción de la
entroṕıa extendida del proceso:

S (t) = −kB〈log P̃ (y, t)〉, (40)

de modo que sustituyendo (10) en (40), resulta

S (t) =
kB

2
log [detΞ (t)] + log (2πe)

p
2 . (41)

El cambio de entroṕıa del tiempot1 al tiempot2 es

∆S = S (t2)− S (t1) = kB log
[
detΞ (t2)
detΞ (t1)

] 1
2

, (42)

y para que se cumpla la condición∆S ≥ 0, debe cumplirse

detΞ (t2) ≥ detΞ (t1) . (43)

A partir de las Ecs. (42) y de (14) resulta la siguiente condi-
ción de estado estacionario:

Tr
(
DΞ−1

)
= −Tr (L) . (44)

Para estudiar ḿas adelante la tendencia al estado estaciona-
rio, definimos la funcíon indicadora

G (t) = Tr
(
DΞ−1

)
+ Tr (L) , (45)

que debeŕa hacerse cero cuando se alcance la estacionariedad.
Una condicíon más fuerte es la condición de equilibrio,

que adeḿas de la Ec. (45), incluye el balance detallado me-
diante la exigencia de que la densidad de corriente de pro-
babilidad no rote. Para este fin escribimos la ecuación de
Fokker-Planck como sigue:

∂P̃ (y, t)
∂t

+∇ · J (y, t) = 0,

conJ (y, t) la densidad de corriente de probabilidad dada por

J (y, t) = P̃ (y, t)
[
DΞ−1 + L

]
y,

entonces la condición de queJ presente un flujo irrotacional
lleva a la condicíon siguiente:

DΞ−1 + L = 0. (46)
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De la Ec. (12) resulta que el promedio de las fluctuaciones se
anula parat → ∞ cuando la matriz de convección,L, toma
eigenvalores negativos para tiempos muy largos. Ası́ la velo-
cidad de corriente toma la formavc =

(
L + DΞ−1

)
q, de

modo que, comparando con la condición de equilibrio (46),
encontramos que en términos del lenguaje de las velocidades
estoćasticasvc = 0 es una manera equivalente de escribir la
condicíon de equilibrio. Por otra parte, la velocidad de difu-
sión es como sigue:u = −DΞ−1q, en tanto que la velocidad
de salida esve = Lq, de donde resulta que otra forma equi-
valente de establecer la condición de equilibrio es plantear
la compensación de las velocidades de difusión y de salida:
u = ve.

5.2. Estados estacionarios en MBA

Supongamos un modelo de MBA acorde al esquema general
planteado en la Sec. 4. Seaz∗ (∞) un punto fijo estable que
satisface las Ecs. (37), seanL (∞) y D (∞), los coeficientes
de la ecuacíon de Fokker-Planck para tiempos suficientemen-
te largos. Las funciones de autocorrelación, que son las com-
ponentes de la matrizΞ (∞), cumplen con la Ec. (39), que
puede ser escrita mediante el sistema algebraico

Bσ = d,

con

B =




L11 L12 0
L21 L11 + L22 L12

0 L21 L22


 ,

σ =




Ξ11

Ξ12

Ξ22


 , d =




D11

0
D22


 ,

dondeLij y Dij son las componentes de las matrices de con-
veccíon y de difusíon, respectivamente.

El determinante∆ de la matrizB es diferente de cero
siempre queL11 y L22 sean diferentes de cero, de modo que
la solucíonσ siempre existe. Un trabajo algebraico largo pe-
ro sencillo muestra que la condición de estacionariedad (44)
siempre se cumple, en cambio, no ocurre lo mismo con la
condicíon de equilibrio (46).

6. Un modelo deMBA

6.1. Definición del modelo y soluciones numéricas

Sea el modelo de MBA definido por las tasas de transi-
ción (21), con funcíon de capacidad de conversiónρ [V (t)]:

ρ [V (t)] = AV (t) e−BV (t),

con A y B constantes. Esto significa que la capacidad de
conversíon de enerǵıa interna en energı́a cińetica crece con
la velocidad de la partı́cula hasta alcanzar un valoróptimo,
despúes del cual disminuye exponencialmente. Con fuerza

F = −(∂U ′)/(∂x) constante, las ecuaciones deterministas
toman la forma que sigue:

dψ (t)
dt

+ γ′0ψ (t) = adAφ (t)ψ (t) e−Bψ(t) + F,

dφ (t)
dt

+ cφ (t) = q (x, t)− adAφ (t)ψ (t) e−Bψ(t). (47)

Éstas fueron resueltas numéricamente mediante el méto-
do Runge-Kutta de cuarto orden para absorción de enerǵıa
uniforme en todo el fluido:q (x, t) = q. Los paŕametros uti-
lizados para desarrollar el ejemplo son:B = 1 , A = 0,5,
a = 1 , d = 1/2 , γ′0 = 1 , q = 1 , c = 0,3 y F = 4 . Con
condiciones iniciales

(ψ (0) , φ (0)) = {(1, 1) , (8, 1) , (8, 8) , (1, 8)} ,

la Fig. 1 indica la evolucíon de las soluciones en el espacio de
estados del sistema de donde encontramos que, aunque mo-
dificamos las condiciones iniciales, el estado final siempre es
el mismo. Un estudio analı́tico permite demostrar que se trata
de un punto estado cuyo entorno es una cuenca formada por
todos los puntos que, utilizados como condiciones iniciales
en las Ecs. (47), conducen siempre al mismo estado final. Por
eso se le llama estado atractor.

Un estudio nuḿerico permite concluir que el estado atrac-
tor cambia de posición conforme se modifica la fuerza cons-
tante externa. La Fig. 2 muestra este efecto. Conocidas las
funciones(ψ (t) , φ (t)) que satisfacen las Ecs. (47), es posi-
ble calcular las componentes de la matriz de convección,L, y
de la matriz de difusión,D. En particular, es de recalcar que
L tiene eigenvalores negativos para tiempos muy largos, de
donde resulta que las fluctuaciones medias tienden a cero.

FIGURA 1. Evolucíon hacia un estado atractor. Se grafican las so-
luciones nuḿericas a las Ecs. (47) con parámetros: B=1, A=0.5,
a =1, d =1/2,γ′0 = 1 , q = 1 , c = 0.3, F = 4 y condiciones ini-
ciales:(ψ (0) , φ (0)) = {(1, 1) , (8, 1) , (8, 8) , (1, 8)}. El estado
atractor es(ψfinal, φfinal) = (4.56, 2.36).
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FIGURA 2. La posicíon del estado atractor se modifica cuando la
fuerza externa constante varı́a. Se obtienen resolviendo numérica-
mente las Ecs. (47) con los mismos parámetros de la Fig. 1, pero
asignando los siguientes valores a la fuerza:F = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Un modelo de MBA donde las ecuaciones deterministas tie-
nen punto fijo, y las funciones de autocorrelación tienden a
valores constantes para tiempos largos, pero donde uno de
los eigenvalores deL es positivo, puede consultarse en la
Ref. 11. En ese caso una de las fluctuaciones medias crece
hasta el grado de que la descripción mediante POUDT pierde
validez. La solucíon nuḿerica del sistema de ecuaciones no
aut́onomo (13) se presenta en la Fig. 3, para el conjunto de
paŕametros utilizados en la Fig. 1. Se trata de las funciones
de autocorrelación que evolucionan hacia valores constantes
en el tiempo.

Estos resultados ya sugieren que las funciones de auto-
correlacíon evolucionan hacia estados estacionarios pero la
forma de establecer la existencia de estacionariedad es me-
diante el ćalculo de la funcíon indicadoraG (t) definida

FIGURA 3. Las funciones de autocorrelación Ξ11, Ξ12, Ξ22, evo-
lucionan hacia valores constantes en el tiempo. Se grafican las so-
luciones nuḿericas a las Ecs. (13), con los mismos parámetros de
la Fig. 1.

en (45). La realización de este ćalculo nuḿerico es extenso
porque es necesario calcular la matriz de autocorrelaciones,
Ξ, y su inversa,Ξ−1, en cada instante del tiempo discreti-
zado que ha sido usado para resolver las Ecs. (47), antes de
calcularG (t). La gŕafica de la Fig. 4 presenta el resultado
para el ejemplo que estamos considerando.

6.2. La estacionariedad en términos de las velocidades
estoćasticas

Un cálculo nuḿerico indica que la velocidad de corriente no
es cero, lo cual lleva a la idea ingenua de que los puntos es-
tado del sistema viajan hacia alguna región lejos del punto
fijo. Además, las velocidades de difusión y de salida no se
compensan. La visión geoḿetrica que es de esperarse en este
ejemplo de estacionariedad sin balance detallado consiste en
que las fluctuaciones positivas y negativas en las velocidades
no se compensan entre sı́, como tampoco lo hacen las fluc-
tuaciones positivas y negativas en las energı́as. Esto se debe
a que est́a ocurriendo una rotación de la corriente de proba-
bilidad, idea geoḿetrica que puede ser muy bien descrita si
definimos una velocidad angularω con base envc:

ω =
1
2

(y1v
c
2 − y2v

c
1) . (48)

Para el ejemplo nuḿerico que hemos desarrollado en esta sec-
ción resulta queω tiene la siguiente forma bilineal:

ω =
1
2

(
ay2

1 − by2
2 + cy1y2

)
(49)

con a = 0.11, b = 0.15 y c = 0.07. La velocidad angular
es una superficie con forma de silla de montar que se anula
cuando las fluctuaciones son cero, forma una parábola que
abre sus ramas hacia valores positivos deω cuandoy2 = 0 y
otra paŕabola que abre sus ramas hacia valores negativos de
ω cuandoy1 = 0. Esto nos proporciona la visualización geo-

FIGURA 4. La funcíon indicadora,G (t), tiende a cero. Se calcu-
la la expresíon (45) para todos los tiempos discretos usados en las
soluciones nuḿericas a las Ecs. (47) y (13).

Rev. Mex. F́ıs. 49 (5) (2003) 429–438



438 A. CASTELLANOS-MORENO

métrica de una nube de puntos estado que se mueven al azar
en torno al origen del espacio de fluctuaciones, en una agi-
tación que tiende a formar un vórtice, en lugar de que se
compensen las fluctuaciones positivas con negativas enyi,
i = 1, 2. Esta es la imagen que hace la diferencia entre un
estado de equilibrio y otro que solo es estado estacionario
porque no cumple con el balance detallado.

En el movimiento browniano activo que hemos conside-
rado habŕa estado estacionario siempre que exista un punto
fijo estable, pero no necesariamente habrá estado de equili-
brio.

7. Conclusiones

1. En este trabajo ha sido desarrollada una formulación
del MBA basada en procesos estocásticos de un paso.
Se ha obtenido un formalismo general para desarrollar
modelos de MBA, en los cuales no es necesario pos-
tular ruidosad hoc. De esta forma se resuelve la in-
consistencia téorica surgida del uso indiscriminado del
TFD y de la ley de equipartición de la enerǵıa para todo
tiempot y para t́erminos de flujo muy generales.

2. El formalismo desarrollado tiene flexibilidad para
aceptar una gama bastante amplia de tasas de transi-
ción, de donde resulta que su uso potencial en la mo-
delacíon de feńomenos es considerable.

3. Se ha utilizado el concepto de entropı́a extendida para
estudiar el proceso de relajación hacia un estado esta-
cionario y ha sido posible definir una función indica-
dora que permite determinar cuándo se alcanza la esta-
cionariedad. También se establece una diferencia clara
con el concepto de estado de equilibrio.

4. Se recuperan las velocidades estocásticas como una
herramienta téorica aplicable al estudio de fenómenos
de difusíon, de tal forma que, junto con la función in-
dicadora, las velocidades estocásticas permiten expli-
car ćomo en el estado estacionario existe una rotación
aleatoria del punto estado del sistema alrededor de un
punto fijo macrosćopico. Para ese fin se asocia una ve-
locidad angular que es diferente de cero cuando hay es-
tacionariedad pero no se alcanza estado de equilibrio.

5. Con el proṕosito de ilustrar ćomo trabaja el forma-
lismo, se desarrollaron dos ejemplos: el de MBP, que
muestra el bien conocido proceso de relajación al equi-
librio; y uno de MBA que se reduce al primero cuando
se hace cero un parámetro introducido exprofeso pa-
ra ese proṕosito. Estéultimo muestra todas las propie-
dades enumeradas en los puntos tercero y cuarto, deja
claro ćomo el concepto de rotación de la corriente de
probabilidad, ligada a la ausencia de balance detallado,
se traduce en la existencia de una velocidad angular.
Una imagen tangible tomada de la mecánica.
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