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Las trayectorias de puntos masa en la améza chsica de osciladores, y de rayos de luz eopéica geordtrica paraxial, se obtienen
exponenciando matrices. Las matrices hamiltonianas representan y clasifican mediante equivalenaiaitlzsdinsibles de los sistemas
lineales. En me@nica unidimensional y en gas de onda planas son posibles los sistema$mion, repulsivo, o el libre; esto es bien
conocido y slo requiere de matrices dex 2 con 3 paametros independientes. Acabordamos el problema de sistemas amémos en dos
dimensiones, que coincide con el de lasagude ond@pticas en tres dimensiones, donde se requiere de matrides 4leon 10 paametros.
Conocida la estructura de los eigenvalores, reducimos la exponencial de una matriz hamiltoniana a una suma de sus cuatro primeras pot
con coeficientes que calculamos atiedmente, resolvemos la degenebacpresente en el plano de eigenvalores, y comentamos sobre los
sistemas lineales ondulatorios a los que se aplican estos resultados. Péntasisen las referencias que han tratadodpigbs contenidos

en este trabajo, las cuales se detallan@ngfos separados.

Descriptores:Sistemas hamiltonianos; transformacionesocécas;algebras y grupos simgtticos; exponencia@n de matriceshrbitas de
equivalencia.

The trajectories of mass points in the classical mechanics of oscillators, and light rays in geometric paraxial optics, are obtained expone
ting matrices. hamiltonian matrices represent and classify through equivalence the possible dynamics of linear systems. In one-dimens
mechanics and plane waveguides, the possible systems are harmonic, repulsive, or free; this is well known and onlg reQuines

trices with 3 independent parameters. Here we address the problem of mechanical systems in two dimensions, which coincides with
of waveguides in three dimensions, whdrex 4 matrices are required, with 10 parameters. Knowing the eigenvalue structure, we reduce
the exponential of a hamiltonian matrix to the sum of its first four powers, with coefficients that we compute analytically, and resolve t
degeneracy which is present in the eigenvalue plane. We comment on the linear wave systems where these results are applied.

Keywords:Hamiltonian systems; canonical transformations; symplectic groups and algebras; matrix exponentiation; equivalence orbits.
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1. Introducdobn ponenciar. Recordamos que la serie exponencial de una ma-
triz m = (m; ;) es, al igual que paraimeros,
Existen muchasétnicas para exponenciar matrices, por lo M

general adecuadas a los motivos por los cuales se hace ne-
cesaria la operagn. En estas gginas nos proponemaos ini-
cialmente describir trayectorias de puntos masa eraniea L9 1.3
de dos dimensiones o, equivalentemente, de rayos de luz en =l+m+om”+gm°+---. (1)
optica georatrica de tres dimensiones, cuyadainica sedi-  Cuando las matrices son dé x N, la serie para cada uno
neal Decimos que la dié@mica de un sistemasico es lineal,  de los elementos de matkizp m converge por lo menos tan
cuando una combinam lineal de vectores que representanrapido como la serie exponencial deméx{m; ;}, por lo
condiciones iniciales lleva a una trayectoria descrita por Ugue los algoritmos nu@ticos convergen, aunqueasilenta-
vector que es la misma combinaxilineal de las trayectorias. mente.
Tales sistemas pueden representarse por matrices hamiltonia- Exponenciar matrices mediante algoritmos @ticos es
nas, y el conjunto de todas las trayectorias bajo el sistema $g problema que ha sido ampliamente estudiado con el ad-
obtiene exponenciando estas matrices, las cuales pueden gehimiento de la computami (vease, por ejemplo, el libro
aplicadas a todos los vectores de condiciones iniciales. clasico de Donald Knuth sobre el arte de la compétaci-

Los sistemas lineales son muchcasngenerales que tado enla Ref. 1). Ade&s del @lculo bruto de los elementos
los dos modelosisicos en los que basamos estdcatb  de la serie (1), un &todo favorito se basa en el teorema de
(medanica chsica yoptica georgtrica); su propsito media- Cayley-Hamilton (que reduce esta serie a una sunis de-
to es abstraer las propiedades de sirmadiramica con las tencias dem), aunqueeste es inestable cuando dos asnde
herramientas dalgebras y grupos de Lie. Los resultados hanlos N eigenvalores den esén degenerados, es decir, tienen
sido aplicados por el autor a sistemaguticos y ondulato- el mismo valor. Bajo la Ref. 2 hay tres trabajos que consi-
rios, discretos y finitos (aalisis de sBales y procesamiento deramos representativos de las discusiones en torno a este
de imagenes pixeladas). Agtrabajaremos con sistemas de 1 tema, todos con elttlo “A method for calculating:“*”, el
y 2 dimensiones, cuya damica esi representada por matri- primero basado en el teorema de Cayley-Hamilton, y los dos
ces de2 x 2 y de4 x 4, y sonéstas las que debemos ex- segundos por autores distintos pero con el misitodot “A
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novel method for evaluating®! in closed form”, que comen- 2. Porqué las matrices

tan sobre el primero. Como dijimos antes, nosotros estamos

interesados en matrices Plex 2 y de4 x 4, las cuales adicio- La me@nica chsicay labptica georétrica comparten su for-
nalmente son hamiltonianas, cuyas propiedades definirem#gulacbn hamiltoniana, la una en el tiempoy la otra alo largo
en la pbxima Secdn, y cuyos casos de mayor iréerson del ejedptico del sistema. La Ref. 6 contiene varios trabajos
precisamente a@llas que tienen eigenvalores degeneradosde G. Torres de Castillo y del autor de este trabajo, publicados
Y para estos casos daremos resultadostioad, y no mera-  €n las secciones de efis@iza y de investigamn de laRevista
mente nuraricos. MexicanadeFisica Los fitulos dan cuenta de lo&piicos tra-

La Sec. 2 presenta los actores principales: ecuaciones ddos: Estructuras simggiticas en laisica materatica, “Or-
Hamilton, hamiltonianos y matrices de transfornsacue  bitas y principios variacionales para sistemas hamiltonianos
preservan la estructura hamiltoniana del sistema. Laacci conservativos”, “La ecuagn de Hamilton-Jacobi para siste-
se centra en la Sec. 3, donde seguimos las trayectorias a'las hamiltonianos”, “Las tres caras de Hamilton edgtica
largo del tiempo o del ejéptico del sistema. Probamos las geonetrica y en la megnica”, “Geometry and dynamics in
armas con el caso de sistemas arecos unidimensionalesy refracting systems”, “Lagrangian and hamiltonian formula-

sistema®pticos planos en la Sec. 4, dondélgebra consis- tions of geometrical anisotropic optics”, “On dynamical sym-
te en matrices de x 2. En este caso es inmediato dividir la Mmetry groups”, “Geometrical optics in the optical length geo-
serie de Taylor de la funéh exponencial en dos series trigo- metry” y “Alternative hamiltonians in classical mechanics
nomeétricas, o hiperblicas, y arribamos predictiblemente a la @anhd geometrical optics”.
tricotorria de los sistemas lineales en amicos, repulsivos En meénica, un punto de masaen movimiento a tiem-
y libres. po z, se describe mediante su vector de pésici(z) y su
Nos enfrentamos con las matrices4de 4 en las Secs. 5 Vector de momentp(z) = mdq(z)/dz; éstas son 6 coor-
y 6, donde dividimos la serie de Taylor exponencial en cuatrélenadasgp(z), q(z)) cuando el espacio ambiente tiene 3 di-
y damos el resultado explto. Hemos visto, en el contexto de Mensiones. De manera similar, @ptica georatrica un rayo
las aplicaciones de la transformada fraccional de Fourier prge luz en un medio transparente e inhogmep, corindice
ducida por medio$pticos al procesamiento defsdes, que de refracodn n(q, z) diferenciable, se describe como es indi-
la estructura del conjunto de sistemas aséitjoos no est ~ cado en la Fig. 1: por su posiei q(z) al atravesar un plano
lo suficientemente entendida. En concreto, citamos un libré‘Pantalla”) perpendicular al ejéptico enz, y por su vec-
reciente, destacado en la Ref. 3, que fraccionaliza la transfofor momento en ese puntp(z) = n(q, z) dq(z)/dz, donde
mada de Fourier con el propito de captar la parteas signi- ~ 4(2)/dz| = tan@ ~ 6 es la inclinacdbn del rayo, supuesta
ficativa de una sl unidimensional orientando una ventanaPeduéia en la aproximadn paraxial (cerca del eje); en el
en el espacio fase de acuerdo con las caratizas del apa- Mmundo de 3 dimensiones, las pantallas tienen 2, y los rayos
rato de medidn; aunque ladcnica es aplicada a Agenes ~duedan descritos por 4 coordenadas:), q(2)).
bidimensionales, dos trabajos del autor con R. Simon, refe- Traslaéndonos con z, generamos trayectorias
ridos en [4], abordan el problema de clasificar los sistemaép(z),q(z)) que obedecen las ecuaciones de Hamilton
astignmaticos generales, el primero bajo guto de Structu-

re of the set of paraxial optical systems, analiza los sistemas  44(2) _ 9H(p,q,2) dp(z) _ 0H(p,q,2)
astignéticos generales, formen o noagen, y el segundo, dz op dz oq
Fra.ct.m.pal Fourier transform in two dimensions, abqrda la dH(p,q,z) 9H(p,q,z) "
definicion general de tales transformadores de Fourier para az = G ) 2

mostrar que se trata de un conjunto de 4apaetros. La va-

riedad de sistemas astigticos tiene 10 pametros libres, donde H(p,q,z) es la funcbn hamiltoniana —o el
la cual es cualitativamente mayor que lo que permiten los Blamiltoniano— del sistema. (Un libroasico que expone
pa@metros del caso dex 2. Adenmas, estamos interesados las construcciones lagrangiana y hamiltoniana de lcamiea
en la clasificadn completa de los sistemas posibles, en sabegst citado en la Ref. 7.) En manica, el hamiltoniano es la
cuales son equivalentes y &@es no, y encontrar los sistemas enerda cirética nas la potencial,

mas sencillos que representen cada clase de equivalencia. Pa-

ra ello es necesario referirnos a las estructuras de eigenvalo- H,.. = %\p|2/m +Vq, 2),

res de los hamiltonianos en la Sec. 7, y @sder reconocer

y distinguir entre los casos degenerados, pues la clas@itaci mientras que en la aproximaci paraxial de l@ptica es

por eigenvalores es necesariamente incompleta. Est@gsecci

eshi basada en la Ref. 5, titulada “Hamiltonian orbit structure H, =—y/n>—p?= %|p\2/n0 +v(q, 2),
of the set of paraxial optical systems”, donde hemos formu-
lado el nétodo para clasificar los sistemas sobreiwcutoy ~ donde elindice de refracéin esn(q,z2) = n, — v(q, 2)

distinguir entre las degeneraciones que ocurren para algunosn v|? = 0. La primera ecuadn de Hamilton (2) es pura-
de sus puntos. Algunos motivosasisefin expuestos en la mente georgtrica, porque dice que la trayectoria evoluciona
Sec. 8 a guisa de conclusiones. alo largo de su tangente; la segunda edraaontiene la
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FIGURA 1. En Optica geordtrica de tres dimensiones y en
mea@nica de dos dimensiones (plarg), una trayectoria (rayo de
luz) se determina por su intersegiq(z) € R con una pantalla
enz (ejedptico), y por su vector moments(z) € R? sobre la pan-
talla, el cual es (un factor escalar veces) la proy@tde la tangente
al rayo,(dq(z)/dz, 1) (primera ecuadin de Hamilton). Erdptica,

el factor es elindice de refracdin localn(q, z); en meénica es
la masa del punto. El momento cambia en respuesta al medio (s
gunda ecuadin de Hamilton). Recorriende € R se genera la
trayectoria en el espacio fage(z), q(z)). Paraangulos peques,

la Optica y la meénica se rigen por las mismas ecuaciones.

dinamica del sistema, porque especifica el cambio en la di-
reccbn de esa tangente debido a las inhomogeneidad d

potencial o deindice de refracéin. La tercera ecuam de

Hamilton en (2) involucra el hamiltoniano y nos afirma que

su evolucdon dependdinicamente del medio, y no de la tra-
yectoria del punto masa o del rayo. Sistemasan@os u

467

Podemos asociar matricas con un subconjunto impor-
tante de sistemas hamiltonianos: los sistemas cuyos hamilto-
nianos son funciones cuadicas de las coordenadas del es-
pacio fase,

H(m;p,q)=4ip-cp—-q-ap—iq - bq
a b
cm=(2 2 o

y cuyas ecuaciones de Hamilton (2) resultan lineales en el
espacio fase,

(5 )=

Puesto quep - cp = p - ¢'p, la submatrizc = c¢" es
simétrica, y tambén lo esb = b". La submatriza no tiene
restriccbn, pero su aparibh acompéada de su transpuesta
nos indica que la matrim no es general, sino que obedece

4
dz

b

a
C

p(2)

q(z) @)

ina restricdn importante:

0
1

-1

m =-Om", Q( o

) = (5

gue la define como matriz hamiltoniana. Atpabajamos con
2-vectorep y q, de modo quen es una matriz dé x 4; cy

b contienen 3 pametros cada unagtiene 4, de modo que

los hamiltonianos (3) y sus matrices hamiltonianas asociadas
tienen 10 paametros libres. Si el espacio real tuviera una di-

opticos que se rigen por las ecuaciones de Hamilton se rec81€NSoN menos (meanica lineal wptica plana)m tendia

nocen como sistemas hamiltonianos, y su teatro déaas

solamente 3 pametros.

el espacio fase cuyos puntos describimos por sus coordena- L0s paémetros del hamiltoniano y de su matriz asocia-

das(p, q) € R*. da (3) en general dependen del tiempo vy, en la vecindad de
|  cadaz, generan los siguientes sistemas
ELEMENTOS ENMECANICA enOPTICA
|c| >0 enerdacirgtica  propagadn libre
b — lente delgada
c+ b oscilador gia de ondas
|b| <0 armbnico transf. de Fourier ©)
|b| >0 repulsivo transf. hipeiddica
a= a( L0 > — magnificador
0 -1
0 -1
a=a < 1 0 > momento angular —

3. Porqué las exponenciamos

! dimenson z y por ello llamaremos al medio gude ondas.

Imponemos una restridmn mas a los sistemas hamiltonianos Esta “guia” puede ser aronica, repulsiva o libre, y distinta

gue queremos considerar: que sean independienteskle
medanica esto quiere decir que los potencialearsardepen-
dientes del tiempoV/ (¢., ¢,) = —(1/2)¢ - b q; enoptica, el

sobre los ejes y y de la pantalla —astigética, o puede con-
tener momento angular, como los hamiltonianos eyplica
de aceleradores de patlas; estas aplicaciones @stresu-

indice de refrac€inv (g, ¢,) Sea independiente de la tercera midas en la Ref. 8, por Alex J. Dragt, titulada Elementary
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and advanced Lie algebraic methods with applications to acdebe obedecer las consecuencias gaooas. De (8) se si-
celerator design, electron microscopes, and light optics. Cague queldet M| = 1 (de hechodet M = +1), que en (7)
mo producto de un taller teftico llevado a cabo en 1985, se implica que el elemento de voluméip dq se conserva, co-
reunieron varios trabajos que abordan laf®de estos siste- mo si el espacio fase fuese uuido incompresible —no
mas, citados en la Ref. 9. Para estos sistemas independiengespierden ni ganan puntos masa ni rayos. Lasagesondi-
dez, las ecuaciones de Hamilton (4) dan la sadmageneral:  ciones cafinicas implican la conservani de las ecuaciones

p(2) a b p(0) de Hamilton (2); esta canonicidad se deja seritio €uan-
< ) = exp [z ( + )] ( ) . (7)) doD > 2, pues en el caso dB = 1 dimenson, cualquier

z c -—a 0 . . L
a(z) ’ q(. ) _ matriz de 2 x 2 con determinare 1es canonica.
Y por ello tenemos que sab&ymo exponenciar matrices ha-
miltonianas.

La exponencial de una matriz hamiltoniana es una matriz, Como exponenciamea matrices (de 2x2)

gue cumple una condian que deriva de (5):

M(z) = exp(zm) = MOQMT™ =, ®) Com_) dijimo;, hay,muchcs m,é'todcs numérices paml expo-

nenciar matrices; gtodos analicos son menos, o funcionan

y se llama la condiéin carbnica; las matrices que la cumplen para ciertos conjuntos de matrices, como las diagonales, don-
se llaman cabnicas. Llevan tamin la nomenclatura d@m-  de sus elementos simplemente se expoiano las nilpoten-
plécticas introducida por Hermann Weyl en su librasico  tes, cuya serie de Taylor es finita. Generalmente se trata de
de 1928, citado en [10], cuyos aspectdssroontemp@neos  diagonalizar la matriz o llevarla a forma triangular, exponen-
han sido desarrollados en el libro [11], y especialmente degiar ésta y transformar de regreso. Las matrices hamiltonia-
tallados en el libro [12]. La condich carbnica (8) para las nas (3) son especiales: tienen diméngpar2D, D(2D + 1)
matrices hamiltonianas se verifica usafim™ Q"' = —m  pa@metros, son reales y tienen traza cero; sus eigenvalores
para reemplaza® exp(zm)” = exp(—zm) Q en el miem-  vienen en parejas conjugadasy(\*) y simétricas { y —\);
bro izquierdo de (8). La conditn (8) implica varias condi- su ecuadn de eigenvalores contienéls potencias pares de

ciones sobre las submatrices: A (véase por ejemplo, la Ref. 12).
M — A B En el casaD = 1 de matrices dé x 2, m € sp(2, R), es
~\C D sencillo encontrar los eigenvalores
ABT, ATC, B'D, CDT simétricas, )
AD" -BC'™ =1. a—\ b
. . ) det(m — A1) = =0, (10)
El producto de dos matrices damicas es una matriz ¢ —a— A
;o T 1 o
carbnica; 1,e§ cafnica; la inversaVi™" = QMT™Q exis _ N+A=0, A=detm=—(a®+bc)eR (11)
te y es cabnica, y la asociatividad vale; en consecuencia,
las matrices camicas de&D x 2D forman los grupos llama- = AF = 4+V/-A = ++v/a2 + be. (12)

dos simpécticos reales y son denotados Bp(2D, ). Con-

versamente, la parte infinitesimal del grupd, ~ 1 + cm,  Recordamos ahora el teorema de Cayley-Hamilton (referi-
~ 0, determina que de la condiri carbnica (8)—(9) si-  mos al lector al libro [13] que, entre muchos otros, demuestra

ga la condiobn hamiltoniana (5) Las matrices hamiltonianaSeste teorema): la matriz Cump|e su propia ecade eigen-
forman lasalgebras de Lisp(2D, ), llamadas tamigéin sim-  yalores (11); es decir, parac {0,1,2,...} = Z7,

plécticas: sim; y m, son hamiltonianas, ak es su combi-
nacbn lineal y su conmutadan;m,; — momy .

El hecho que las matriceM(z) que representan
la evolucbn de un sistema lineal contengan restriccio-
nes, significa que la transforméoi del espacio fase De aqu, la serie exponencial de Taylor puede dividirse en
(p(0),q(0))—(p(2),q(%)) no puede ser arbitraria, sino que dos: los &rminos pares acumukar coeficientes dé y los
| términos impares dm. Asi,

2n — (—A)"l,

2 m
m?=-Al = { mt — (_apm, 3)

2n oo n+1 n 277, n 27L+1

exp(zm) = Z - m2”+ Z Gn i) m?" = 12 A"—l—mz 2n+1 A™ (14)

n:O n= O

1
1cosh(z\)+m—sinh(z)), Ae R,
= A (15)

1
1 cos(z|)\\)+mmsm(z\/\|), A€iR.
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Las series de matrices trigonétricas y exponenciales con- Esta es una relam de equivalencia que dividesp(2D, %)
vergen en todo el plano complejo. El resultado éide  en conjuntos disjuntos. Las trayectorias generadas por estos
tambén en el imite A — 0% de sistemas libres [pues hamiltonianos (con € ) son subgrupos e8p(2D, R) que
cos(zv/A) — 1,sin(zv/A)/v/A — z, con) acer@ndose al  tambin son equivalentes entre si, y que obedecen esencial-
origen desde el eje real o desde el eje imaginario], dende mente a la misma damica. Dado que las transformaciones
es triangular inferior. Verificamos el resultado (15) checandale similaridad (16) conservan la estructura de los eigenvalo-
queM(z1) M(z2) = M(z;1 + 22). res de la matriz hamiltoniana, multiplicandolos élo por el
Consideramos que dos casisistemas hamiltonianos li- factora # 0, podremos utilizar esta estructura para caracte-
neales que pueden ser transformados el uno en el en otro somar lasbrbitas (volveremos a este punto en la Sec. 7). En ca-
equivalentes. Por ello (eb dimensiones) definimos fxbita  dabrbita podemos elegir un hamiltoniano representativo que

dem como sea el nmas sencillo. [Por ejemplo,@anse los hamiltonianos
orbitam = {aMm M~ € sp(2D, R) | Utiles’ dados en la lista (6).]
En D = 1 dimensiones, los sistemas linealesaastla-
0#aeR MecSp@2D,R)}. (16)  sificados por el signo del determinante = detm, y las

|  orbitas desp(2, R) son tres:

brbita d_etermi?ante | 2.5
. eigenvalores  matriz exponencial eBp(2, i
(sistema) representante
A>0
eliptica N 0 -1 cos z|\|  —sinz|A|
(armdnico) 1 12 I W sinz|A|  cosz|A| ’
H=3(p*+q%)
. A=0 (17
parafblica A=0doble expz 00y_(10
(libre) F— %pz 10 z 1)’
. . A <O
hipertdlica 0 1 coshzA sinh z\
. A=+V-A =
(repulsivo) { R=L(’—¢?) eXpZ< 10 ) ( sinhzA  cosh 2\ )
2

5. El ca dematricesde4 x 4

I

) . siguiente. En meica, los sistemas que representan son 0s-

Seguiremos ahora el proceso de la sguanterior para ex- cjladores de varios tipos (incl. libres y/o momento angular)
ponenciar matrices hamiltonianas dex 4, y anotaremos  en dos dimensiones,y y, mientras que ebptica son gias
algunos resultados sobtebitas desp(4, %) en lasecdn  §e onda a lo largo del eje EI hamiltoniano cuadtico mas

| general y su matriz asociada son

H(m;p,q)
= Lear? + beyp + cxpep, G G| b b
Clp 21y a2 _ | e ay | bx by
beqaj Qbyqy b>< QzQy < m = Ca Cx —ay ay’]: ’ (18)
Ay qzPx — AyQyDy Cx Cy Qg Ay
—QzyQdzPy — QyzqyPx
donde distinguimos los €tminos en coordenadas cruzadas
(@zy, ayz, bx, cx), de los 6 érminos en coordinadas separa-
das @, ay, by, by, cz, cy). r_| by ay, by
Con los 10 paametros den, la ecuadn de eigenvalores | e —ay T Cy  —ay
es b
+2| T | (20)
det(m — A1) = \* + TA? + A =0, (19) Cx  TOya
y A = det m, que puede ser escrito agrupando Ersrinos
donde separados y los cruzados,
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A = Aswse 4 pors 1) A
Asepar _ g ba Gy by — QCLxClyaxyayx \ /
(&% —Ag cy _ay H z E
+ aiyaiz + a’i’ybyCI + G/Zmbwclh (22) _ * .;H ° ... i
o

cruz __ 1.2 2 2 2
A = b3 ¢ — b5 cpey — 5 baby
+ 20 cx (agay + agyays)
— 2bx (agayacy + ayagycs)

— 2¢x (aggyby + ayayLbs).  (23) FIGURA 2. El planol'-A de los hamiltonianos eP = 2 dimensio-
nes y la estructura de sus eigenvalores. LalpalaA = (1/4)I"

Los eigenvalores —que discriminan enbrditas— son y la lineaA = 0 dividen el plano en 4 regiones, 4 fronteras y el
centro. Bajo equivalencia de escala, los puntos del plano (excepto

el origen) se proyectan a lo largo de semigiasA = GI'2 (sin

A= i\/_%r + /(%1“)2 —A. (24)  cambiar los signos)j € R, sobre los puntos deirculo.

Sin embargo, esto no da lugar a una forma (éicaly sen-

En la Fig. 2 ilustramos el planb-A, asociando sus regiones Cilla) que resulte sumable para los coeficierftes} y {3, }
y fronteras con los patrones de eigenvalores (24). Como |dd€ |a serie exponencial. Necesitamos una baaeadecuada
orbitas hamiltonianas &st definidas en (16) édulo un fac-  due la base de potencias de la matriz hamiltoniana.
tor de escala # 0 que multiplica & pora® y A pora* (sin Para encontrar coeficientes cuya recurrencia réeotest-
cambiar sus signos), los puntos del pldha (excepto el ori-  zada como (30), proponemos para las potenciakiptos
gen) pueden deslizarse (es decir, son equivalentes) a lo, largle 4 [cf. (26)] la forma
de las semi-pa@bolasA = 312, 3 € R, y las podemos con-
siderar proyectadas sobre los puntos @leldoI'? + A2 = 1
en la figura. El punto origel = A = 0 se@& contado sepa-
radamente.

Usamos nuevamente el teorema de Cayley-Hamilton, gdidiendo que los dos sumandos se reproduzcan separadamen-
cual para matrices dé x 4 provee una reladn entre tres te bajo multiplicaddn porm*, es decir,
potencias de la matriz hamiltoniana,

m*" =y (m® +v71) +4, (m? +v71), (31)

mt — —T'm? — A1 (25) (m? + v 1)m* = pF(m? + v*1). (32)

conT y A dadas por (20) y (21)—(23). En consecuencia,Entonces obtenemos dos relaciones de recurrencia indepen-
en cualquier serie de Taylor de matrices convergente, todaiientes:
las potencias pares da mayores a 3 podn reemplazarse

porm® = 1y m?2, y las impares pom y m?. En vez de di-

vidir la serie exponencial en 2 series trigoré&tntas como en

la secodn anterior, ahora tendremos que dividirla en 4i, As
podemos proponer Usando (25) dos veces e igualando los coeficientemée

y 1, encontramos los dos eigenvalores en (32), que son

:l::

Yo =1 ey = ()" (33)

m*"  =oa,m?+ 3,1, (26)
m* ! = o, m® + 8,m, 27) pt=—-A+ %F(I‘ FV F2—4A)
nt2 — (_Ta, + 6,)m? — Aay,1, 28 2
m (=Tan + fin)m” = Aa (28) - %[r ¥ \/1“2—44 = (5, (34)
m?" 3 = (—Ta,, + B,)m*® — Aa,m. (29)
pt 4 pm =T?=24A,
Multiplicando (26) porm* y usando (25) repetidamente, ob- B B
tenemos las siguientes relaciones de recurrencia para los co- ph—p”=-TVI?=4A, pfu~=A%  (35)
eficientes,
Notamos en (34) la relamn x* = (A*)* con los eigenva-
_ F2 A T =0 =T . . . .
a1 =02 =A)an=fy, =0, a=-T, (30) lores de la matriz hamiltonianm dada en (24). Los coefi-
Onr1=T'Aan,—AB,, fo=1, pr=-A. cientesv™ del en (32) se encuentran de la misma manera, y

Rev. Mex. 5. 49 (3) (2003) 465-476



PORQUE Y COMO EXPONENCIAMOS MATRICES HAMILTONIANAS 471

participan en varias relacionésles: Escribimos

co 3
v =10 £ LYT2 Z4A = —(OF)2, fm) =3 > funspm ™
¥

n=0 k=0
(v%)* = uT, (36) = Fyl+ Fim + Fom? + F;m?® (41)
v++v_:F,v+—v_:m, oo
vtoT = A, :,;){fzm[ﬁ(mg +v71) + 7, (m? + 07 1))
ptot — pmvT = —AVT2 —4A, + fans1 [y (m* 4ot 1) m+y;, (m* 40~ 1)m]
pt + A =TA/vT =ToTF. (37) + fans2[0F (m2 40T 1) 46 (m2+071)]

+ fans 16 (m?H0T 1) md; (m2 40" Lm] . (42)
La expreshn v/I'>2—4A es ulicua; en la Fig. 2, arriba de la
padbolaA = (1/4)I'2, ésta es imaginaria pura, y real deba- = Af(m’+0*1) + > B*(m’+v*1)m, (43)
jo; sobre ella es cero. + +

La forma que propusimos en (31) pana'” debe ser Jonde
complementada para las daspotencias; multiplicando esta

ecuacbn porm? obtenemos la misma forma, { AT =3 (fanVE + fant20i),
B = Zfzo(f4n+1ﬁ + f4n+35f)7
m*"*? = 5T (m? + vt1) + 6 (m2 + v 1). (38) Fy= Atot + Ao,
Fl = B+U+ + B_U_,
- L. = Fy=At+ A, (44)
[Cf. (26) y (28)]. Igualando los coeficientes detrninom?, Fo— Bt 4 B~
encontramos K '
Los coeficientes de la serie exponendgigk) = expx
E = (-T+ Ui)’yi _ _ui+Avi en (41) sonf, = 1/¢!, con? = 4n + k. Esta serie es excep-
" " r m cional porque permite dividirse en cuatro series (que parecen
+yn+1 +\n no estar en las tablas) y que, indicandy__, simplemente
(1) + ApF) t las tablas) indi o Simpl t
=¥ ) (39)  pord_, podemos reconocer inmediatamente:
I'vI? —4A '
Jj4n .
que satisface la misma relaci de recurrencia que lag"’s Z (4n)! = z(cosha +cosw),
en (33); los coeficientes deson consistentes con (33) por- A1
quedivt = —A~F. Finalmente, la relabn entre las dos e L(sinhz + sinz),
basese,, 3, en (26) yy; en (31), es (4n+1)!
x4n+2
< L ) Zm:%(cosh:rfcosx),
Qn \ _ Tn
i )-(e ) 0E) o
(0T — ) an <3 = 1(sinhz —sinx). (45)
V= (40)
I'2 —4A

Como en (43) los coeficienteg™ (y ;%) contienen poten-
ciasn (y n + 1) de lasu™’s en (34) que hemos dividido
en cuatro, necesitaremos suges cuartas: los eigenvalores
dem, \*. El signo de\* es superfluo porque las series re-
sultantes sé@n funciones pares dg&*; para incorporar los

6. Loscuartosde la serie exponencial ) )
eigenvalores como factores en las series (45), usamos

Con los resultados obtenidos, podemos ahora dividir la serie (AT)? + (A7)? = —T', (AT)? — (A\7)? = VT2 —4A,
de Taylor de una funén f(m) en cuatro subseriesf] (14)] e
con elindice? = 4n + k, parak € {0,1,2,3}yn € Z. AFAT = VA, (46)
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Asi, las expresiones en (43) se reducen a las series siguientes:

> 2 +1
@n) ™ T 2yT2 — A
x [cosh(zAF) 4 cos(2A%)],
Z B +1

n+ )™ = 9 — A

X )\ii[sinh(z)\i) + sin(2A%)],

Z4n+1

Z Z4n+2 (Si B ¥ 1
An+2)!'"  2yT2 —4A
x [cosh(zAT) — cos(zA¥)],
Z4n+3 n _ :Fl
(4n+3)!"  2yTZ —4A

% )\Li[sinh(z)\i) —sin(zA%)]. (47)

De la primera y tercera suma resultan los coeficientés
en (44), mientras que la segunda y cuarta resuian co-
mo sigue:

+1
2IVI?2 — 4A
x (U cosh(2AF) + V cos(2AT)),

At (2) =

(48)
|

+1
BE(2) = — e
G = o —ia
1
x 5 (Usinh(z M) + Vsin(z A%)), (49)
donde

U=T-\"2+ ()2 =2r,

V=T+A\)2+(A)?=0. (50)
Mantuvimos aV en (48)—(50) hasta encontrar que el

término desaparece, para aclarar que la fumeixponencial

se construyedo con las funciones hipeblicas. Cuando los

eigenvalores\* son reales, como en el osciladoriguepul-

siva en (17), tendremos subgrupo y trayectorias no acota-

das. Cuando los eigenvalores son imaginarios puros, las fun-

ciones hiperblicas en (50) se vuelven trigon@tnicas [con

coshiz = cosz, (iz)~!sinhir = 2~ sinz], y los elemen-

tos del subgrupo y las trayectorias @eracotadas; en (50)

esto equivale al intercambio enttey V. Cuando los eigen-

valores sean cero debemos teneiialguidado tomando el

limite. Finalmente, de (44) encontramos la serie exponencial

exp(zm) = Ep(2)1 + E1(z)m
+E(z)m* + E3(z)m®, (51)

en &rminos de las cuatro potenciadsajas den, y con los
coeficientes

I 1
Ey(2) = L(cosh 2AT+ cosh 2\ ™)+ ————(cosh 2AT — cosh 2A 7 )=— ———= (A" cosh z2AT—=AT cosh 2\ ™), (52
1 ssinh AT sinh 2\~ r sinh zAT  sinh 2\~ 1 AT LAt _
El(z)_i( T s )+2\/m( - )—f2m<)\—+smhz)\ +/\ismhz)\ )7 (53)
1
E5(2) = ———=(cosh 2AT — cosh A7), (54)
VvI2—4A
1 sinh AT sinh 2\~
Bs(z) = - .
3(2) m( A A~ ) (55)

Podemos verificar estas ecuaciones checando que se cumplen las condiciones iBjdi@Jes, Jx 0, Y que se satisface la

ecuacbn diferencial

d
— exp zm = mexp zm = {
dz

Los eigenvalores® coinciden sobre la pabola
I?—4A =0

de la Fig. 2, como podemaos ver en (24), y entonceséhedr

ros en los denominadores de los coeficientes (52)— (55). Para
dejare-

analizar lo que sucede en estos casos,

%Eo(z) =
L Ea(2) =

—AE:),(Z),
El(Z) — FEg(Z),

& E1(2) = Eo(2),

56
diZEg(Z) = EQ(Z). ( )

Imos AT, A~ — ), y nos acercaremos a la parabo-

lac = VI'2—4A — 0 aproximanda? ~ 0. Asi podemos
desarrollar a primer orden

(5?2 = —1P + Lo = AErdte/dN, A=\/—LT, (57)

Rev. Mex. 5. 49 (3) (2003) 465-476



PORQUE Y COMO EXPONENCIAMOS MATRICES HAMI LTONIANAS

1 sinhzA

= coshzA® ~ cosh 2\ + 15 (58)
sinh z\* __ sinh 2\
AT
€ sinh 2z
+ e (z cosh z\ — ) . (59)

473

Sumamos los coeficientes dley m?, y los dem y m?,
para encontrar

(Fo 4+ A2 E5)(2) = cosh 2,

sinh z\
A )
recuperando ados dos sumandos del caso 2e< 2. Los
resultados de esta segoicumplen el propsito central del
arficulo. Sin embargo, debemos aclarar que la clasificaci

(By 4+ N2 E3)(2) (65)

Reemplazamos estas aproximaciones en (53)—(55), cancge orhitas de sistemasp(4, &) mediante los puntos del pla-
lando lase en los denominadores, y luego tomamos elnoT- A de la Fig. 2 es incompleta, pues existe degenénaci

l[imitee — 0. Asi obtenemos

0(z) = coshzA — 2X\°z )
E hzh — 122 Slni'ZA (60)
sinh inh
Ei(2) = 51n>\z/\ - %(z cosh z\ — 2 z)\>7 (61)
sinh 2z
Es(z2) = %z S (62)
3(2) = == (zcosh z\ — ,
> 21\2 o sinh zA 63

sea que tomemos real (imite desde arriba de la @ola
de la Fig. 2,(1/4)I'? > A) o imaginaria pura (desde aba-
jo, (1/4)I% < A).

Podemos ahora deslizarnos sobre lapala para llegar
al origen del pland™-A que, segn veremos, es altamen-
te degenerado. Desarrollamos en series\des coeficien-
tes (60)— (63) reteniend@k los €rminos independientes de
A. Asi encontramos

I
®

120, (64)

7. Degeneracon en e plano de eigenvalores

El motivo por el cual la clasificadh deorbitas hamiltonia-
nas mediante sus eigenvalores no es completa, es porque I
relacbn de equivalencia entre hamiltonianos definida en (16)
se hace con matrices dafricas, las cuales sols un sub-
conjunto de todas las matrices. Dos hamiltonianos equivalen-
tes bajo transformaciones lineales (en general né+taas)
pueden no serlo bajo el subconjunto. Por ello pueden haber
dos o nas hamiltonianos que pertenezcabrhitas distintas,
pero que compartan el mismo punto en el plaha de la
Fig. 2.

El problema de eigenvalores en Egebras simj@cticas
fue abordado hace tiempo en el contexto de laanma ce-
leste; un ejemplo de estinéa de investigaén esh conte-
nido en la Ref. 14, titulada Canonical forms for symplectic
and Hamiltonian matrices, en la cual los autores clasifican
la estructura de eigenvalores de las matrices hamiltonianas
de 2D x 2D dimensiones, aungque no resuelven sus dege-
neraciones. En el contexto de la rhatca céntica de os-
ciladores, con el antecedente de su aplimaen fsica nu-
clear, la clasificadn de lasorbitas de hamiltonianos fue es-
tudiada por Moshinsky y Winternitz en la Ref. [15], titulada

Este Imite es distinto del que obtenemos cuando nos acerc@uadratic Hamiltonians in phase space and their eigenstates.

mos al origen sobre ldadeal’ = 0; cuando la matrizn es
nilpotente (como en propagaci libre, dondem? = 0), la
matriz exponencial se reduce a mer@sritinos @n (1 + zm
en ese caso).

Sobre la pabola de la Fig. 2 eah todos los sistemas

isbtropos, es decir, agllos invariantes bajo rotaciones alre-

Este ariculo se refiere al problema bi-dimensional, el cual
es aplicable a ldptica (mas 8lo a la meénica bidimensio-

nal; la tridimensional requiere de las seis dimensiones del es-
pacio fase fsico). Existen otros estudios en el contexto de
teofia de grupos que dan resultados sobre este problema, en-
tre ellos dos aftulos reunidos bajo la Ref. 16, titulados Con-

dedor del ejer; corresponden a hamiltonianos de osciladoredinuous subgroups of the fundamental groups of physics. IlI.

centrales o de das de onda dihdricas, sin 0 con momento
angular. Tienen una pareja $irica, real o imaginaria, de ei-

The de Sitter groups, y Maximal abelian subalgebras of real
and complex symplectic Lie algebras. Si bien el @i

genvalores doblemente degenerados. Constatamos de la fde esos estudios es enciddalico —y nés general que el
ma general (18), anulandérminos cruzados (excepto por requerido aqy sabemos (por comunicaéci privada de uno

momento angulat,, = —a,,), queA = (1/4)I'?, y que
ya sus cuadrados soriitiplos de la matriz unidad dé x 4,

de los autores) que han glosado sobre algunos de los pun-
tos degenerados analizados en la Ref. 5. Sin embargo, son

m? = \?1. En consecuencia, cualquier serie de Taylor (41)Jasorbitas ge@ricas las que han servido de herramienta en la
en particular la exponencial (52)—(55), se reduce a solamermptica cuiantica, concretamente en la clasifiéacde los ha-
te dos érminos —como el caso sencillo de las matrices deces gaussianos canwist(ad se han dado a llamar los que por-

2 x 2 en (15). [Notamos que en el cag8ox 2, es A(?%2)
el determinante que aparece erf = —A(2*2) 1 mien-
tras que en el caso dex 4 esm? = 4./|A#x4)|1; adg,
A(4><4) PN (A(2X2))2.]

tan momento angular neto) que aparecen en los diasis
citados en la Ref. 17, titulados Anisotropic Gaussian Schell-
model beams: Passage through optical systems and associa
ted invariants, y Optical phase space, Wigner representation,
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remarkable representation of the 3+2 de Sitter group”, escrito

quiere de la caracterizani de los paéametros de calidad de en 1963, cuya intengn fue dar pie a generalizaciones de su

haces gaussianos; ejemplo de ello es uno de losubos de
George Nemes, fundador de la comi@eAstigmat, citado en

conocida ecuadi del electbn —en esosfios surgitan los

modelossu(3) de partculas elementales. La propuesta fue

la Ref. 18 y titulado Measurement of all ten second-order moretomada por Fronsdal y varios colaboradores paréaede
mentos of an astigmatic beam by the use of rotating simpleampo de paftulas relativistas, en aculos como el dado
astigmatic (anamorphic) optics. Cabe aclarar que, analizaren la Ref. 20, titulado “Elementary particles in a curved spa-
do las referencias anteriores, las clasificaciones encontrades”. Este modelo tiene problemas por sus dos dimensiones

en las Refs. 15y 16 no cuentan el misniomero debrbitas,

de tiempo, como fue apuntado por Phillips y Wigner en la

mientras que las aplicaciones a los haces gaussianos en Rsf. 21. Sin embargo, el modelo es interesq@ese y si-

Refs. 17 y 18 solamente utilizan 2 de @bitas existentes —

gue siendodpico de investigadin, como indica la Ref. 22,

aquellas que son compactas. Afortunadamente las discrepditulada “Integral-spin fields on (3+2)-de Sitter space”.

cias se reducen a puntos aislados del plaiib de la Fig. 2,

La estructura del grup80(3, 2) es bastante &s trans-

que aqiiresolvemos en la Fig. 3, la cual explicaremos en est@arente que la de su grupo siaglicoSp(4, ®) (la corres-

seccon.

pondencia de elementos es 1:2 de modo que son grupos ho-

En la Ref. 5 (“Hamiltonian orbit structure of the set of pa- meomorfos [23]). Por ello, lalisqueda de clases de equiva-
raxial optical systems”) abordamos el problema de la clasifitencia de hamiltonianos paraxial@gticos fue convertida, en

cacibn completa dé@rbitas para los sistemas astigticos en
la bptica paraxial, utilizando un accidente fortuitoaédebra
de Lie sp(4, ) es isomorfa aklgebraso(3, 2), llamada de

la Ref. 5, en un problema geé@tnico de rotaciones y acele-
raciones en diversos planos, mediante un proceso sititam
e intuitivo. El primer paso utiliza transformadores fracciona-

anti-de Sitter, la cual genera rotaciones y aceleraciones das de Fourier y magnificadores para llevar al hamiltoniano

un espacio de 5 dimensiones coétnica(+, +, 4+, —, —). El
grupo de transformacion&O(3, 2) fue objeto de la curiosi-
dad de P.A.M. Dirac, el cual en la Ref. 19, titulada

FIGURA 3. El planol-A y el circulo unitario (de la Fig. 2), identi-
ficando las regiones, fronteras y puntos aislada@rtitas hamilto-
nianas y su degeneraci. Hay 4 regiones de hamiltonianos: HsH
H-Rs y R-Ry son separables, y R-Mes lorentziana. En las fronte-
ras entre regiones existerofbitas degeneradas: H-FR-F, F-My

y M; y 6 Orbitas cohabitan el centro: FrE, X, F-l'y F-X.

“A bles [sulalgebraso(2, 2) = sp(2, %), ® sp(2,R),,

en cuesbn a una de tres formasabicas, cada una caracte-
rizada por una sulgebra deso(3, 2): hamiltonianos separa-
regiones
A<(1/4)I'? debajo de la pabola en las Figs. 2 y 3], hamil-
tonianos lorentzianos [salgebraso(3, 1) como en relativi-
dad, regbn A>(1/4)T'? arriba de la paabola], y hamiltonia-
nos (pseudo-) euclideanos [@fpebraiso(2, 1)=is3sp(2, &),
sobre la pabolaA = (1/4)I'?]; esta primera clasificagn
ya fue comentada arriba. Los siguientes pasos son &is&n
de orbitas de estas salgebras. Finalmente, se verifica la
equivalencia o0 no entre estas sufbbitas cuando la simila-
ridad se extiende al grupo compledp(4, R).

Denotamos po#H,, R,, F, alos hamiltonianos de osci-
lador/gua de ondas arémico, repulsivo y libre (17) sobre el
ejex, y Hy, R,, F, sobre el ejey. SeanH = H, + H,,

R = R, + Ry, F = F, + F, los hamiltonianos isobipicos
correspondientes, W/ = q x p el momento angular. Con
esta nomenclatura, el resumen de la clasifaracieorbitas
hamiltonianas de la Ref. 5 en la Fig. 3 es la siguiente:

Separables:

region H-Hy H,cosf+ Hysind, '=a>>00<A= 7sm 20 < 1F2 —17r<9§i7r,
region H-Ry¢ Hgcosf+ R,sinf, I = %oﬂcos%é?)? A<O 0<0< %w;
region R-Ry Rjcosf+ Rysinf, I'= —0?<0,0<A< if‘2, 0<60< gm;
orbitas H-E  H,+0F,, I'>0,A=0, oce{-1,+1};
orbita R-F R, +F, I'<0,A=0;

orbitas F-&  F,+0F, I'=0,A=0, oe{-1,0,+1}.
Lorentzianas:

region R-My Rcosf+ Msin, I'=1a%cos20 € R,A > 112, 0<0<im
orbita M M, >0, A = 1F2

orbirta X qzPy, r=0,A=
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Euclideanas:

orbitas F-My. F 4+ M, I'>0A=1I?%
orbita F-I PaPy + 3(quPe — aypy), T =0,A =0;
orbita F-X 1Pz + py)? + upy, r=0,A=0.

Recorremos el icculo de orbitas de la Fig. 3 (el
patametrod usado arriba no guarda reléni con elangulo
sobre el @rculo), comenzando con la régi H-Hy de osci-
ladores anistropos y gias de onda astigaticas, cuyas tra-
yectorias en el espacio real oscilanaen y (con frecuencias

en cuatro potencias de la fudoim ! (exp (zm)—1), y esto
se puede obtener de (52)—(55) inmediatamente.

La clasificacbn de lasorbitas hamiltonianas sirve, por
una parte, para guiar la intu@si sobre la naturaleza oscilato-
ria, hipertblica, libre o espiral de las trayectorias, pero tam-

en general diferentes) y son acotadas. Vemos que en toda ebian para saber @l es la forma ras sencilla a la cual pue-

region hay degenerain doblet6 (reflexion que intercambia
los ejesz y y), excepto en sus fronterafl{ = H, end = 0
y H en(1/4)x). En la frontera inferior (el eje-T") convive la
pareja degenerada H:Fde hamiltonianod?, + F,, con tra-
yectorias que oscilan en una diremtiy son rectas en la otra,

de reducirse el hamiltoniano, y distinguir entre lasadiicas
gue no son equivalentes. Nuestros resultadosPatal son
bien conocidos, y par® = 2 presentamos algunos nuevos.
En principio, el mismo ratodo puede aplicarse pata= 3

y 4, puesto que las ecuaciones de eigenvalores sov¥ gn

gue no son acotadas. La régiH-Ry es abiertay corresponde ecuaciones de hasta cuarto grado tienen smuanaitica;

a potenciales como sillas de montar, cuyas trayectorias oscélo faltadia poder dividir la serie exponencial en 6 y 8 sub-
lan en una direcéin y escapan exponencialmente al infinito series. Aparte del casd = 3 en meénica, estas generaliza-
en la otra. Esta regh embona de manera continua con lasciones no parecen tener modelo que las requiera.

dos regiones vecinas; en la frontera izquierda (el-djgest
degenerado el hamiltonian®, + F),. Las regiones R-Ry
R-My embonan erR sin degenerabn, pero la frontera de-
recha de R-M es abierta: al] M se cuenta comérbita se-

En un contexto ras amplio, el resultado (52)—(55) pa-
ra D = 2 nos permite integrar la evoludm de cualquier
hamiltoniano, de oscilador en n#tca, o de gia de on-
das paraxial erbptica, no solamente en n#uca chsica

parada porque, a diferencia de las tres regiones anteriorgs.en optica geordtrica, sino taml@n en meanica céntica
sus trayectorias en unaigude ondas son espirales sobre uny en Optica ondulatoria. Porque existe un homomorfismo
cilindro y eséin nuevamente acotadas. Esa frontera tambi (mbdulo fases) entre sistemas hamiltonian@siclos y sis-

alberga la pareja degenerada E-Ntuyas trayectorias son

temas canticos/ondulatorios. Eastos, la fundn de onda

espirales derechas o izquierdas sobre conos, y no son aco&roluciona bajo las transformadas integraleo#as intro-

das), y el hamiltoniané/ de oscilador arinico itropo que
perteneciente a la primera régi

8. Conclusiones

Habiendo detallado el @mo”, queremos concluir nueva-
mente con el “porge’ de nuestra motivaén original por

ducidas por Moshinsky y Quesne [25], en do$caifbs con-
tiguos titulados “Linear canonical transformations and their
unitary representations”, y “Canonical transformations and
matrix elements”, y un trabajo presentado en el XV Congre-
so de Solvay. En la Ref. 24, dedicamos losittdps 9 y 10
a estas transformadas, cuyacteo kerne) es la funcbn de
Green del sistema. Esta herramienta se aplgzhatima la

exponenciar matrices hamiltonianas. Los hamiltonianos cug2ptica paraxial ondulatoria, incluyendo las transformadas de

draticos (de osciladores y sistentg#ticos paraxiales) son la
primera aproximadin a potenciales y a ¢as de onda is

Fresnel para la propagaci libre de labptica, la multiplica-
cion por fases correspondiente a lentes delgadas, y la trans-

generales, que se tratan mediante desarrollo en series de p@nada fraccional de Fourier, bajo propagecen una gia

turbacionesy aberraciones de orden superior. Tamfiemos
soslayado en este estudio l@ésnhinos lineales quesos pue-

de ondas ar@nica.

dan contener, como los osciladores fuera de centro (que $ggradecimientos

encuentran en la misn@bita que los osciladores centrados

bajo traslaciones), —o a laick libre,(1/2)p? + gq, g # 0.
Estalltima es nueva (eatratada en la Ref. 24, Se6nil0.2),
pero $lo ocurre cuandg? est ausente. El formalismo de

Agradezco el apoyo de Guillermo #&tzsch con las figuras
de este artulo, las conversaciones de Jorge A. Flores sobre
exponenciadin de matrices, la colaboraéai estrecha de Sa-

matrices puede ampliarse con una columna para acomodareen Ahmed Khan en el problema de ¢aibitas delalgebra
terminos del hamiltoniano que son lineales en espacio fassjmpléctica, y la generosidad del proyea®APA—UNAM
hace falta conocer solamente los coeficientes del desarrolldl1123000ptica Matenatica
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