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En este trabajo se determinan las condiciones bajo las cuales existen “solitones embebidosT (®E)o qmilsos brillantes y oscuros
convencionales, en una exteiside la ecuadin no lineal de Sclidinger dibica (NLS) con &rminos dispersivos y no lineales de orden
superior. La estabilidad de estos SE se estudiaénigamente y se encuentra que estos solitones son semi-estables. Posteriormente,
analiza el comportamiento oscilatorio amortiguado de los SE perturbados mediante un procedimiento variacional, y se encuentra q
amortiguamiento es una consecuencia directa de la@mits radiadin. Finalmente, se muestra que la unicidad de estos SE es debida a ur
delicado balance entre no linealidad y dispansi

Descriptores: Solitones; ecuadn no lineal de Sclidinger; nétodos variacionales; radiaci.

We determine the conditions for the existence of “embedded solitons” (ES), and conventional bright and dark pulses, in an extensio
the cubic nonlinear Schdinger (NLS) equation with higher-order dispersive and nonlinear terms. The stability of these SE is studie
numerically, and it is found that these solitons are semi-stable. The damped oscillatory behavior of the perturbed SE is then analyzed
variational method, and it is shown that this damping is a consequence of the emission of radiation. Finally, it is shown that the uniquel
of these SE is due to a delicate balance between nonlinearity and dispersion.

Keywords: Solitons; nonlinear Schdinger equation; variational methods; radiation.
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1. Introducaddn estas frecuencias. Esta ofiniestaba respaldada por los re-

_ ~_ sultados obtenidos por Wet al.[1, 2] al estudiar la ecuain
Hasta 1996 no se habencontrado ninguna onda solitaria

carente de radiagn que fuera soludn de alguna extertsin Zaﬁ 1@ _ lﬂ@
de la ecuadin no lineal de Sclidinger ébica (NLS), cuya 9z =~ 207 ot?
relacbn de dispergin lineal k(w) tuviera un rangaR, que la cual permite describir la propagani de pulsos lumino-
incluyera al semi-eje positivf), o) = {k|0 <k < oc}.  sos en fibradpticas, cuando la longitud de onda de la luz
Es decir, no se con@ ningin ejemplo espéfico en el cual ~ es& cerca del punto de cero dispérsiy por los resultados
una ecuadn de la forma encontrados por bk y Karlsson [3] al estudiar la ecué&ci

o 10 ot
9z 202 S
cuya reladdn de dispersin fuera tal qué0, co) C Ry, tuvie-  dondes > 0, la cual es de utilidad para describir la propa-

ra soluciones semejantes a los solitones de la Ec. Nibga,  9acibn de pulsos luminosos mugpidos (del orden de 1ps

es decir, ondas solitarias que no emiten radiacie la forma  de duraddn), cuando la frecuencia del pulso&serca del
valor en el cual la disper@n de tercer orden se anula. En

_ t k12 ambos casos se encantjue una condiéin inicial de la for-
(z,t) = Aysech | — | e, 2 X . . .
mau(0,t) = A, sech(A,t) empieza inmediatamente a emi-
donderk S iderab | i luci tir trenes de radiabin cuasi-monocroaticos. Los resultados
on de 1 >t Ot', € con3| s;a aqueia alIJse.nma c? SO llj,f'o_hurréricos corroboraron que en ambos casos las frecuencias
nes de este lipo era debida a que cualquier onda SOlarigs |5 radiadin emitida coinciden, aproximadamente, con las

que fuera soluur_1 o!e @,y cuya parte central se COMPOT* frecyencias predichas por las condiciones de resonanacia [4]:
tara de manera similar a la fudci (2), forzosamente entiar

. . - . 3 1
en resonancia con las ondas lineales de pﬁmwf_mphtud, ko = Buw® — =w? [enelcasodelaEc.3], (5)
u =0 exp(ikz —iwt) (cond < 1), cuyas frecuencias fueran 2
solucbn de la condidn de resonanci®; = k(w), y por lo
tanto el pulso necesariamente tédadjue emitir radiadin a

+ |uf*u =0, ®)
+ \u|2u: 0, 4)

i, + e1ug + 71 |ul® u + (términos adicionalesy 0, (1)

w1

2

1
ko = ew? — ¢ [enelcasodelaEc.4], (6)
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si se considera que, = A,2/2, que es el amero de on- la Sec. 4, usaremos un tratamiento variacional para entender
da que le corresponderal pulso inicial considerado, si este mejor dmo se genera el comportamiento oscilatorio amor-

pulso evolucionara de acuerdo a la ecaadilLS. tiguado que se observa al perturbar a estos SE. En la Sec. 5
En 1997, sin embargo, se encanfue la ecuadin (vease estudiaremos por @uel SE de la Ec. (7) gsico, a diferen-
la Ref. 5) cia de lo que ocurre con la Ec. NL8lica, la cual tiene una

infinidad de solitones. Veremos que la unicidad de este SE
i teios ter +m wfPu—y|ul*u=0, (7) €s _consgcuenpia de un delicado balance entre no linealidad
0z ot ot y dispersbn. Finalmente, en la Sec. 6 presentamos nuestras
la cual es de utilidad para describir la propagadile pulsos conclusiones.
rapidos en fibra$pticas dopadas con semiconductores [6],
tiene una soludin exacta de la forma (2) si

= (24/49)e? /7%, , . . .
e2/72 = (24/49)ei /o1 Veamos @ condiciones deben cumplir los coeficientes de la

gue no emite ninguna radidci, &in cuando su imero de  EC. (7) para que esta ecuasitenga soluciones tipo sdit.
ondak, esé contenido en el rango de la relagide disper- Sustituyendo directamente la exp@si(2) en la Ec. (7)
sion correspondiente a la Ec. (Bste fue un hallazgo de Se puede ver que para que la ecaage cumpla es necesa-
interés, ya que demostria existencia de un nuevo tipo de rio que los paametrosA;, w; y ki satisfagan las siguientes
pulsosopticos, semejantes por su forma a los solitones de |gcuaciones:

Ec. NLS dibica, pero que se pueden propagar sin radiar bajo

ou 9%u o*u

2. Solitones brillantes, oscu osy embebidos

1/2
condiciones en las cuales antes se pensaba que era inevita- 42 — LN 1 — 2, (72) ! (8)
ble la emisbn de radiadin. Aln cuando estos pulsos no son 572 249
augénticos solitones, a partir de 1999 se les ha empezado alla- 1/2
mar solitones embebidd$SE), dado que suimero de onda w2 = (2452> 1 9)
esh inmerso o “embebido” en el rango démeros de onda Y2 Ay

permitidos por la relaéin de dispergin del sistema [7-12]. 1/2 19

Los SE son de particular importancia porque existen en k= [71 —& (72> 1 A3 — ZpAf (10)
condiciones donde los solitones usuales no pueden existir. 24es 24
Sin embargo, la potencial utilidad de estos pulsos en la tec-

nologa 6ptica depende en gran medida de su capacidad pa%epemosszbservarkque .;t))arg guedla fonci2), Icon los
resistir perturbaciones sin desintegrarse. Este pumo la parametrosA;, w; ¥ k1 arrba indicados, sea reaimente una

estabilidad de los SE) es delicado, ya que el hecho mismo osé)"“:fpn semejante a 9? saii t|)r|ll?jnte_, es lr:jecesarlo q(l)Je los
que el imero de onda de un SE eshmerso en el rango de Zoze |C|entz$ily 7: satistagan asl esigua T[h.as ?3>d y
la relacbn de dispersin del sistema con el cual se @s$ta- i~ > 0, de lo contrariow; resultara compleja. Podemos

tando hace que un SE empiece a radiar inmediatamente si &t _pen Ver que si; y 7; son positivas, y se satisface la con-
perturbado, y si esta emisi de radiad@n contirua el pulso Icion
terminaé por desintegrarse totalmente. gy 2462

En el caso del SE de la Ec. (7) se ha observado que si 3 1942 11)
perturbamos al pulso (ya sea aumentando o disminuyendo su
altura o su anchura@ste empieza a radiar a la frecuencia es-entonces la soluon definida por (2) y (8)-(10) se reduce a la
perada, y su altura comienza a oscilar [5]. Se ha observadmlucbn reportada en la Ref. 5.

también que estas oscilaciones se amortig@idamente, y De manera similar, si sustituimos la exptesi

el pulso parece estabilizarse, alcanzando una nueva configu-

racion de eqwhbng. Sin embargo, el origen de egte compor- u(z,t) = Ay tanh <) exp (iks2) (12)
tamiento oscilatorio amortiguado no ha sido explicado satis- W3

factoriamente.

sn la Ec. (7), esécil probar que esta furfmi es una soludn

En el presente trabajo empezaremos (en la Sec. 2) p tade (7 si Nl o> tomen los valor
examinar gqé condiciones deben cumplir los coeficientes getxacta e (7) siempre y cuandg, w; y k» tomen los valores

ATI i ini igui iones:
la Ec. (7) para que esta ecuaitenga soluciones de la definidos por las siguientes ecuacion

forma (2). Veremos bajo gucondiciones estos pulsos son 1/2
auénticos SE, y mostraremos que la conlici A2 = |y1 42 2 , (13)
5’)/2 2462
e2/72 = (24/49) ef /o 1/2
24 1

. . - tonci wi=(=2) = (14)
no es en realidad una condiai necesaria para la existencia 27 Uy A2’
de este tipo de solitones. En la Sec. 3 estudiaremofnum ) 4
camente la estabilidad de estos solitones. Posteriormente, en ky =11A; —724;. (15)
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Debemos notar que para que (12) sea realmente una@olucirelacbn de dispersin:
similar a un solibn oscuro es necesario giey ; satisfagan A )
las desigualdades;y, > 0y A2 > 0, de lo contrariows, k(w) = eaw® — c1w (16)

resultara compleja. Procediendo de esta forma vemos que en los casos 1Ay 1B

Vemos que dependiendo de los valoresedey vi, la  de la Tabla | el solin brillante de la Ec. (7) no es un SE.
Ec. (7) podra no tener soluciones tipo sdlit, ni brillantes  gn cambio, en los casos 3A y 3B tenemos un a@ntico
ni oscuros (sid;” < 0y A < 0), o tenerlinicamente un  SE. En los casos 4A y 4B siempre existe un éalibrillante,
soliton brillante (sid,? > 0y Ay < 0), o Unicamente un  pero este sokin seé un verdadero SEO si se cumple la
soliton oscuro (siA? < 0y A > 0), 0 lo que es s desigualdad
raro, podra tener ambos tipos de soluciones (para los mis-
mos coeficientes; y +;), es decir, un solin brillante y un Vi > 2772 (17)

2 252

soliton oscuro (sid;® > 0 y A > 0). La existencia de am- g2
bos tipos de solitones (brillantes y oscur@g)no soluciones
de una misma ecuamn (con exactamente los mismos coe-
ficientes), es un féimeno poco usual que hasta ahobos

se halia encontrado en medios pedicos [13]. Cuand@sto bidos como no embebidos) en éimen de dispersh nor-

sucedei(e., cuandoA> > 0 y A2 > 0) podemos usael .
. , - . . mal, lo cual es sumamente raro. Hasta donde les es conocido
mismolaser tanto para transmitir solitones brillantes, comao . .
. . . a los autores, solitones brillantes que puedan propagarse en
para transmitir solitones oscuros, cosa que no es posible en " . ; Y ) :
. - - el régimen de disperdh normal lo han sido encontrados
los sistemas gobernados por la ecaadiLS dibica (en los
o L . cuandce; =0(ye; < 0,71 >0y 72 < 0), pero en ese ca-
cuales se requiereaderes de distintas frecuencias para trans- ' : -
" . . . . so el perfil de los solitones no es una secante higied|[6].
mitir estos dos tipos de solitones). Conviene enfatizar que R -
) e manera similar, la Tabla | muestra que la Ec. (7) tam-
el caso en que (2) y (12) sean dos soluciones de (7), la suma.

. . , . bien permite la propagami de solitones oscuros en ébji-
de estas soluciones ya no &aolucon de la ecuadin [por ; P ; .
. . . men de disperén arbmala, lo cual es tamén excepcional.
ser (7) una ecuagn no lineal]. Por lo tanto, (7) no describe . !
. N : . Se conotn solitones oscuros que se pueden propagar en el
la propagamn simultitneade solitones brillantes y oscuros. . . T . .
) - L régimen de disper8n aromala al acoplarse con solitones bri-
De hecho, no es posible describir la propagacimulnea - . . g
. ) . . llantes de distinta frecuencia [14], pero s€iamgue un soliin
de un solibn brillante y un solibn oscuro utilizando una sola

) o , i . oscuro aislado no péa propagarse con disperai aromala.
ecuaocdn. Para transmitsimultaneament&n solibn brillan- poal propag P

L ! L Ahora los resultados mostrados en la Tabla | muestran que la
te y uno oscuro es necesario utilizar dasdres de distinta : , . .
. . .Ec. (7) permite la propagam de solitones oscuros en ambos
frecuencia, y para modelar este proceso es necesario conside-, . L
) ) redmenes de dispeian.
rar dos ecuaciones tipo NLS acopladas, tal como lo muestran

Trillo et al.en la Ref. 14. o . . -
Las situaciones en las cuales la Ec. (7) tiene al meno§' Oscilaciones amorﬂguadas y semi-estabili-

una soluaddn tipo solibn (ya sea brillante u oscuro) pueden dad
clasificarse en 8 casossicamente distintos, correspondien-
tes a las 8 posibles combinaciones de los coeficienteg

Yy 72 (2 tiene que tener el mismo signo qye para quew; .
sea real). Ahora bien, estos 8 casos se reducen a 4 casos hae SE tiene laforma [5]
tematicamente diferentes, pues la invérssimulinea de los -

; - i 2 t 5 2
signos de los 4 coeficientes no conduce a un caso nasitem  u(z,t)= (2> sec h () exp(z%%z). (18)
camente diferente (tal invetsi equivale simplemente a cam- 72 V1dea/en 72

biar la direcodn del ejez). Por lo tanto, si consideramos el caso particular en que
Las condicionesA,? > 0 y A7 > 0 se pueden escri- ~; =y, =&, = 1y, = 24/49, el SE de la Ec. (7) sauna

bir de una manera muy compacta una vez que los signos dencion de la forma (2), com; = (0.5)Y/2 =~ 0.707,

los coeficientes; y +; han sido especificados. En la Tabla | w, = (48/7)'/? ~ 2.619 y k; = 5/32 ~ 0.156. Veamos

hemos enlistado los 8 casos (4 casos mateamente dife- ahora gé ocurre si tomamos una condiniinicial parecida

rentes), indicando en cada caso los signos;dey;, y mos-  al SE exacto, pero ligeramenteamalta. Consideremos, por

trando las formas compactas que toman las condiciones paggemplo, la condidin inicial

la existencia de solitones brillantes y/o oscuros.

En cada uno de los casos enlistados en la Tabla | en los u(0,t) = Agsech <t> ; (19)
cuales la Ec. (7) tiene un sdiit brillante es posible deter- wo
minar si el solibn en cuestin es realmente un SE, o se tratacon A, = 0.9 y w, = w;. Resolviendo nu@icamente la
de un solibn normal. Tendremos un d@uitico SE si el ime-  Ec. (7) vemos que en este caso el pulso inicial empeaar
ro de ondak,, definido por (10), egétdentro del rango de la radiar como se muestra en la Fig.1, y su altura preseaar

Un punto que merece enfatizarse es que la inforamaci
contenida en la Tabla | muestra que la Ec. (7) permite, en cier-
tos casos, la propag@ci de solitones brillantes (tanto embe-

Examinemos ahorademo se comporta el SE de la Ec. (7)
cuando es perturbado. Cuando la corfmic{11) se cumple,

Rev. Mex. k5. 49 (6) (2003) 493-505
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TABLA |. Casos en los que existen soluciones éalitas para la Ec. (7). Condiciones para su existencia, y condiciones para que los solitones
brillantes estn embebidos en el espectro lineal.

Casos Signos de los coeficientes Condiciones de existencia
[conds. para embebidos]
€1 ot Y2, €2 Solitones brillantes Solitones oscuros
1A + + -
% %E No hay solitones
&1 £2
[ninguno embebido]
1B - - +
2A = + B
No hay solitones A 1m
6% 6 eg
2B + - +
3A + + +
2 1
;*1% 6;% Ve, vi
[todos embebidos]
3B - - -
4A - + +
72 Y2
Vei, Vi é > %g
[embebidos si vale (17)]
4B + - -
oscilaciones amortiguadas que vemos en la Fig. 2. La Fig. 3 )
muestra el espectro (calculado en= 160) de la soluddn ror /\ 1
mostrada en la Fig. 1. Este espectro muestra claramente ; I /\\ ]
grandes picos situados er= +0.24, que corresponden a las T //\\ ]
frecuencia de resonancia 06 i / \ J
1 g //K \\\
wy =+ (15 51) ’ ~ +1. 48, (20) - ;'w\v'v‘/\f\mmmm,/\VWHAMNA// \\\f\Mvn Z_11?\/\f~/f\v’\w\/\/\/‘fl
14 &9 02 . / \\ﬁ z=100 4
= ArAVVVVVVWANAAAAAAAAAN ) \ W WV A A~
[ e
gue son las figes de la condidin de resonancia 0.0 " WWWWWinnvn W e
-100 -8IO —6:0 -1;0 -210 (l) 2I0 4I0 SIO 8IO 100
2 t

k= esw® — g1,
FIGURA 1. Perfil del pulso er = 70,100, 140, correspondien-
te a una condién inicial de la forma (19), cuya altura inicial

1
2

~ £0.41. (21)

La presencia de .estos do§ pi_cog de radia@n e_I fa_spec_tro (A, = 0.9) es mayor que la del SE exactd,(= /1/2 ).
mostrado en la Fig. 3 paregaiindicar que la radiadh emi-
bargo, si calculamos la transformada de Fourier (TF) sola-
mente de la radiadh contenida en el intervall2 < ¢ < 64 7343 &

; . ; 14 )
modulo de la TF) mostrado en la Fig. 4. En esta figura ve-
mos dos picos: uno grande situadoier= 0.24 (w = 1.5) La generadn de radiadn porresonancia parciake@a exa-
trada en (20), y uno muy peqie situado env = —0.07  es que el tren de radidei emitido por el extremos derecho
que corresponde a una de las frecuencigs = +0.066  del pulso contiene 2 frecuencias y es, por lo tabicromati-

tida por el pulso es completamente monocatioa. Sin em-  parcial —k; = e,w? — £,w?, cuyas rices son

(paraz = 160), obtenemos el espectrog, el cuadrado del Wrp =+

gue corresponde a la frecuencia de resonancia positiva mostinada en otra publican. Aqu lo que queremos mencionar
(wrp = £0.41) que se obtienen de tmndicbn de resonancia co. Lo mismo ocurre con el tren de radiéni emitido por
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0.975

0.875

=0)|

0.775

Ju(z,t

0.675

0575 b v 0 0 0000w 0

esiv = —0.24 y v = 0.07). Los resultados nuéricos con-
firman que los frentes de avance de los trenens de radiaci
mostrados en la Fig. 1 se mueven a lo largo det ejen las
velocidades de grupo rewocasdt/dz = k' (twyp).

La grafica mostrada en la Fig. 2 pareieeindicar que una
vez que las oscilaciones del SE perturbado se han amortigua-
do, el pulso se estabiliza y alcanza una nueva configumaci
de equilibrio, cuya altura difiere del SE exacto. Sin embargo,
de ser esto cierto, implicar que la Ec. (7) tiene otras solu-
ciones [distintas del SE (18)] que tienen un perfil similar a
un solibn, pero que no radn, ain cuando el rango de la re-
lacion de dispergin (16) contiene al intervald < k < oco.

En otras palabras: exidtin otros SE adeas del solibn (18).
Esto podia suceder, pero darun resultado excepcional, ya
que por lo general los SE son soluciones aisladasgas [8].

A continuacon investigaremos si en verdad el SE perturba-

FIGURA 2. Forma en que oscila la altura del pulso cuando se tomado de la Ec. (7) alcanza otras configuraciones de equilibrio

la condicbn inicial (19) cond, = 0.9y w, = w1 =~ 2.62.

150

100 —

Spectrum

50 -

0 A_JN L

Frequency

FIGURA 3. Espectro de la solumn de la Ec. (7) er = 160, para
la misma condidn inicial considerada en las Figs. 1y 2.

Spectrum

A
o] JAN,
1 1 1

-2 0 2

Frequency

FIGURA 4. Espectro de la radigm emitida (en el intervalo
12 £ t < 64) por la solucdn de la Ec. (7) er = 160, correspon-
diente a la misma condien inicial considerada en las Figs. 1-3.

distintas del SE exacto.

En la Fig. 2 podemos observar que la altura del SE per-
turbado parece estabilizarse en un valor cercano a 0.77, que
esh por arriba del SE exacto, cuya alturg@s$)'/? ~ 0.71.

Para ver si en realidad al perturbar el SE (18), aumentando
su altura por encima de 0.77, se alcanza un nuevo estado de
equilibrio distinto al SE exacto, calculamos nuevamente la
solucbn nunerica directa de la Ec. (7), pero esta vez sobre
un intervalo mucho s largo,0 < z < 1000, y utilizan-

do un pulso inicial con una alturaas cercana a 0.77, es
decir, tomamos una cond@si inicial de la forma (19), con

A, = 08y w, = w; = (48/7)"/2. El resultado de este
calculo se puede ver en la Fig. 5. Estafgga muestra con to-

da claridad que la altura del pulso no se estabiliza alrededor
de 0.77. Una vez que las oscilaciones se han amortiguado, la
altura del pulso empieza a caer de forma continua, y se apro-
xima lenta y asiriticamente a la altura del SE exacto. Este
resultado indica que al perturbar al SE exacto (aumentando
su altura), el pulso arroja la engégigexcedente (en forma de
radiacbn), y retorna a la configuram de equilibrio (18). En

la Fig. 6 podemos veramo evoluciona la energ de la parte
solitonica del pulso durante este proceso. Esta éasmgcal-

culd integrandd u|* sobre el intervale-20 < ¢ < 20, el cual
contieneintegramente la parte sdiitica del pulso (cuando

z < 2000), y excluye pacticamente toda la radi@ci emiti-

da. El pulso (18) parecir, pues, estable. Esta “estabilidad”
corresponde, sin embargo, a perturbaciones en las cuales la
enerda del pulso inicial es superior a la del SE exacto. Para
saber 6mo evoluciona la altura del pulso cuando la eferg
inicial es menor que la del SE exacto, calculamos la sofuci

de la Ec. (7) para una condaxi inicial de la forma (19), pero
esta vez coM, = 0.6 (que es menor que la altura del SE) y
w, = w; = (48/7)/2. La forma en que la radiam empie-

za a ser emitida puede verse en la Fig. 7. El comportamiento
de la altura del solitn para esta condimn inicial se puede

ver en la Fig. 8. En esta @fica vemos que desps de las
primeras oscilaciones la altura del pulso cae decididamente,

el extremo izquierdo del pulsop® que en ese caso las sin que se observe ninguna tendencia a estabilizarse. Esto nos
frecuencias de radigm tienen los signos invertidos (esto indica que el pulso no encuentra ninguna otra configaraci
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FIGURA 5. Forma en que va la altura del pulso cuando la enierg
inicial es mayor que la del SE exacto. Se tofa condicon ini-
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cial (19) con4, = 0.8 y w, = w1 ~ 2.62.
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FIGURA 9. Enerda del pulso (sin inclir la enerda de la radiadin)
como funcén dez, para una condion inicial de la forma (19) con
A() = 0.6 Ywo =w1 ~ 2.62.

de equilibrio (con una altura menor que el SE exacto), de ma-
nera que su altura contia cayendo inexorablemente. Con-
forme la altura del pulso va cayendo tagbia enrga con-
tenida en la parte solihica de la soluéin va disminuyendo,
como puede verse en la Fig. 9. Aligual que antes, estaienerg
se obtuvo integrandpu|* sobre el intervalo-20 < ¢ < 20.
Vemos, pues, que el SE (18) se comporta como una $oluci
estable ante perturbaciones que incrementen suiangp-

mo una soludn inestable ante perturbaciones que la dismi-
nuyan. El SE es, pues, lo que se conoce como una éaluci
semi-estable

4. Tratamiento variacional

En la secdn anterior hemos visto que cuando el pulso inicial
es un poco ras alto que el soliin exacto, la altura del pulso
presenta inicialmente un comportamiento oscilatorio amorti-
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guado (como se observa en la Fig. 2), y posteriormente decaenitida. La ener@ de la soluén completa debe mantenerse
lentamente conforme el pulso se aproxima al 8nliégxacto. constante, ya que la invariancia de la lagrangiana (24) ante
En esta secon queremos examinar conasicuidado @mo  corrimientos de fase.€., u’ = u ¢*¢) implica (por el teorema

se originan las oscilaciones amortiguadas que vemos en tie Noether) que la integral de|> es una cantidad conserva-
Fig. 2. Estas oscilaciones se pfadr entender con claridad da. Por otra parte, la enéagle la parte “soli@nica” no puede

si uno pudiera reproducirlas mediante édtodo variacional mantenerse constante, pues parte de esaiarsgransfiere
introducido por Anderson [15], el cual ha permitido com- a laradiaddbn. Teniendo esto en mente podemos constatar que
prender nas profundamente una amplia gama de procesos das Ecs. (25)-(28) no son todavsatisfactorias, ya que estas
optica no lineal (ver la Ref. 16 y las referencia$ miencio-  ecuaciones implican que

nadas). Resulta, sin embargo, que el comportamiento oscila-

torio amortiguado mostrado en la Fig. 2 no ha podido serex- ¢4 by ) d ) )

plicado por el nétodo tradicional de Anderson, ya que nose 7 / | Upructa |” dt = -~ (247w +Tg") =0, (29)

ha encontrado una furtm de prueba que describa adecuada- —oo

mente pulsos con radidwri, como el que vemos en la Fig. 1.
Para resolver esta dificultad seguiremos un procedimiento
milar al que utilizaron Kath y Smyth [17] para describir la
evolucbn de solitones perturbados en el caso de la eéoaci

gy.esto significaia que la enefi@ de la parte sofiinica de la
solucbn se mantiene constante, lo cual, como dijimos arri-
ba, no sucede debido a la endiside radiadin. Lo que de-

A, belfiamos tener en lugar de (29) es una ecade la forma
NLS clbica.
Empecemos considerando una fuimcide prueba de la T40-
forma d d
, E(QAQUJ +Tg%) = —2% / | u, |? dt, (30)
u(z,t) = {A(z)sech <w(z)> + ig(z)s(t)] e (22) z

dondew,(z,t) es la radiadn emitida yQ es el regproco
de la velocidad a la cual avanza el frente de radiacLa
Lif |t |<T/2 Ec. (30) nos dice que la enéagyue pierde la parte sdiitica
s(t) = { 0if |t |>1T/2 (23) de la soluddn debe ser igual a la enéagque gana la radia-
cion, ya que la enefg total {.e. la energa de la solud@n
y T es una constante cuyo valor se elagmas tarde. Si- completa) debe mantenerse constante.
guiendo ahora el procedimiento usual de Anderson, susti- pgra que el sistema (25)-(28) sea consistente con la
tuimos (22) en la lagrangiana correspondiente a la Ec. (7): gc. (30) es necesario introducir una corréecaén la Ec. (25),

anadindole en el miembro derecho étmino adicional

dondes(t) es la funcdn escabn

L =i(uu* —uul) — 261 | ug |? +2e0 | ug |?
T+Q=

2
+M ‘ u |4 —=72 | u ‘67 (24) — _Li / 2 31
3 R(Z) Tgdz ‘ Uy | dt. (31)

vlN

luego integramos sobrey con la lagrangiana integrada ob-
tenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondient

?dn esta adiéin, el sistema formado por las Ecs. (26)-(28) y
cuya forma es

la ecuaddn corregida:

72144)) (25) / 272ﬂ § 2 16

261 28 g2 16 9
5wt = 2 A(yA 2 AY) 4R (32
A (71 2 T hwt 157 >+ (32)

2
S Ry G 2
77 5y (71 @2 T 5w 15

8
wt §72A4’ (26) es ya consistente con la Ec. (30).
T - 7 8 Lo que ahora necesitamos es expresar a la fungy z)
(wA) = —g (ylAQ - —12 +-=2 72144) , (27)  en €rminos deA(z), w(z), g(z) y 6(z), pues de lo con-
T w v trario tendramos 5 inégnitas, pero solamente 4 ecuaciones
A? . 7 A? 8 > 0 de Euler-Lagrange. Para encontar esta réfaempezaremos
N w3 - por aproximar la radiadh emitida por el extremo derecho

) o ) del pulso por una solugn de la parte lineal de la Ec. (7) de
donde las primas indican derivadas respectolastas ecua- |5 forma siguiente:

ciones no pueden describir todawe manera adecuada la

solucbn de la Ec. (7) correspondiente a la conglicini- up(2,t) = Se— = Pteilkmz—wnt) (33)

cial (19), ya que la funéin de prueba 22) no contier&rini-

nos que describan la radidai emitida. La soludéin completa  dondeq, 3, 4, k.., Y w,,, SON constantes (% < 1). Conside-
de (7) tenda una parte similar a un sdit (que puede des- raremos que,, es el valor promedio de, y w,, Y quek,,

cribirse mediante (22)), &s otra parte que es la radiagi  puede aproximarse mediante la reteccide dispergin (16).
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8

Los valores dex y 3 pueden hallarse sustituyendo (33) en la
parte lineal de (7).

La Ec.(33) nos permite evaluar la integral que aparece

en (31), lo cual nos conduce a la siguiente expregiara 6
R(2):
5
w
RE) = 2 [ (e @ee],  (39)
Tg(2) ’

dondep = a/3 y r(z) es la funcon

045 025 035 045 055 065 075 085 095
r(z) =l u(2,T/2) |- (35) A
FIGURA 10. Curvas correspondientes a las ecuaciones (38) (curva

. } ) delgada) y (39) (curva gruesa). Los valorek, (w,) de la con-
La expresdn (34) no es todds completamente satisfacto- gicion inicial(19) corresponden al pedi@dreulo sobre la curva
ria, ya que diverge en los puntos en los gie) = 0. Mas  delgada, y los valoresi; , w1) del SE exacto corresponden al pun-
adelante explicaremo®$mo mejorar (34). Tambn explica-  to negro sobre la curva gruesa. La interséaaile ambas curvas
remos ©mo evaluar el pametroT. determina el punto4es, wes)-

Las expresiones (33) y (35) nos permiten obtener una pri- - sj consideramos qué(z) es proporcional &,, — Ee,
mera aprOXimaﬁn para’(z). Sin embargo, pOdemOS obtener se deb&ax Cump"r una ecuabn de la forma
un mejor valor para esta fur@ri en €rminos ded(z), w(z) y
g(z) si recordamos que al estudiar la ecéadNLS dibica se r? = M(2A*w + Tg* — 242 w.), (40)
ha encontrado que cuando un pulso oscilante tiende hacia u
solucbn estacionaria, el valor d€(z) resulta proporcional
a la diferenciafl,; — E., dondeFE,, es la ener@ del pulso
oscilante yE., es la ener@ de la solud@n estacionaria. En
nuestro caso podemos expresar estas eaweey la forma

83ndeM es una cierta constante de proporcionalidad. En el
Apéndice A se muestrabmo obtener un valor aproximado
para esta constante érminos ded., y Wes.

Sustituyendo (40) en (34) paret@gue tuvéramos ya lo
que desabamos: una exprési paraR(z) en €rminos de
A(z), w(z) y g(z). Sin embargo, nos restan dos cosas por
hacer: calcular el pametroT, y modificar la Ec. (34) para
Eos = 2A%(2)w(2) + Tg*(2), (36)  evitar las singularidades que aparecen cuay{dd = 0. En
Eeoy = 242 wes, (37) el Apéndice B se muestrémo calculafl’. Por otro lado, po-
demos modificar la expresi (34) reemplazando la furdgi
g(z) que aparece en el denominador, por una famgare-

dondeA., y w., son la altura y la anchura de la solbici Cidfig(_z)’ que no sea igual a cero en nimgpunto. En el
estacionaria de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estos vaPéndice C se muestra que podemos tomar

lores se pueden encontrar a partir de las Ecs. (28) y (32), ya B sgn(g(2))r(z)
gue estas ecuaciones implican qlig y w.; son la solu@n z) = W’ (41)
del sistema ( )

dondesgn(g(z)) = 1sig(z) > 0,y sgn(g(z)) = —1 si
g(z) < 0. Reemplazando la fun@n g(z) que aparece en el

A2 7 AQ 8 . , ..
1265 e AL — ey §S+—vzwesAgs=K, (38) denominador de (34), por la furici g(z) definida en (41),
Wes 5 Twg, 15 obtenemos
2e 28 ¢ 16 3
2 _ %1 208 044 2M N2 _o50-
N =zt pn 52 Ae =00 (39 R(z) = —sgn(9)Q r(2) (T) e e (42)

Ahora, sutituyendo en esta expi@sila forma der(z) dada
dondeK es una cantidad conservada cuyo valor se encuentggor (40), obtenemos una expr@siparaR(z) en €rminos de
reemplazandel.; y w.s en (38), por los valores iniciales,  A(z), w(z) y g(z), que no tiene singularidades.

y w,. En la Fig. 10 podemos ver la forma de las curvas de- Estamos, finalmente, en condiciones de calcudan@es
terminadas por las Ecs. (38) y (39). Los valoresidgy we la evolucbn del pulso inicial (19) de acuerdo con las ecua-
corresponden a la intersednide estas dos curvas. ciones de Euler-Lagrange modificadas (26)-(28) y (32), y las

Rev. Mex. . 49 (6) (2003) 493-505



EXISTENCIA Y PERTURBACION DE SOLITONES “EMBEBIDOS”, GOBERNADOS. .. 501

0.930

0.880

S L
< 0.830

0.780

0‘730 1 1 1 1 i 1 1l 1 1 1 i 1 1l 1 I 1 i 1 I 1 1 1 1 1
0 25 50 75 100 125

A
FIGURA 11. Comportamiento del(z) predicho por las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condici
inicial (19), conA, = 0.9 y w, = w1 ~ 2.62.
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FIGURA 12. Comportamiento de(z) predicho por las ecuacio-

nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condici
inicial (19), con4, = 0.9y w, = w1 ~ 2.62.
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FIGURA 13. Comportamiento de(z) predicho por las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condici
inicial (19), conA, = 0.9 y w, = w1 ~ 2.62.

ecuaciones auxiliares (40) y (42). Utilizando un algoritmo de
Runge-Kutta del° orden para resolver este sistema, encon-
tramos que estas ecuaciones predicend(ug, w(z) y g(z)
evolucionaan como se muestra en las Figs. 11-13. lafiga
correspondiente d(z) no se muestra ya que el comporta-
miento de esta funén resulta ser undrea rectaf) = kz,
conk = 0.17.

La Fig. 11 nos muestra que las ecuaciones de Euler-
Lagrange, con la corredm debida a la radiagh emitida,
predicen acertadamente que la altura del pulso &emdr
comportamiento oscilatorio amortiguado. Se puede compro-
bar que el amortiguamiento de estas oscilaciones es una con-
secuencia directa de la endiside radiadn, ya que si en la
Ec. (32) hacemos cero la correigidebida a la radiagn, el
amortiguamiento desaparece. La semejanza entre las Figs. 2
y 11 muestra que la correéci R(z) que introdujimos en la
Ec. (32) describe de manera bastante satisfactoria laianerg
perdida por radiaéin. Sin embargo, una comparagci mas
cuidadosa entre estas dogfigas muestra que las oscilacio-
nes de la Fig. 11 presentan un desplazamiento vertical de 0.05
(que corresponde a un 5.5% de la altura inicial del pulso),
con respecto a las oscilaciones de la Fig. 2. El origen de es-
te desplazamiento puede entenderse con ayuda de la Fig. 10
El pequéio drculo sobre la curva delgada que vemos en esta
figura nos indica la altura y la anchura del pulso inicial (19).
Conforme el pulso avanza por la fibra, su altura y anchura
cambian, y el punto de coordenadaKz), w(z)) empieza a
moverse sobre la curva delgada, ya que las funciotie$
y w(z) deben satisfacer la ecuénide Euler-Lagrange (28).
Ahora bien, ellnico punto de esta curva que &stsocia-
do a una soluéin estacionaria de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, es el punt®., w.s) definido por la intersecén
de las dos curvas mostradas en la figura, de manera que el
pulso tiende a esa configurani Ad pues, conforme las os-
cilaciones del pulso se van amortiguando, su altura y anchura
tienden, respectivamente, a los valores y w.,. La Fig. 10
nos muestra qud.,; ~ 0.83, y esto nos explica porguen la
Fig. 11 vemos que la altura del pulso se aproxima a este valor
al ir amortigiandose sus oscilaciones. Si la conlicinicial
hubiera sido distinta, el pun{ei(z), w(z)) se hubiera movi-
do sobre otra curva (similar a la curva delgada de la Fig. 10),
y esa nueva curva hdhrintersectado a la curva gruesa de la
Fig. 10 en otro puntdA.., w,,). Dependiendo de la condi-
cion inicial elegida, el puntoA, ., w,,) podiia estar ras cer-
ca o nas lejos de la configuraim correspondiente al sdii
exacto.

La Fig. 12 muestra que tan@i la anchura del pulso tie-
ne un comportamiento oscilatorio amortiguado. Sin embar-
go, las oscilaciones de(z) presentan una diferencia de fa-
se der rad con respecto a las oscilacionesAle), de ma-
nera quew(z) crece cuand(z) disminuye, y viceversa.
Esto se debe a que el pulso trata de mantener suianerg
(242w +Tg¢?) constante, y por lo tanto el produc@d?w es
aproximadamente constante (ya gifees una cantidad pe-
guedia, se@n vemos en la Fig. 13).
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La Fig. 13 muestra queg(z) tambEén tiene un compor- Si ahora denotamos comigk, w) a la doble transformada de
tamiento oscilatorio amortiguado, y las oscilacioneg @dg Fourier:
presentan una diferencia de fasezg& con respecto a las

oscilaciones dei(z). Podemos ver que(z) tiende a cero a ~ 1 T 7 (ki)
medida que las oscilaciones dé¢z) y w(z) tienden a desa- u(k,w) = Gy / / u(z,t)e dzdt (45)
parecer. —%0 —o0

Por lo que respecta a la fudcid(z), hemos indicado ya
qued(z) = kz, conk = 0.17. Este comportamiento es muy y transformamos la Ec. (43), obtenemos
comprensible ya que la solaei exacta (18) de la Ec. (7) tie- ~
ne un factor exponenciakp(ike,z), CONker = 5v,2/3272, Uk, w) = M (46)
y cuandoy; = v = 1 tenemos qué., = 5/32 ~ 0.16. Por eawt —ew? — k
lo tanto, el comportamiento de la exponenciap(i 6(z))
gue aparece en la furii de prueba (22) es muy similar a la
exponenciabxp(ik..z) de la soludbn exacta (18).

Veamos ahora lo que sucede cuande, t) es una funén de
la forma

w

_ i iqz
5. Unicidad del soliton embebido u(z,t) = A sech ( ) e (47)

Tomando en cuenta lo que hemos visto en las _secciones a8i calculamos las transformadag:, w) y f(k, w) correspon-
teriores, podemos ver que el SE de la Ec. (7) tiene 3 carac-

teristicas principales que lo diferencian de los solitones nora. ¢ ta funii. v | titui 26) I |
males de la ecuagi NLS dibica: ientes a esta funan, y las sustituimos en (46),llegamos a la

siguiente ecuabn:
(a) el numero de onda del SE é@stembebido” en el espec-
tro lineal; TWW caw® + cow? + co
' (sech—) dg—k)=
cowt —g1w? —gq

X (sech %) o0(k—q), (48)

(b) el SE es una solugh semi-estable;

(c) el SE es una solugn aislada; su altura, anchura y
nimero de onda esh determinados de mandiaica

por los coeficientes de la ecuéni donde

La caracteistica (a) es una consecuencia égitino dis- c4 = € yo w? A4, (49)
persivo de cuarto orderz{u4:) que aparece en la Ec. (7). 24
Este €rmino hace que el rango de la refatide dispersin o = 1 w2 A2 §A2 m (50)
k(w) dada por (16) contenga a todos ldsnreros de onda 2= 502 6 v )’
positivos (cuande, > 0), y a todos los imeros de onda
negativos (cuande, < 0), e incluya asal nimero de onda _1 2 (3 2.

’ Co = =72 A — A il (51)

del SE. 2 4 V2

Las caractédsticas (b) y (c) eén indisolublemente liga-
das. El SE es semi-estable porque ante una pertargcie
le reste algo de endayel pulso ya no logra encontrar otra

Es claro que la Ec. (4840 se cumplia si los 2 polinomios
de cuarto orden ew que aparecen en el miembro derecho
de esta ecuadh se cancelan mutuamente, y para que es-

configuracdbn de equilibrio (distinta del SE exacto) que le debé tisf las 3 dici iquientes:
permita propagarse por la fibra sin distorsionarse. En estté) ocurra debem saliStacerse 1as S condiciones siguientes:
(A,w)=ea, ca(A,w)=—e1 Y co(A)=—¢q. Estas 3 con-

sentido, la semi-estabilidad del SE es una consecuencia Ge\: ) .
. Olglmones determinan de manefiaica los valores de los 3

pa@metros(A, w y ¢) que definen al pulso (47) y, como el
lector ya hab#t imaginado, estas condiciones se cumplen si
(v sblo si) los paametrosA, w y g toman los valoresl, w;
X k, definidos por las Ecs. (8)-(10).

Vemos, pues, que la unicidad del SE de la Ec. (7) se debe
& que la cancelagn mutua de los 2 polinomios que aparecen
en (48) impone 3 condiciones, las cuales determinawodn
camente la altura, la anchura y éimero de onda del satih.

gué el SE de la Ec. (7) emico, a diferencia de lo que ocurre
en el caso de la ecuaxi NLS dibica, la cual tiene toda una
familia de solitones de distintas alturas.

La unicidad del SE de la Ec. (7) puede entenderse co
claridad si examinamos conas cuidado el balance entre dis-
persbn y no linealidad que da lugar a la existencia de est
soliton. Para ello conviene escribir la Ec. (7) en la forma

Z@ + 51@ + 52@ = f(z,1), (43) Debemos ahora (_)bservar que el polinomio que aparece en el
0z ot? ot numerador del miembro derecho de (48) depende de los co-

donde eficientes no lineales, y v, mientras que el polinomio que
5 4 esh en el denominador depende de los coeficientes dispersi-

fzt) = —mulu+ vz [u]" u. (44)  vose, y £5. Por lo tanto, la cancelam mutua de estos dos
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polinomios es una exprési del delicado balance entre no s, y —, tienen signos contrariosa y ~y;, respectivamen-

linealidad y dispergin que da origen al SE de la Ec. (7). te. La existencia de los solitones oscuros obedece a razones
Observemos ahora gues lo que pasa en el caso de laaralogas.
ecuacbn NLS dibica {.e., cuandc, = v = 0). En ese ca- Posteriormente analizamos néaritamente el comporta-

so, en lugar de la Ec. (48), tendremos la siguiente eénaci miento del SE (18) ante perturbaciones, y vimos que el SE
, , (18) es una soluén semi-estableEsto es, ante perturbacio-
(sech M) 5(g— k) = ¢, w?+ ¢ nes que incrementen su enierge comporta como una solu-
—c1w? — ¢ cion estable, mientras que ante perturbaciones que disminu-
yan su enefig se comporta como una solémiinestable, y su
altura disminuye de manera continua.
A continuacon presentamos un alisis variacional que

X (sech%) o0(k—4q), (52)

donde nos permite entender mejodmo se originan las oscilacio-
/ 1 9 49 nes amortiguadas que se observan al perturbar los SE de la
Cg=—5 M w A%, (53) . ) ; _
92 Ec. (7), y vimos que el amortiguamiento es una consecuencia
, 1 ) de la emigbn de radiad@n.
o =—5nA% (54) Finalmente, analizamos porgjel SE de la Ec. (7) dmi-

co, a diferencia de lo que ocurre con la ecoadiLS dibica,
Ahora, para que (52) se cumpla, debemos exigir que l0s 2 p@a cual acepta solitones de altura arbitraria. Vimos que la uni-
linomios de2° orden que aparecen en el lado derecho de Izjdad de este SE es una consecuencia de un delicado balanc:
ecuacdbn se cancelen mutuamente, y esto impanieamen-  entre no linealidad y dispefsi, el cual puede apreciarse cla-

te 2 condicionesc, (A, w) = —&1 Y ¢o(A) = —q, las cuales  ramente al tomar la transformada de Fourier de la Ec. (7).
nos conducen a las conocidas relaciones

1 (55)
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forma sencilla de entender por &ua diferencia de lo que
ocurre con la Ec. (7), la ecud@eci NLS dibica es capaz de
aceptar solitones de altura arbitraria.

Apéndice A

Veamos ahora@mo obtener la constante M. De (40) se sigue
que

d [r? d
— (=) = -4+ Tg%). Al
6. Conclusiones iz (M> 524" +Tg) (A1)

En este trabajo empezamos por examinar bagapndicio- ~ Si ahora expresamo$(z) y w(z) en la forma

nes la Ec. (7) tiene soluciones tipo solit(.e.,con perfiles de

secho tanh), y cuando estas soluciones constituyeréatit A(z) = Acs + 64 (A2)
cos “solitones embebidos” (S!E). Vimos'que en qlgunos casos W(z) = wes + ow (A.3)
la Ec. (7) permite la propagdmi de solitones brillantes en

el regimen de dispersn normal (casos 1B, 3By 4A de la y systituimos estas expresiones en (A.1), obtenemos
Tabla 1), y de solitones oscuros en efjimen de dispersn

anbmala (casos 2B, 3A 'y 4B). Tanéi vimos que, bajo cier- 1 dr? d 9

tas condiciones, en los casos 3y 4 pueden existir tanto solito-A7 4 5(4‘463“)63514 + 240w + 44 0Adw

nes brillantes como oscuros (para los mismos coeficientes

Y 7:), lo cual no es posible en sistemas descritos por la ecua-
cion NLS dibica. La existencia de solitones brillantes en IosDe manera similar, sustituyendo (A.2) y (A.3) en la ecaaci
casos 1B y 3B se debe, fundamentalmente, agyey; son

ambas negativas, lo cual permite que haya un balance entreel 42 . 7T A% 8 G

efecto de disperén de la velocidad de grupo y el efecto de 1o, ~ nwA” — 52,3 + 1—57211)/1 =K, (A9
auto-moduladn de fase, de manera similar a lo que ocurre

cuandos; y 41 son ambas positivas. En el caso 4A la existen-Obtenemos

cia del solibn brillante se debe a la presencia de &raiinos ) )
de orden superioreg us; Y —yo [u|* u), y al hecho de que ~ ™19w” + n2dw +nad Adw + nyd A +nz0A° =0, (A.6)

+2wes0 A% 4+ 20wS A% 4+ Tg?). (A.4)
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donde las funciones; (A.s, w.s) han sido definidas de la si- Por otra parte, si en (A.12) conservamasicamente los

guiente manera: téerminos de primer orden e, obtenemos
A% 84 A2,
m= s T e (A7) Sw ~ —mi 5 A, (B.5)
A2 42 A2 16 dw' = —m6A’. (B.6)
_ 4 es es 6
N9 = 2’71Aes + 281728 — 362 wés — B’YQA&S? (A8)
A ’1 A 96 Sustituyendo estas expresiones en (B.1), despejandmon-
ng = 8y A%, + 4ey wgs - =e wzs — BWQAES, (A.9) servando solamente @rmino de primer orden, obtenemos
es €es
. Aes 28 Ay 96 Wesha — Aesh
=871 A2 —4e1 =+ ey — —pwe 4D, (A10 o WesD2 — LesD1 o 1y _
Ty V1Aes €1 Wes + 5 €2 wg)s 15’}/211] es? ( ) g (LngT 0A y (B 7)
2 14
ns = 12711433 ) €§ — lﬁygwelgAﬁs. (A.12) donde
Wes D wg
A partir de la Ec. (A.6) podemos obtener una expmepa- 24,4 o o T eg 24 4
raéw en potencias d&A. Conservandotdo los érminos de 1= n 61—271wesf4€s—3w3§ g2 WesAcs )5 (B-8)
primer y segundo orden, encontramos la siguiente expresi ) o1 B .
_Aes 2 42 €2 4
ow = —m10A + m26A2, (AlZ) ba= wgs <€1")/1’LUESA€S+5 wgs +1572wes‘465>'
donde (B.9)
= A.13
mi= Cng’ (A.13) De manera similar, sustituyendo (A.2) y (A.3) en (25), y con-
1 9 servanddinicamente elérmino de primer orden e, ob-
T = — <n3”4 _ n”;‘l _ n5> ) (A.14) tenemos
) u») ny
Si ahora sustituimos (A.12) en (A.4) obtenemos (a segundo r_ b SA B.10
orden ery A) g = (o 92 )4, (.10
1 dr? d
ME = 2(’(1)(3‘; — leAes + m2A§€)£ donde
ng 2 16 28 1<) 261
§A? A.15 = | 72 A%, -3y A2, —— B.11
x [ s — 2y Ao +m2Ags)} (A-15) N30 ( g e =Inde ot ), (B1D
y si comparamos esta exprésicon la que se obtiene en el ca- 8 Aus (28 &
SO en ques = v = 0, vemos que eBrmino entre pantesis 9275 03 (5 w2 _51) : (B.12)
cuadrados es una aproximaeiparar?, lo cual implica que ° °
M= L ’ (A.16) Con (B.7) y (B.10) podemos ahora obtener las siguientes
2(wes — 2m1Aes + maAZ,) ecuaciones pargy § A:
que es el valor que bugbamos.
T
. g’ =~ asb;G g, (B.13)
Apéndice B b or
n ., @392
Para calcular el valor de T empecemos por sustituir (A.2) 04" ~ E 04, (B.14)
y (A.3) en (27). Conservandmicamente losgrminos de pri-
mer orden e A y jw obtenemos donde hemos definido
0s0A" + Acsdw’ ~ a;TgdA TGS Tg, (B.1
Wesd A+ Acsduw’ ~ a1 TgoA + a;TGow + asTy, (B.1) E = wesby — Augby, (B.15)
donde b
2 16 G=g —go. B.16
a; = —Aes (71 - 721435) ; (B.2) a9, ( )
T 9
2 14 &, Resolviendo (B.13) y (B.14) encontramos que
ag = &1 — & ) (B-3)
w3, 3 w2,
1 , . e 8, g = ciisen(kz) + ciacos(kz), (B.17)
B=7 (71’468 BT 9W2Aes> (B.4) 5A = cyrsen(kz) + cancos(kz), (B.18)
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dondec;; son funciones de que vafan lentamente, y
a3b2GT
T

Supondremos ahora que élmero de onda y la amplitud
se relacionan como en el caso de la ecra®iLS, es decir,
consideraremos que

k* = (B.19)

(B.20)

es?

Y1 42
k=—A
2
y de las doslltimas ecuaciones obtenemos una expresi
aproximada pard’”:
_ B A
B angG 4 '

(B.21)

Apéndice C

Para encontrar una exprésianaitica para la fundn g(z),
debemos investigar primero @ues la forma dey(z). Para

505

ello empecemos por observar que (A.15) y (A.16) implican
que
r? =6A% + TMg>. (C.1)

Si ahora sustituimos aglas expresiones (B.17) y (B.18), y
tomamos en cuenta qug; = co; = 0 (para ser consisten-

tes con los comportamientos mostrados en las Figs. 4 y 6),

podemos ver que;; = r (TM)~Y/2 y ¢y = r, de manera
que (B.17) toma la forma

L)lsen(kz).

(TM)>

9(z) = (C.2)

Si ahora reemplazamos la fubnisen(kz) que aparece en
esta expresin por su valor medio cuadgico+2~!/2 [toman-
do el signo positivo en los intervalos donglew(kz) > 0,y
el signo negativo dondeen(kz) < 0] obtenemos la expre-
sion (41).
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