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En este trabajo se determinan las condiciones bajo las cuales existen “solitones embebidos” (SE), ası́ como pulsos brillantes y oscuros
convencionales, en una extensión de la ecuación no lineal de Schrödinger ćubica (NLS) con t́erminos dispersivos y no lineales de orden
superior. La estabilidad de estos SE se estudia numéricamente y se encuentra que estos solitones son semi-estables. Posteriormente, se
analiza el comportamiento oscilatorio amortiguado de los SE perturbados mediante un procedimiento variacional, y se encuentra que el
amortiguamiento es una consecuencia directa de la emisión de radiacíon. Finalmente, se muestra que la unicidad de estos SE es debida a un
delicado balance entre no linealidad y dispersión.

Descriptores:Solitones; ecuación no lineal de Schrödinger; ḿetodos variacionales; radiación.

We determine the conditions for the existence of “embedded solitons” (ES), and conventional bright and dark pulses, in an extension of
the cubic nonlinear Schrödinger (NLS) equation with higher-order dispersive and nonlinear terms. The stability of these SE is studied
numerically, and it is found that these solitons are semi-stable. The damped oscillatory behavior of the perturbed SE is then analyzed by a
variational method, and it is shown that this damping is a consequence of the emission of radiation. Finally, it is shown that the uniqueness
of these SE is due to a delicate balance between nonlinearity and dispersion.
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1. Int roducción

Hasta 1996 no se habı́a encontrado ninguna onda solitaria
carente de radiación que fuera solución de alguna extensión
de la ecuacíon no lineal de Schrödinger ćubica (NLS), cuya
relacíon de dispersión linealk(ω) tuviera un rangoRk que
incluyera al semi-eje positivo[0,∞) = {k | 0 ≤ k ≤ ∞}.
Es decir, no se conocı́a ninǵun ejemplo especı́fico en el cual
una ecuacíon de la forma

iuz + ε1utt + γ1 |u|2 u + (términos adicionales)= 0, (1)

cuya relacíon de dispersión fuera tal que[0,∞) ⊂ Rk, tuvie-
ra soluciones semejantes a los solitones de la Ec. NLS cúbica,
es decir, ondas solitarias que no emiten radiación de la forma

u(z, t) = A1sech

(
t

w1

)
eik1z, (2)

dondek1 > 0. Se consideraba que la ausencia de solucio-
nes de este tipo era debida a que cualquier onda solitaria
que fuera solución de (1), y cuya parte central se compor-
tara de manera similar a la función (2), forzosamente entrarı́a
en resonancia con las ondas lineales de pequeña amplitud,
u = δ exp(ikz− iωt) (conδ ¿ 1), cuyas frecuencias fueran
solucíon de la condicíon de resonanciak1 = k(ω), y por lo
tanto el pulso necesariamente tendrı́a que emitir radiación a

estas frecuencias. Esta opinión estaba respaldada por los re-
sultados obtenidos por Waiet al. [1,2] al estudiar la ecuación

i
∂u

∂z
+

1
2

∂2u

∂t2
− iβ

∂3u

∂t3
+ |u|2 u = 0, (3)

la cual permite describir la propagación de pulsos lumino-
sos en fibraśopticas, cuando la longitud de onda de la luz
est́a cerca del punto de cero dispersión; y por los resultados
encontrados por Ḧoök y Karlsson [3] al estudiar la ecuación

i
∂u

∂z
+

1
2

∂2u

∂t2
+ ε

∂4u

∂t4
+ |u|2 u = 0, (4)

dondeε > 0, la cual es de utilidad para describir la propa-
gacíon de pulsos luminosos muy rápidos (del orden de 1 ps
de duracíon), cuando la frecuencia del pulso está cerca del
valor en el cual la dispersión de tercer orden se anula. En
ambos casos se encontró que una condición inicial de la for-
mau(0, t) = Ao sech(Aot) empieza inmediatamente a emi-
tir trenes de radiación cuasi-monocroḿaticos. Los resultados
numéricos corroboraron que en ambos casos las frecuencias
de la radiacíon emitida coinciden, aproximadamente, con las
frecuencias predichas por las condiciones de resonanacia [4]:

k0 = βω3 − 1
2
ω2 [en el caso de la Ec. 3], (5)

k0 = εω4 − 1
2
ω2 [en el caso de la Ec. 4], (6)
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si se considera queko = A 2
o / 2, que es el ńumero de on-

da que le corresponderı́a al pulso inicial considerado, si este
pulso evolucionara de acuerdo a la ecuación NLS.

En 1997, sin embargo, se encontró que la ecuación (véase
la Ref. 5)

i
∂u

∂z
+ ε1

∂2u

∂t2
+ ε2

∂4u

∂t4
+ γ1 |u|2 u− γ2 |u|4 u = 0, (7)

la cual es de utilidad para describir la propagación de pulsos
rápidos en fibraśopticas dopadas con semiconductores [6],
tiene una solución exacta de la forma (2) si

ε2/γ2 = (24/49)ε 2
1 /γ 2

1 ,

que no emite ninguna radiación, áun cuando su ńumero de
ondako est́a contenido en el rango de la relación de disper-
sión correspondiente a la Ec. (7).Éste fue un hallazgo de
inteŕes, ya que demostró la existencia de un nuevo tipo de
pulsosópticos, semejantes por su forma a los solitones de la
Ec. NLS ćubica, pero que se pueden propagar sin radiar bajo
condiciones en las cuales antes se pensaba que era inevita-
ble la emisíon de radiacíon. Aún cuando estos pulsos no son
aut́enticos solitones, a partir de 1999 se les ha empezado a lla-
marsolitones embebidos(SE), dado que su número de onda
est́a inmerso o “embebido” en el rango de números de onda
permitidos por la relación de dispersión del sistema [7-12].

Los SE son de particular importancia porque existen en
condiciones donde los solitones usuales no pueden existir.
Sin embargo, la potencial utilidad de estos pulsos en la tec-
noloǵıa óptica depende en gran medida de su capacidad para
resistir perturbaciones sin desintegrarse. Este punto (i.e., la
estabilidad de los SE) es delicado, ya que el hecho mismo de
que el ńumero de onda de un SE esté inmerso en el rango de
la relacíon de dispersión del sistema con el cual se esté tra-
tando hace que un SE empiece a radiar inmediatamente si es
perturbado, y si esta emisión de radiacíon contińua el pulso
terminaŕa por desintegrarse totalmente.

En el caso del SE de la Ec. (7) se ha observado que si
perturbamos al pulso (ya sea aumentando o disminuyendo su
altura o su anchura)́este empieza a radiar a la frecuencia es-
perada, y su altura comienza a oscilar [5]. Se ha observado
tambíen que estas oscilaciones se amortiguan rápidamente, y
el pulso parece estabilizarse, alcanzando una nueva configu-
ración de equilibrio. Sin embargo, el origen de este compor-
tamiento oscilatorio amortiguado no ha sido explicado satis-
factoriamente.

En el presente trabajo empezaremos (en la Sec. 2) por
examinar qúe condiciones deben cumplir los coeficientes de
la Ec. (7) para que esta ecuación tenga soluciones de la
forma (2). Veremos bajo qué condiciones estos pulsos son
aut́enticos SE, y mostraremos que la condición

ε2/γ2 = (24/49) ε 2
1 /γ 2

1

no es en realidad una condición necesaria para la existencia
de este tipo de solitones. En la Sec. 3 estudiaremos numéri-
camente la estabilidad de estos solitones. Posteriormente, en

la Sec. 4, usaremos un tratamiento variacional para entender
mejor ćomo se genera el comportamiento oscilatorio amor-
tiguado que se observa al perturbar a estos SE. En la Sec. 5
estudiaremos por qué el SE de la Ec. (7) eśunico, a diferen-
cia de lo que ocurre con la Ec. NLS cúbica, la cual tiene una
infinidad de solitones. Veremos que la unicidad de este SE
es consecuencia de un delicado balance entre no linealidad
y dispersíon. Finalmente, en la Sec. 6 presentamos nuestras
conclusiones.

2. Solitones brillantes, oscurosy embebidos

Veamos qúe condiciones deben cumplir los coeficientes de la
Ec. (7) para que esta ecuación tenga soluciones tipo solitón.

Sustituyendo directamente la expresión (2) en la Ec. (7)
se puede ver que para que la ecuación se cumpla es necesa-
rio que los paŕametrosA1, w1 y k1 satisfagan las siguientes
ecuaciones:

A2
1 =

6
5γ2

[
γ1 − 2ε1

(
γ2

24ε2

)1/2
]

, (8)

w2
1 =

(
24ε2

γ2

)1/2 1
A2

1

, (9)

k1 =

[
γ1 − ε1

(
γ2

24ε2

)1/2
]

A2
1 −

19
24

γ2A
4
1. (10)

Debemos observar que para que la función (2), con los
paŕametrosA1, w1 y k1 arriba indicados, sea realmente una
solucíon semejante a un solitón brillante, es necesario que los
coeficientesεi y γi satisfagan las desigualdadesε2γ2 > 0 y
A 2

1 > 0, de lo contrariow1 resultaŕıa compleja. Podemos
tambíen ver que siεi y γi son positivas, y se satisface la con-
dición

ε2

γ2
=

24
49

ε2
1

γ2
1

, (11)

entonces la solución definida por (2) y (8)-(10) se reduce a la
solucíon reportada en la Ref. 5.

De manera similar, si sustituimos la expresión

u(z, t) = A2 tanh
(

t

w2

)
exp (ik2z) (12)

en la Ec. (7), es f́acil probar que esta función es una solución
exacta de (7) siempre y cuandoA2, w2 y k2 tomen los valores
definidos por las siguientes ecuaciones:

A2
2 =

3
5γ2

[
γ1 + 2ε1

(
γ2

24ε2

)1/2
]

, (13)

w2
2 =

(
24ε2

γ2

)1/2 1
A2

2

, (14)

k2 = γ1A
2
2 − γ2A

4
2. (15)
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Debemos notar que para que (12) sea realmente una solución
similar a un solit́on oscuro es necesario queεi y γi satisfagan
las desigualdadesε2γ2 > 0 y A 2

2 > 0, de lo contrariow2

resultaŕıa compleja.

Vemos que dependiendo de los valores deεi y γi, la
Ec. (7) podŕıa no tener soluciones tipo solitón, ni brillantes
ni oscuros (siA 2

1 < 0 y A 2
2 < 0), o tenerúnicamente un

solitón brillante (siA 2
1 > 0 y A 2

2 < 0), o únicamente un
solitón oscuro (siA 2

1 < 0 y A 2
2 > 0), o lo que es ḿas

raro, podŕıa tener ambos tipos de soluciones (para los mis-
mos coeficientesεi y γi), es decir, un solit́on brillante y un
solitón oscuro (siA 2

1 > 0 y A 2
2 > 0). La existencia de am-

bos tipos de solitones (brillantes y oscuros),como soluciones
de una misma ecuación (con exactamente los mismos coe-
ficientes), es un feńomeno poco usual que hasta ahora sólo
se hab́ıa encontrado en medios periódicos [13]. Cuandóesto
sucede (i.e., cuandoA 2

1 > 0 y A 2
2 > 0) podemos usarel

mismoláser tanto para transmitir solitones brillantes, como
para transmitir solitones oscuros, cosa que no es posible en
los sistemas gobernados por la ecuación NLS ćubica (en los
cuales se requieren láseres de distintas frecuencias para trans-
mitir estos dos tipos de solitones). Conviene enfatizar que en
el caso en que (2) y (12) sean dos soluciones de (7), la suma
de estas soluciones ya no será solucíon de la ecuación [por
ser (7) una ecuación no lineal]. Por lo tanto, (7) no describe
la propagaćıon simult́aneade solitones brillantes y oscuros.
De hecho, no es posible describir la propagación simult́anea
de un solit́on brillante y un solit́on oscuro utilizando una sola
ecuacíon. Para transmitirsimult́aneamenteun solit́on brillan-
te y uno oscuro es necesario utilizar dos láseres de distinta
frecuencia, y para modelar este proceso es necesario conside-
rar dos ecuaciones tipo NLS acopladas, tal como lo muestran
Trillo et al.en la Ref. 14.

Las situaciones en las cuales la Ec. (7) tiene al menos
una solucíon tipo solit́on (ya sea brillante u oscuro) pueden
clasificarse en 8 casos fı́sicamente distintos, correspondien-
tes a las 8 posibles combinaciones de los coeficientesε1, γ1

y γ2 (ε2 tiene que tener el mismo signo queγ2 para quewi

sea real). Ahora bien, estos 8 casos se reducen a 4 casos ma-
temáticamente diferentes, pues la inversión simult́anea de los
signos de los 4 coeficientes no conduce a un caso matemáti-
camente diferente (tal inversión equivale simplemente a cam-
biar la direccíon del ejez).

Las condicionesA 2
1 > 0 y A 2

2 > 0 se pueden escri-
bir de una manera muy compacta una vez que los signos de
los coeficientesεi y γi han sido especificados. En la Tabla I
hemos enlistado los 8 casos (4 casos matemáticamente dife-
rentes), indicando en cada caso los signos deεi y γi, y mos-
trando las formas compactas que toman las condiciones para
la existencia de solitones brillantes y/o oscuros.

En cada uno de los casos enlistados en la Tabla I en los
cuales la Ec. (7) tiene un solitón brillante es posible deter-
minar si el solit́on en cuestíon es realmente un SE, o se trata
de un solit́on normal. Tendremos un auténtico SE si el ńume-
ro de ondak1, definido por (10), está dentro del rango de la

relacíon de dispersión:

k(ω) = ε2ω
4 − ε1ω

2 (16)

Procediendo de esta forma vemos que en los casos 1A y 1B
de la Tabla I el solit́on brillante de la Ec. (7) no es un SE.
En cambio, en los casos 3A y 3B sı́ tenemos un auténtico
SE. En los casos 4A y 4B siempre existe un solitón brillante,
pero este solit́on seŕa un verdadero SE sólo si se cumple la
desigualdad

γ2
1

ε2
1

>
27
2

γ2

ε2
. (17)

Un punto que merece enfatizarse es que la información
contenida en la Tabla I muestra que la Ec. (7) permite, en cier-
tos casos, la propagación de solitones brillantes (tanto embe-
bidos como no embebidos) en el régimen de dispersión nor-
mal, lo cual es sumamente raro. Hasta donde les es conocido
a los autores, solitones brillantes que puedan propagarse en
el régimen de dispersión normal śolo han sido encontrados
cuandoε2 = 0 (y ε1 < 0, γ1 > 0 y γ2 < 0), pero en ese ca-
so el perfil de los solitones no es una secante hiperbólica [6].
De manera similar, la Tabla I muestra que la Ec. (7) tam-
bién permite la propagación de solitones oscuros en el régi-
men de dispersión ańomala, lo cual es también excepcional.
Se conoćıan solitones oscuros que se pueden propagar en el
régimen de dispersión ańomala al acoplarse con solitones bri-
llantes de distinta frecuencia [14], pero se creı́a que un solit́on
oscuro aislado no podı́a propagarse con dispersión ańomala.
Ahora los resultados mostrados en la Tabla I muestran que la
Ec. (7) permite la propagación de solitones oscuros en ambos
reǵımenes de dispersión.

3. Oscilaciones amortiguadas y semi-estabili-
dad

Examinemos ahora cómo se comporta el SE de la Ec. (7)
cuando es perturbado. Cuando la condición (11) se cumple,
este SE tiene la forma [5]

u(z, t)=
(

γ1

2γ2

) 1
2

sec h

(
t√

14ε2/ε1

)
exp

(
i

5
32

γ2
1

γ2
z

)
. (18)

Por lo tanto, si consideramos el caso particular en que
γ1 = γ2 = ε1 = 1 y ε2 = 24/49, el SE de la Ec. (7) será una
función de la forma (2), conA1 = (0.5)1/2 ≈ 0.707,
w1 = (48/7)1/2 ≈ 2.619 y k1 = 5/32 ≈ 0.156. Veamos
ahora qúe ocurre si tomamos una condición inicial parecida
al SE exacto, pero ligeramente más alta. Consideremos, por
ejemplo, la condicíon inicial

u(0, t) = A0sech

(
t

w0

)
, (19)

conAo = 0.9 y wo = w1. Resolviendo nuḿericamente la
Ec. (7) vemos que en este caso el pulso inicial empezará a
radiar como se muestra en la Fig.1, y su altura presentará las
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TABLA I. Casos en los que existen soluciones solitónicas para la Ec. (7). Condiciones para su existencia, y condiciones para que los solitones
brillantes est́en embebidos en el espectro lineal.

Casos Signos de los coeficientes Condiciones de existencia

[conds. para embebidos]

ε1 γ1 γ2, ε2 Solitones brillantes Solitones oscuros

1A + + -
γ2
1

ε2
1

< 1
6

γ2

ε2
No hay solitones

[ninguno embebido]

1B - - +
2A - + -

No hay solitones
γ2
1

ε2
1

< 1
6

γ2
ε2

2B + - +
3A + + +

γ2
1

ε2
1

>
1

6
γ2
ε2

∀ εi, γi

[todos embebidos]

3B - - -
4A - + +

∀ εi, γi
γ2
1

ε2
1

> 1
6

γ2

ε2

[embebidos si vale (17)]

4B + - -

oscilaciones amortiguadas que vemos en la Fig. 2. La Fig. 3
muestra el espectro (calculado enz = 160) de la solucíon
mostrada en la Fig. 1. Este espectro muestra claramente 2
grandes picos situados enν = ±0.24, que corresponden a las
frecuencia de resonancia

ωr = ±
(

15
14

ε1

ε2

) 1
2

≈ ±1.48, (20)

que son las ráıces de la condición de resonancia

k1 = ε2ω
4 − ε1ω

2.

La presencia de estos dos picos de radiación en el espectro
mostrado en la Fig. 3 parecerı́a indicar que la radiación emi-
tida por el pulso es completamente monocromática. Sin em-
bargo, si calculamos la transformada de Fourier (TF) sola-
mente de la radiación contenida en el intervalo12 5 t 5 64
(paraz = 160), obtenemos el espectro (i.e., el cuadrado del
módulo de la TF) mostrado en la Fig. 4. En esta figura ve-
mos dos picos: uno grande situado enν = 0.24 (ω = 1.5)
que corresponde a la frecuencia de resonancia positiva mos-
trada en (20), y uno muy pequeño situado enν = −0.07
que corresponde a una de las frecuenciasνrp = ±0.066
(ωrp = ±0.41) que se obtienen de lacondicíon de resonancia

FIGURA 1. Perfil del pulso enz = 70, 100, 140, correspondien-
te a una condición inicial de la forma (19), cuya altura inicial
(Ao = 0.9) es mayor que la del SE exacto (A1 =

√
1/2 ).

parcial−k1 = ε2ω
4 − ε1ω

2, cuyas ráıces son

ωrp = ±
[(

7− 34
1
2

14

)
ε1

ε2

] 1
2

≈ ±0.41. (21)

La generacíon de radiacíon porresonancia parcialseŕa exa-
minada en otra publicación. Aqúı lo que queremos mencionar
es que el tren de radiación emitido por el extremos derecho
del pulso contiene 2 frecuencias y es, por lo tanto,bicromáti-
co. Lo mismo ocurre con el tren de radiación emitido por

Rev. Mex. F́ıs. 49 (6) (2003) 493–505
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FIGURA 2. Forma en que oscila la altura del pulso cuando se toma
la condicíon inicial (19) conAo = 0.9 y wo = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 3. Espectro de la solución de la Ec. (7) enz = 160, para
la misma condicíon inicial considerada en las Figs. 1 y 2.

FIGURA 4. Espectro de la radiación emitida (en el intervalo
12 5 t 5 64) por la solucíon de la Ec. (7) enz = 160, correspon-
diente a la misma condición inicial considerada en las Figs. 1-3.

el extremo izquierdo del pulso, sólo que en ese caso las
frecuencias de radiación tienen los signos invertidos (esto

es:ν = −0.24 y ν = 0.07). Los resultados nuḿericos con-
firman que los frentes de avance de los trenens de radiación
mostrados en la Fig. 1 se mueven a lo largo del ejet con las
velocidades de grupo recı́procasdt/dz = k′(±ωrp).

La gŕafica mostrada en la Fig. 2 parecerı́a indicar que una
vez que las oscilaciones del SE perturbado se han amortigua-
do, el pulso se estabiliza y alcanza una nueva configuración
de equilibrio, cuya altura difiere del SE exacto. Sin embargo,
de ser esto cierto, implicarı́a que la Ec. (7) tiene otras solu-
ciones [distintas del SE (18)] que tienen un perfil similar a
un solit́on, pero que no radı́an, áun cuando el rango de la re-
lación de dispersión (16) contiene al intervalo0 ≤ k < ∞.
En otras palabras: existirı́an otros SE adeḿas del solit́on (18).
Esto podŕıa suceder, pero serı́a un resultado excepcional, ya
que por lo general los SE son soluciones aisladas yúnicas [8].
A continuacíon investigaremos si en verdad el SE perturba-
do de la Ec. (7) alcanza otras configuraciones de equilibrio
distintas del SE exacto.

En la Fig. 2 podemos observar que la altura del SE per-
turbado parece estabilizarse en un valor cercano a 0.77, que
est́a por arriba del SE exacto, cuya altura es(0.5)1/2 ≈ 0.71.
Para ver si en realidad al perturbar el SE (18), aumentando
su altura por encima de 0.77, se alcanza un nuevo estado de
equilibrio distinto al SE exacto, calculamos nuevamente la
solucíon nuḿerica directa de la Ec. (7), pero esta vez sobre
un intervalo mucho ḿas largo,0 ≤ z ≤ 1000, y utilizan-
do un pulso inicial con una altura más cercana a 0.77, es
decir, tomamos una condición inicial de la forma (19), con
Ao = 0.8 y wo = w1 = (48/7)1/2. El resultado de este
cálculo se puede ver en la Fig. 5. Esta gráfica muestra con to-
da claridad que la altura del pulso no se estabiliza alrededor
de 0.77. Una vez que las oscilaciones se han amortiguado, la
altura del pulso empieza a caer de forma continua, y se apro-
xima lenta y asint́oticamente a la altura del SE exacto. Este
resultado indica que al perturbar al SE exacto (aumentando
su altura), el pulso arroja la energı́a excedente (en forma de
radiacíon), y retorna a la configuración de equilibrio (18). En
la Fig. 6 podemos ver cómo evoluciona la energı́a de la parte
solitónica del pulso durante este proceso. Esta energı́a se cal-
culó integrando|u|2 sobre el intervalo−20 5 t 5 20, el cual
contieneı́ntegramente la parte solitónica del pulso (cuando
z < 2000), y excluye pŕacticamente toda la radiación emiti-
da. El pulso (18) parecerı́a, pues, estable. Esta “estabilidad”
corresponde, sin embargo, a perturbaciones en las cuales la
enerǵıa del pulso inicial es superior a la del SE exacto. Para
saber ćomo evoluciona la altura del pulso cuando la energı́a
inicial es menor que la del SE exacto, calculamos la solución
de la Ec. (7) para una condición inicial de la forma (19), pero
esta vez conAo = 0.6 (que es menor que la altura del SE) y
wo = w1 = (48/7)1/2. La forma en que la radiación empie-
za a ser emitida puede verse en la Fig. 7. El comportamiento
de la altura del solit́on para esta condición inicial se puede
ver en la Fig. 8. En esta gráfica vemos que después de las
primeras oscilaciones la altura del pulso cae decididamente,
sin que se observe ninguna tendencia a estabilizarse. Esto nos
indica que el pulso no encuentra ninguna otra configuración
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FIGURA 5. Forma en que varı́a la altura del pulso cuando la energı́a
inicial es mayor que la del SE exacto. Se tomó la condicíon ini-
cial (19) conAo = 0.8 y wo = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 6. Enerǵıa del pulso (sin inclúır la enerǵıa de la radiacíon)
como funcíon dez, para una condición inicial de la forma (19) con
A0 = 0.8y w0 = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 7. Perfil del pulso enz = 100, 150, 300, correspondien-
te a una condición inicial de la forma (19), cuya altura inicial
(Ao = 0.6) es menor que la del SE exacto (A1 =

√
1/2 ).

FIGURA 8. Forma en que cae la altura del pulso cuando la energı́a
inicial es menor que la del SE exacto. Se tomó la condicíon ini-
cial (19)conAo = 0.6 y wo = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 9. Enerǵıa del pulso (sin inclúır la enerǵıa de la radiacíon)
como funcíon dez, para una condición inicial de la forma (19) con
A0 = 0.6 y w0 = w1 ≈ 2.62.

de equilibrio (con una altura menor que el SE exacto), de ma-
nera que su altura continúa cayendo inexorablemente. Con-
forme la altura del pulso va cayendo también la enrǵıa con-
tenida en la parte solitónica de la solución va disminuyendo,
como puede verse en la Fig. 9. Al igual que antes, esta energı́a
se obtuvo integrando|u|2 sobre el intervalo−20 5 t 5 20.
Vemos, pues, que el SE (18) se comporta como una solución
estable ante perturbaciones que incrementen su energı́a, y co-
mo una solucíon inestable ante perturbaciones que la dismi-
nuyan. El SE es, pues, lo que se conoce como una solución
semi-estable.

4. Tratamiento variacional

En la seccíon anterior hemos visto que cuando el pulso inicial
es un poco ḿas alto que el solitón exacto, la altura del pulso
presenta inicialmente un comportamiento oscilatorio amorti-
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guado (como se observa en la Fig. 2), y posteriormente decae
lentamente conforme el pulso se aproxima al solitón exacto.
En esta sección queremos examinar con más cuidado ćomo
se originan las oscilaciones amortiguadas que vemos en la
Fig. 2. Estas oscilaciones se podrı́an entender con claridad
si uno pudiera reproducirlas mediante el método variacional
introducido por Anderson [15], el cual ha permitido com-
prender ḿas profundamente una amplia gama de procesos en
óptica no lineal (ver la Ref. 16 y las referencias ahı́ mencio-
nadas). Resulta, sin embargo, que el comportamiento oscila-
torio amortiguado mostrado en la Fig. 2 no ha podido ser ex-
plicado por el ḿetodo tradicional de Anderson, ya que no se
ha encontrado una función de prueba que describa adecuada-
mente pulsos con radiación, como el que vemos en la Fig. 1.
Para resolver esta dificultad seguiremos un procedimiento si-
milar al que utilizaron Kath y Smyth [17] para describir la
evolucíon de solitones perturbados en el caso de la ecuación
NLS cúbica.

Empecemos considerando una función de prueba de la
forma

u(z, t) =
[
A(z)sech

(
t

w(z)

)
+ ig(z)s(t)

]
eiθ(z), (22)

dondes(t) es la funcíon escaĺon

s(t) =
{

1 if | t |≤ T/2
0 if | t |> T/2 (23)

y T es una constante cuyo valor se elegirá más tarde. Si-
guiendo ahora el procedimiento usual de Anderson, susti-
tuı́mos (22) en la lagrangiana correspondiente a la Ec. (7):

L = i(uzu
∗ − uu∗z)− 2ε1 | ut |2 +2ε2 | utt |2

+γ1 | u |4 −2
3
γ2 | u |6, (24)

luego integramos sobret, y con la lagrangiana integrada ob-
tenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes,
cuya forma es

g′ = − 2
3π

A

(
γ1A

2 − 2ε1

w2
+

28
5

ε2

w4
− 16

15
γ2A

4

)
, (25)

θ′ = γ1A
2 − ε1

w2
+

7
3

ε2

w4
− 8

9
γ2A

4, (26)

(wA)′ =
T

π
g

(
γ1A

2 − ε1

w2
+

7
3

ε2

w4
− 8

9
γ2A

4

)
, (27)

d

dz

(
ε1

A2

w
− γ1wA4 − 7

5
ε2

A2

w3
+

8
15

γ2wA6

)
= 0, (28)

donde las primas indican derivadas respecto az. Estas ecua-
ciones no pueden describir todavı́a de manera adecuada la
solucíon de la Ec. (7) correspondiente a la condición ini-
cial (19), ya que la función de prueba 22) no contiene térmi-
nos que describan la radiación emitida. La solucíon completa
de (7) tendŕa una parte similar a un solitón (que puede des-
cribirse mediante (22)), ḿas otra parte que es la radiación

emitida. La enerǵıa de la solucíon completa debe mantenerse
constante, ya que la invariancia de la lagrangiana (24) ante
corrimientos de fase (i.e., u′ = u eiε) implica (por el teorema
de Noether) que la integral de|u|2 es una cantidad conserva-
da. Por otra parte, la energı́a de la parte “solit́onica” no puede
mantenerse constante, pues parte de esa energı́a se transfiere
a la radiacíon. Teniendo esto en mente podemos constatar que
las Ecs. (25)-(28) no son todavı́a satisfactorias, ya que estas
ecuaciones implican que

d

dz

∞∫

−∞
| uprueba |2 dt =

d

dz
(2A2w + Tg2) = 0, (29)

y esto significaŕıa que la enerǵıa de la parte solitónica de la
solucíon se mantiene constante, lo cual, como dijimos arri-
ba, no sucede debido a la emisión de radiacíon. Lo que de-
beŕıamos tener en lugar de (29) es una ecuación de la forma

d

dz
(2A2w + Tg2) = −2

d

dz

T
2 +Qz∫

T
2

| ur |2 dt, (30)

dondeur(z, t) es la radiacíon emitida yQ es el rećıproco
de la velocidad a la cual avanza el frente de radiación. La
Ec. (30) nos dice que la energı́a que pierde la parte solitónica
de la solucíon debe ser igual a la energı́a que gana la radia-
ción, ya que la energı́a total (i.e., la enerǵıa de la solucíon
completa) debe mantenerse constante.

Para que el sistema (25)-(28) sea consistente con la
Ec. (30) es necesario introducir una corrección en la Ec. (25),
añadíendole en el miembro derecho el término adicional

R(z) = − 1
Tg

d

dz

T
2 +Qz∫

T
2

| ur |2 dt. (31)

Con esta adición, el sistema formado por las Ecs. (26)-(28) y
la ecuacíon corregida:

g′=− 2
3π

A

(
γ1A

2−2ε1

w2
+

28
5

ε2

w4
−16

15
γ2A

4

)
+R (32)

es ya consistente con la Ec. (30).
Lo que ahora necesitamos es expresar a la función R(z)

en t́erminos deA(z), w(z), g(z) y θ(z), pues de lo con-
trario tendŕıamos 5 inćognitas, pero solamente 4 ecuaciones
de Euler-Lagrange. Para encontar esta relación empezaremos
por aproximar la radiación emitida por el extremo derecho
del pulso por una solución de la parte lineal de la Ec. (7) de
la forma siguiente:

ur(z, t) = δe−αz−βtei(kmz−ωmt), (33)

dondeα, β, δ, km y ωm son constantes (yδ ¿ 1). Conside-
raremos queωm es el valor promedio deωr y ωrp, y quekm

puede aproximarse mediante la relación de dispersión (16).
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Los valores deα y β pueden hallarse sustituyendo (33) en la
parte lineal de (7).

La Ec.(33) nos permite evaluar la integral que aparece
en (31), lo cual nos conduce a la siguiente expresión para
R(z):

R(z) =
r2(z)
Tg(z)

[
p− (p + Q)e−2βQz

]
, (34)

dondep = α/β y r(z) es la funcíon

r(z) =| ur(z, T/2) | . (35)

La expresíon (34) no es todavı́a completamente satisfacto-
ria, ya que diverge en los puntos en los queg(z) = 0. Más
adelante explicaremos cómo mejorar (34). También explica-
remos ćomo evaluar el parámetroT .

Las expresiones (33) y (35) nos permiten obtener una pri-
mera aproximación parar(z). Sin embargo, podemos obtener
un mejor valor para esta función en t́erminos deA(z), w(z) y
g(z) si recordamos que al estudiar la ecuación NLS ćubica se
ha encontrado que cuando un pulso oscilante tiende hacia una
solucíon estacionaria, el valor der2(z) resulta proporcional
a la diferenciaEos − Ees, dondeEos es la enerǵıa del pulso
oscilante yEes es la enerǵıa de la solucíon estacionaria. En
nuestro caso podemos expresar estas energı́as en la forma

Eos = 2A2(z)w(z) + Tg2(z), (36)

Ees = 2A2
eswes, (37)

dondeAes y wes son la altura y la anchura de la solución
estacionaria de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Estos va-
lores se pueden encontrar a partir de las Ecs. (28) y (32), ya
que estas ecuaciones implican queAes y wes son la solucíon
del sistema

ε1
A2

es

wes
−γ1wesA

4
es−

7
5
ε2

A2
es

w3
es

+
8
15

γ2wesA
6
es=K, (38)

γ1A
2
es −

2ε1

w2
es

+
28
5

ε2

w4
es

− 16
15

γ2A
4
es = 0, (39)

dondeK es una cantidad conservada cuyo valor se encuentra
reemplazandoAes y wes en (38), por los valores inicialesAo

y wo. En la Fig. 10 podemos ver la forma de las curvas de-
terminadas por las Ecs. (38) y (39). Los valores deAes y wes

corresponden a la intersección de estas dos curvas.

FIGURA 10. Curvas correspondientes a las ecuaciones (38) (curva
delgada) y (39) (curva gruesa). Los valores (Ao, wo) de la con-
dición inicial(19) corresponden al pequeño ćırculo sobre la curva
delgada, y los valores (A1, w1) del SE exacto corresponden al pun-
to negro sobre la curva gruesa. La intersección de ambas curvas
determina el punto (Aes, wes).

Si consideramos quer2(z) es proporcional aEos − Ees

se debeŕa cumplir una ecuación de la forma

r2 = M(2A2w + Tg2 − 2A2
eswes), (40)

dondeM es una cierta constante de proporcionalidad. En el
Apéndice A se muestra cómo obtener un valor aproximado
para esta constante en términos deAes y Wes.

Sustituyendo (40) en (34) parecerı́a que tuvíeramos ya lo
que deséabamos: una expresión paraR(z) en t́erminos de
A(z), w(z) y g(z). Sin embargo, nos restan dos cosas por
hacer: calcular el parámetroT , y modificar la Ec. (34) para
evitar las singularidades que aparecen cuandog(z) = 0. En
el Apéndice B se muestra cómo calcularT . Por otro lado, po-
demos modificar la expresión (34) reemplazando la función
g(z) que aparece en el denominador, por una función pare-
cida g(z), que no sea igual a cero en ningún punto. En el
Apéndice C se muestra que podemos tomar

g(z) =
sgn(g(z))r(z)

(2TM)
1
2

, (41)

dondesgn(g(z)) = 1 si g(z) ≥ 0, y sgn(g(z)) = −1 si
g(z) < 0. Reemplazando la función g(z) que aparece en el
denominador de (34), por la función g(z) definida en (41),
obtenemos

R(z) = −sgn(g)Q r(z)
(

2M

T

) 1
2

e−2βQz. (42)

Ahora, sutituyendo en esta expresión la forma der(z) dada
por (40), obtenemos una expresión paraR(z) en t́erminos de
A(z), w(z) y g(z), que no tiene singularidades.

Estamos, finalmente, en condiciones de calcular cómo es
la evolucíon del pulso inicial (19) de acuerdo con las ecua-
ciones de Euler-Lagrange modificadas (26)-(28) y (32), y las
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FIGURA 11. Comportamiento deA(z) predicho por las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condición
inicial (19), conAo = 0.9 y wo = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 12. Comportamiento dew(z) predicho por las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condición
inicial (19), conAo = 0.9 y wo = w1 ≈ 2.62.

FIGURA 13. Comportamiento deg(z) predicho por las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange modificadas, correspondiente a la condición
inicial (19), conAo = 0.9 y wo = w1 ≈ 2.62.

ecuaciones auxiliares (40) y (42). Utilizando un algoritmo de
Runge-Kutta de4◦ orden para resolver este sistema, encon-
tramos que estas ecuaciones predicen queA(z), w(z) y g(z)
evolucionaŕan como se muestra en las Figs. 11-13. La gráfica
correspondiente aθ(z) no se muestra ya que el comporta-
miento de esta función resulta ser una lı́nea recta,θ = kz,
conk = 0.17.

La Fig. 11 nos muestra que las ecuaciones de Euler-
Lagrange, con la corrección debida a la radiación emitida,
predicen acertadamente que la altura del pulso tendrá un
comportamiento oscilatorio amortiguado. Se puede compro-
bar que el amortiguamiento de estas oscilaciones es una con-
secuencia directa de la emisión de radiacíon, ya que si en la
Ec. (32) hacemos cero la corrección debida a la radiación, el
amortiguamiento desaparece. La semejanza entre las Figs. 2
y 11 muestra que la corrección R(z) que introdujimos en la
Ec. (32) describe de manera bastante satisfactoria la energı́a
perdida por radiación. Sin embargo, una comparación más
cuidadosa entre estas dos gráficas muestra que las oscilacio-
nes de la Fig. 11 presentan un desplazamiento vertical de 0.05
(que corresponde a un 5.5 % de la altura inicial del pulso),
con respecto a las oscilaciones de la Fig. 2. El origen de es-
te desplazamiento puede entenderse con ayuda de la Fig. 10.
El pequẽno ćırculo sobre la curva delgada que vemos en esta
figura nos indica la altura y la anchura del pulso inicial (19).
Conforme el pulso avanza por la fibra, su altura y anchura
cambian, y el punto de coordenadas(A(z), w(z)) empieza a
moverse sobre la curva delgada, ya que las funcionesA(z)
y w(z) deben satisfacer la ecuación de Euler-Lagrange (28).
Ahora bien, elúnico punto de esta curva que está asocia-
do a una solución estacionaria de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, es el punto(Aes, wes) definido por la intersección
de las dos curvas mostradas en la figura, de manera que el
pulso tiende a esa configuración. Aśı pues, conforme las os-
cilaciones del pulso se van amortiguando, su altura y anchura
tienden, respectivamente, a los valoresAes y wes. La Fig. 10
nos muestra queAes ≈ 0.83, y esto nos explica porqué en la
Fig. 11 vemos que la altura del pulso se aproxima a este valor
al ir amortigúandose sus oscilaciones. Si la condición inicial
hubiera sido distinta, el punto(A(z), w(z)) se hubiera movi-
do sobre otra curva (similar a la curva delgada de la Fig. 10),
y esa nueva curva habrı́a intersectado a la curva gruesa de la
Fig. 10 en otro punto(A

′
es, w

′
es). Dependiendo de la condi-

ción inicial elegida, el punto(A
′

es, w
′

es) podŕıa estar ḿas cer-
ca o ḿas lejos de la configuración correspondiente al solitón
exacto.

La Fig. 12 muestra que también la anchura del pulso tie-
ne un comportamiento oscilatorio amortiguado. Sin embar-
go, las oscilaciones dew(z) presentan una diferencia de fa-
se deπ rad con respecto a las oscilaciones deA(z), de ma-
nera quew(z) crece cuandoA(z) disminuye, y viceversa.
Esto se debe a que el pulso trata de mantener su energı́a
(2A2w+Tg2) constante, y por lo tanto el producto2A2w es
aproximadamente constante (ya queg2 es una cantidad pe-
quẽna, seǵun vemos en la Fig. 13).
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La Fig. 13 muestra queg(z) tambíen tiene un compor-
tamiento oscilatorio amortiguado, y las oscilaciones deg(z)
presentan una diferencia de fase deπ/2 con respecto a las
oscilaciones deA(z). Podemos ver queg(z) tiende a cero a
medida que las oscilaciones deA(z) y w(z) tienden a desa-
parecer.

Por lo que respecta a la función θ(z), hemos indicado ya
queθ(z) = kz, conk = 0.17. Este comportamiento es muy
comprensible ya que la solución exacta (18) de la Ec. (7) tie-
ne un factor exponencialexp(ikexz), conkex = 5γ 2

1 /32γ2,
y cuandoγ1 = γ2 = 1 tenemos quekex = 5/32 ≈ 0.16. Por
lo tanto, el comportamiento de la exponencialexp(i θ(z))
que aparece en la función de prueba (22) es muy similar a la
exponencialexp(ikexz) de la solucíon exacta (18).

5. Unicidad del solitón embebido

Tomando en cuenta lo que hemos visto en las secciones an-
teriores, podemos ver que el SE de la Ec. (7) tiene 3 carac-
teŕısticas principales que lo diferencian de los solitones nor-
males de la ecuación NLS ćubica:

(a) el número de onda del SE está ”embebido” en el espec-
tro lineal;

(b) el SE es una solución semi-estable;

(c) el SE es una solución aislada; su altura, anchura y
número de onda están determinados de maneraúnica
por los coeficientes de la ecuación.

La caracteŕıstica (a) es una consecuencia del término dis-
persivo de cuarto orden (ε2 u4t) que aparece en la Ec. (7).
Este t́ermino hace que el rango de la relación de dispersión
k(ω) dada por (16) contenga a todos los números de onda
positivos (cuandoε2 > 0), y a todos los ńumeros de onda
negativos (cuandoε2 < 0), e incluya aśı al número de onda
del SE.

Las caracterı́sticas (b) y (c) están indisolublemente liga-
das. El SE es semi-estable porque ante una perturbación que
le reste algo de energı́a el pulso ya no logra encontrar otra
configuracíon de equilibrio (distinta del SE exacto) que le
permita propagarse por la fibra sin distorsionarse. En este
sentido, la semi-estabilidad del SE es una consecuencia de
su unicidad. Por lo tanto, es importante entender bien por-
qué el SE de la Ec. (7) eśunico, a diferencia de lo que ocurre
en el caso de la ecuación NLS ćubica, la cual tiene toda una
familia de solitones de distintas alturas.

La unicidad del SE de la Ec. (7) puede entenderse con
claridad si examinamos con más cuidado el balance entre dis-
persíon y no linealidad que da lugar a la existencia de este
solitón. Para ello conviene escribir la Ec. (7) en la forma

i
∂u

∂z
+ ε1

∂2u

∂t2
+ ε2

∂4u

∂t4
= f(z, t), (43)

donde

f(z, t) = −γ1 |u|2 u + γ2 |u|4 u. (44)

Si ahora denotamos comõu(k, ω) a la doble transformada de
Fourier:

ũ(k, ω) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
u(z, t) e−i(kz−ωt)dz dt (45)

y transformamos la Ec. (43), obtenemos

ũ(k, ω) =
f̃(k, ω)

ε2ω4 − ε1ω2 − k
. (46)

Veamos ahora lo que sucede cuandou(z, t) es una funcíon de
la forma

u(z, t) = A sec h

(
t

w

)
eiqz. (47)

Si calculamos las transformadasũ(k, ω) y f̃(k, ω) correspon-

dientes a esta función, y las sustituimos en (46),llegamos a la
siguiente ecuación:

(
sec h

πwω

2

)
δ(q − k) =

c4ω
4 + c2ω

2 + c0

ε2ω4 − ε1ω2 − q

×
(
sec h

πwω

2

)
δ(k − q), (48)

donde

c4 =
1
24

γ2 w4 A4, (49)

c2 =
1
2
γ2 w2 A2

(
5
6

A2 − γ1

γ2

)
, (50)

c0 =
1
2
γ2 A2

(
3
4

A2 − γ1

γ2

)
. (51)

Es claro que la Ec. (48) sólo se cumpliŕa si los 2 polinomios
de cuarto orden enω que aparecen en el miembro derecho
de esta ecuación se cancelan mutuamente, y para que es-
to ocurra deberán satisfacerse las 3 condiciones siguientes:
c4(A,w)=ε2, c2(A,w)=−ε1 y c0(A)=−q. Estas 3 con-
diciones determinan de maneraúnica los valores de los 3
paŕametros(A, w y q) que definen al pulso (47) y, como el
lector ya habŕa imaginado, estas condiciones se cumplen si
(y sólo si) los paŕametrosA, w y q toman los valoresA1, w1

y k1 definidos por las Ecs. (8)-(10).
Vemos, pues, que la unicidad del SE de la Ec. (7) se debe

a que la cancelación mutua de los 2 polinomios que aparecen
en (48) impone 3 condiciones, las cuales determinan unı́vo-
camente la altura, la anchura y el número de onda del solitón.
Debemos ahora observar que el polinomio que aparece en el
numerador del miembro derecho de (48) depende de los co-
eficientes no linealesγ1 y γ2, mientras que el polinomio que
est́a en el denominador depende de los coeficientes dispersi-
vosε1 y ε2. Por lo tanto, la cancelación mutua de estos dos
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polinomios es una expresión del delicado balance entre no
linealidad y dispersión que da origen al SE de la Ec. (7).

Observemos ahora qué es lo que pasa en el caso de la
ecuacíon NLS ćubica (i.e., cuandoε2 = γ2 = 0). En ese ca-
so, en lugar de la Ec. (48), tendremos la siguiente ecuación:

(
sec h

πwω

2

)
δ(q − k) =

c
′
2 ω2 + c

′
0

−ε1ω2 − q

×
(
sec h

πwω

2

)
δ(k − q), (52)

donde

c
′
2 = −1

2
γ1 w2A2, (53)

c
′
0 = −1

2
γ1 A2. (54)

Ahora, para que (52) se cumpla, debemos exigir que los 2 po-
linomios de2◦ orden que aparecen en el lado derecho de la
ecuacíon se cancelen mutuamente, y esto imponeúnicamen-
te 2 condiciones:c

′
2(A,w) = −ε1 y c

′
0(A) = −q, las cuales

nos conducen a las conocidas relaciones

w =
(

2 ε1

γ1

)1/2 1
A

(55)

q =
1
2

γ1A
2 (56)

Como en este caso tenemos sólo 2 condiciones, mientras que
el pulso (47) involucra 3 parámetros, uno de los parámetros
(por ejemplo, la altura) puede elegirse libremente.Ésta es una
forma sencilla de entender por qué, a diferencia de lo que
ocurre con la Ec. (7), la ecuación NLS ćubica es capaz de
aceptar solitones de altura arbitraria.

6. Conclusiones

En este trabajo empezamos por examinar bajo qué condicio-
nes la Ec. (7) tiene soluciones tipo solitón (i.e.,con perfiles de
secho tanh), y cúando estas soluciones constituyen auténti-
cos “solitones embebidos” (SE). Vimos que en algunos casos
la Ec. (7) permite la propagación de solitones brillantes en
el régimen de dispersión normal (casos 1B, 3B y 4A de la
Tabla I), y de solitones oscuros en el régimen de dispersión
ańomala (casos 2B, 3A y 4B). También vimos que, bajo cier-
tas condiciones, en los casos 3 y 4 pueden existir tanto solito-
nes brillantes como oscuros (para los mismos coeficientesεi

y γi), lo cual no es posible en sistemas descritos por la ecua-
ción NLS ćubica. La existencia de solitones brillantes en los
casos 1B y 3B se debe, fundamentalmente, a queε1 y γ1 son
ambas negativas, lo cual permite que haya un balance entre el
efecto de dispersión de la velocidad de grupo y el efecto de
auto-modulacíon de fase, de manera similar a lo que ocurre
cuandoε1 y γ1 son ambas positivas. En el caso 4A la existen-
cia del solit́on brillante se debe a la presencia de los términos
de orden superior (ε2 u4t y −γ2 |u|4 u), y al hecho de que

ε2 y −γ2 tienen signos contrarios aε1 y γ1, respectivamen-
te. La existencia de los solitones oscuros obedece a razones
ańalogas.

Posteriormente analizamos numéricamente el comporta-
miento del SE (18) ante perturbaciones, y vimos que el SE
(18) es una solución semi-estable. Esto es, ante perturbacio-
nes que incrementen su energı́a se comporta como una solu-
ción estable, mientras que ante perturbaciones que disminu-
yan su enerǵıa se comporta como una solución inestable, y su
altura disminuye de manera continua.

A continuacíon presentamos un análisis variacional que
nos permite entender mejor cómo se originan las oscilacio-
nes amortiguadas que se observan al perturbar los SE de la
Ec. (7), y vimos que el amortiguamiento es una consecuencia
de la emisíon de radiacíon.

Finalmente, analizamos porqué el SE de la Ec. (7) eśuni-
co, a diferencia de lo que ocurre con la ecuación NLS ćubica,
la cual acepta solitones de altura arbitraria. Vimos que la uni-
cidad de este SE es una consecuencia de un delicado balance
entre no linealidad y dispersión, el cual puede apreciarse cla-
ramente al tomar la transformada de Fourier de la Ec. (7).
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Apéndice A

Veamos ahora ćomo obtener la constante M. De (40) se sigue
que

d

dz

(
r2

M

)
=

d

dz
(2A2 + Tg2). (A.1)

Si ahora expresamosA(z) y w(z) en la forma

A(z) = Aes + δA (A.2)

w(z) = wes + δw (A.3)

y sustituimos estas expresiones en (A.1), obtenemos

1
M

dr2

dz
=

d

dz
(4AeswesδA + 2A2

esδw + 4AesδAδw

+2wesδA
2 + 2δwδA2 + Tg2). (A.4)

De manera similar, sustituyendo (A.2) y (A.3) en la ecuación

ε1
A2

w
− γ1wA4 − 7

5
ε2

A2

w3
+

8
15

γ2wA6 = K, (A.5)

obtenemos

n1δw
2 + n2δw + n3δAδw + n4δA + n5δA

2 = 0, (A.6)
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donde las funcionesni(Aes, wes) han sido definidas de la si-
guiente manera:

n1 = −2ε1
A2

es

w3
es

+
84
5

ε2
A2

es

w5
es

, (A.7)

n2 = 2γ1A
4
es + 2ε1

A2
es

w2
es

− 42
5

ε2
A2

es

w4
es

− 16
15

γ2A
6
es, (A.8)

n3 = 8γ1A
3
es + 4ε1

Aes

w2
es

− 84
5

ε2
Aes

w4
es

− 96
15

γ2A
5
es, (A.9)

n4=8γ1A
3
es−4ε1

Aes

wes
+

28
5

ε2
Aes

w3
es

−96
15

γ2wesA
5
es, (A.10)

n5 = 12γ1A
2
es −

2ε1

wes
+

14
5

ε2

w3
es

− 16γ2wesA
4
es. (A.11)

A partir de la Ec. (A.6) podemos obtener una expresión pa-
ra δw en potencias deδA. Conservando śolo los t́erminos de
primer y segundo orden, encontramos la siguiente expresión:

δw = −m1δA + m2δA
2, (A.12)

donde

m1 = −n4

n2
, (A.13)

m2 =
1
n2

(
n3n4

n2
− n1n

2
4

n2
2

− n5

)
. (A.14)

Si ahora sustituimos (A.12) en (A.4) obtenemos (a segundo
orden enδA)

1
M

dr2

dz
= 2(wes − 2m1Aes + m2A

2
es)

d

dz

×
[
δA2 +

Tg2

2(wes − 2m1Aes + m2A2
es)

]
(A.15)

y si comparamos esta expresión con la que se obtiene en el ca-
so en queε2 = γ2 = 0, vemos que el término entre paŕentesis
cuadrados es una aproximación parar2, lo cual implica que

M =
1

2(wes − 2m1Aes + m2A2
es)

, (A.16)

que es el valor que buscábamos.

Apéndice B

Para calcular el valor de T empecemos por sustituir (A.2)
y (A.3) en (27). Conservandóunicamente los términos de pri-
mer orden enδA y δw obtenemos

wesδA
′ + Aesδw

′ ≈ a1TgδA + a2TGδw + a3Tg, (B.1)

donde

a1 =
2
π

Aes

(
γ1 − 16

9
γ2A

2
es

)
, (B.2)

a2 =
2

πw3
es

(
ε1 − 14

3
ε2

w2
es

)
, (B.3)

a3 =
1
π

(
γ1A

2
es −

ε1

w2
es

+
7ε2

3w4
es

− 8
9
γ2A

4
es

)
. (B.4)

Por otra parte, si en (A.12) conservamosúnicamente los
términos de primer orden enδA, obtenemos

δw ≈ −m1δA, (B.5)

δw′ = −m1δA
′. (B.6)

Sustituyendo estas expresiones en (B.1), despejandog, y con-
servando solamente el término de primer orden, obtenemos

g ≈ wesb2 −Aesb1

a3b2T
δA′, (B.7)

donde

b1=
2Aes

wes

(
ε1−2γ1w

2
esA

2
es−

7
5

ε2

w2
es

+
24
15

γ2wesA
4
es

)
, (B.8)

b2=
A2

es

w2
es

(
−ε1−γ1w

2
esA

2
es+

21
5

ε2

w2
es

+
8
15

γ2wesA
4
es

)
.

(B.9)

De manera similar, sustituyendo (A.2) y (A.3) en (25), y con-
servandóunicamente el t́ermino de primer orden enδA, ob-
tenemos

g′ = (g1 − g2
b1

b2
)δA, (B.10)

donde

g1=
2
3π

(
16
3

γ2A
4
es−3γ1A

2
es−

28
5

ε2

w4
es

+
2ε1

w2
es

)
, (B.11)

g2=
8
3π

Aes

w3
es

(
28
5

ε2

w2
es

−ε1

)
. (B.12)

Con (B.7) y (B.10) podemos ahora obtener las siguientes
ecuaciones parag y δA:

g′′ ≈ a3b2GT

E
g, (B.13)

δA′′ ≈ a3b2GT

E
δA, (B.14)

donde hemos definido

E = wesb2 −Aesb1, (B.15)

G = g1 − g2
b1

b2
. (B.16)

Resolviendo (B.13) y (B.14) encontramos que

g = c11sen(kz) + c12cos(kz), (B.17)

δA = c21sen(kz) + c22cos(kz), (B.18)
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dondecij son funciones dez que vaŕıan lentamente, y

k2 = −a3b2GT

E
. (B.19)

Supondremos ahora que el número de onda y la amplitud
se relacionan como en el caso de la ecuación NLS, es decir,
consideraremos que

k =
γ1

2
A2

es, (B.20)

y de las dosúltimas ecuaciones obtenemos una expresión
aproximada paraT :

T = − E

a3b2G

γ2
1A4

0

4
. (B.21)

Apéndice C

Para encontrar una expresión anaĺıtica para la funcíon g(z),
debemos investigar primero cuál es la forma deg(z). Para

ello empecemos por observar que (A.15) y (A.16) implican
que

r2 = δA2 + TMg2. (C.1)

Si ahora sustituimos aquı́ las expresiones (B.17) y (B.18), y
tomamos en cuenta quec12 = c21 = 0 (para ser consisten-
tes con los comportamientos mostrados en las Figs. 4 y 6),
podemos ver quec11 = r (TM)−1/2 y c22 = r, de manera
que (B.17) toma la forma

g(z) =
r(z)

(TM)
1
2
sen(kz). (C.2)

Si ahora reemplazamos la función sen(kz) que aparece en
esta expresión por su valor medio cuadrático±2−1/2 [toman-
do el signo positivo en los intervalos dondesen(kz) > 0, y
el signo negativo dondesen(kz) < 0] obtenemos la expre-
sión (41).
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