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Se presentan simulaciones nemcas para convedm natural en cavidades rectangulares, en general inclinadas, tanto en medios porosos
como en medios libres. La modelanimatenatica se basa en ambos casos en la aproxénale Boussinesq dependiente del tiempo, con

la cual se obtiene la estructura de fluidos incompresibles; las ecuaciones de moné@ntadats por las ecuaciones de Darcy en medios
porosos y por las ecuaciones de Navier-Stokes en medios libres. En los dos casos se considera lsbfoenitaciinos de variables
funcion corriente y vorticidad. Los resultados se obtienen con un esquem@inameimple, cuya efectividad depende esencialmente de

un proceso iterativo de punto fijo para resolver el sistema no lineal de ecuacign&saglque se obtiene al aplicar una discretizaci
temporal adecuada de segundo orden en las ecuaciones que depenidéaragpke del tiempo. El proceso iterativo conduce a la smfuci

de ecuaciones glticas lineales y sigtricas, para las cuales existen eficientésados de solubn nunérica. Los paametros involucrados

en las simulaciones son dimero de Rayleigh, la rén geonétrica y elangulo de inclinagn de la cavidad.

Descriptores: Aproximacibn de Boussinesq; punto fijo; cavidades ractangulares e inclinadas.

Numerical simulations are presented for natural convection in rectangular tilted cavities for a porous medium and for a homogeneous fluid as
well. In both cases the mathematical modeling is based on the time dependent Boussinesq approximation which gives an incompressible fluid
structure; the momentum equations are given for the Darcy ones in porous medium and for the Navier-Stokes equations in homogeneous fluid.
The formulation in stream function and vorticity variables is considered. The numerical simulations are obtained with a simple numerical
scheme whose effectiveness relies mainly on a fixed point iterative process to solve the elliptic nonlinear system that is obtained once a
convenient second order time discretization is performed on each equation that depends explicitly in time. The iterative process leads to the
solution of symmetric linear elliptic equations for which very efficient numerical solvers exist. The parameters involved in the simulations
are the Rayleigh number, the aspect ratio, and the inclination angle of the cavity.

Keywords: Boussinesq aproximation; fixed point iterative process; tilted rectangular cavities.
PACS: 47.55.Mh; 47.85.-g; 02.60.-x

1. Introduccion tes de los feamenos y que se deben al acoplamiento entre
las ecuaciones de momento y de efetgrmica a traés del

La aproximaddn de Boussinesq dependiente del tiempo paraérmino convectivo (o de transportedalse, acoplamiento en-

fluidos con acoplamient@tmico en un sistema gravitacional tre ecuadn de funchn corriente y de temperatura en me-

tanto en medios porosos como en medios libres, y de la cudios porosos dzomo entre la ecuan de funcdn corriente

el ferbmeno de convecdn natural es un caso particular, se con las de vorticidad y temperatura en medios libres. Dichas

basa en el hecho de que la estructura compresible de dichas-linealidades se mantienen al aplicar una discretizaen

fluidos, materaticamente hablando, se reduce a la estructutiempo de segundo orden en forma ifsfia. De esta forma

ra incompresible al considerar que la temperatureayawco  se preserva el acoplamiento natural de lo$feenos al con-

y que en consecuencia las variaciones de densidad son da&gderar todas las variables en el nivel de tiempo que se quiere

preciables en todas partes excepto ereehino de fuerzas conocer, incluyendo las que aparecen en las ecuaciones que

de flotacon en las ecuaciones de momento. En este trabaro dependen exjgitamente del tiempo; esto es, no se desa-

jo, adicionalmente a esta simplificani incompresible con- coplan secuencialmente en tiempo las ecuaciones, como por

sideramos la simplificaén en &rminos de variables furtmi  ejemplo en la Ref. 3 para medios porosos.

corriente y vorticidad, con lo cual la restrioai de incom- Con la discretizadin temporal imgkita se obtiene un sis-
presibilidad (ecuadin de conservadn de masa) se satisfa- tema estacionario no-lineal de ecuacionédptielas. La no-
ce autoraticamente; dicha restri@an aparece exfgitamen-  linealidad y el acoplamiento entre las ecuaciones se manejan

te en la formuladin de variables primitivas y se sabe que noapropiadamente mediante un proceso iterativo de punto fijo el

es un problemaékil de abordar nugricamente, (ver Refs. 1 cual conduce a resolver en cada itebagdroblemas estacio-

y 2 para algunos detalles en medios libres). narios elpticos lineales, si@tricos y desacoplados, para los
La simplificacbn en €rminos de variables furfmm  cuales existen Btodos nuréricos eficientes ya sea con dife-

corriente y vorticidad no elude las no-linealidades inherenfencias finitas o con elemento finito. Para los resultados que
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aqu se presentan se emplean esquemas de discrétizesi e inclinadas en medios libres. En ambos casos, actualmente
pacial de segundo orden, incluyendo las condiciones de froles autores no conocen que resultados similaré&nasipor-

tera, lo cual combinado con la discretiZatide segundo or- tados en la literatura, salvo por la Ref. 9 para medios libres en

den en tiempo implica que globalmente el problema discreteavidades cuadradas e inclinadas, lo cual junto con la Ref. 4

es de segundo orden. fueron nuestra inspiran para considerar estas situaciones.

El proposito de este trabajo es presentar resultados so- En esta etapa del trabajo no se consideran situaciones re-
bre flujos €rmicos que se obtienen con un esquemaérsm |acionadas con cavidades abiertas parcialmente (usualmen-
co relativamente simple. Dicha simplicidad permite ahondate en la pared superior), y en consecuencia involucrando un
en el estudio de dichos flujos tanto en medios porosos c@fecto de movimiento en dicha pared, o con condiciones
mo en medios libres en cavidades rectangulares, en geneg@ frontera pefidicas en la direcéin horizontal como sue-
inclinadas; y estudiar afendbmenos relacionados con libera- |e ocurrir en los fehmenos de convedmi mixta en el pri-
cion de calor desps de ocurrir un accidente en reactores numer caso y en el problema de Rayleigh-Bernard en el segun-
cleares, enfriamiento de degitos con desechos radiactivos, do. Sin embargo, resultados parciales para estdmfenos
intercambiadores de calor, colectores de eilaesglar, alma- muestran que ellos pueden abordarse con la metm@
cenamiento de granos, procesamiento de alimentos, procesg§u se describe.
de secado y fumigagn eficientes en silos, flujos gésitos
en estructuras porosas, entre otros. Lo&ipatros involucra-
dos en las simulaciones son éimero de Rayleigh, la ran
geonttrica (cociente de la altura y la longitud de la cavidad),

el angulo de inclinadin de la cavidad y losiimeros de Nus- N . . .
selt promedio y local. SeaQ) ¢ RV (N = 2,3) la regbn del flujo de un fluido

Las condiciones de frontera para la temperatura, en gendlcompressible, viscoso, dependiente del tiempérynico,
ral mixtas (Dirichlet y Neumann), son las que se requieren ed sea}lj la frontera de d|(.:ha,r.egn (Fig 1)'_ Considerando
diferentes aplicaciones de convdutinatural, como las que las h|g)te_5|s de la ap(oxw_namn de B(_)ussmesq en la _ter-
se acaban de mencionar. Dependiendo de la apbicaeis modlramlca y efe_ctosarmlcos del flulo [10-11]: Ia,var_|a-
necesario fijar la temperatura en una parte de la frontera (DF'°N€S de la densidad son despreciables excepto emek t

richlet) y especificar el flujo de calor (Neumann) en la otra® de fuerza externa gravitacional de las ecuaciones de mo-

parte, incluyendo el caso de fijar la temperatura en toda |qrento dado popg, dondep es la densidad g el vector

frontera y el de especificar flujo 0 en paredes que deben estdf |2 aceleraon gravitacional; la densidad esé dada por
aisladas. p = po[l — B(T — Tp)], dondepy y Ty es la densidad y tem-

Los resultados se validan con los reportados en |aReratura de referencia,_rgspectivameﬂit,@q; I,a te_mpergtura
Refs. 3—7 para medios porosos, y con los de la Ref. 2 pal%bSOIUFa yp es el coeﬁmente de expau.a[termca (dicha
medios libres; en todos ellos se usagtatlos diferentes alos ©XPresbn para la densidad es una aproxinsadineal, a pre-
gue se usan en este trabajo. En la Ref. 3 se resuelve el prob%(-)n P cons,t'ante, de l"fl Iey de. estado dada,p@f p(I.D’ .T?)? :
ma no estacionario aplicando esquemasénirns de segun- enla ecuadn ‘?'e_e”e@ tgrm|ca s€ de_sprema la d|5|p€1m
do orden en tiempo y cuarto orden en espacio; en la Ref. 9;6 energr meanica, _aqems, la _V|sc05|daqu, la expansn
resuelven el problema estacionario en cavidades rectangulgrm'caﬁ’ la conductividad@rmicar, y el calor espdéico

res inclinadas aplicando discretizawiespacial de segundo ]flp son tr?dasn c:;r;starr:]ters. ﬁ)alljo estariotgmls,n(:?;g C:Tz?s;de
orden; en la Refs. 6-7 tan#n se estudian cavidades rectan- ujos, €n general compresibles, Se modela mateamente

gulares inclinadas pero, a diferencia de la Ref. 4, resuelvel°’ las ecgte)\lmones_adlrg_ensmnales S|%ulente(zjs_ colnbestryctura
el problema no estacionario, en la Ref. 7 se consideran gfcompres e (imp)=medios porosognl)=medios libres):

general condiciones de frontera mixtas para la temperatura;

2. Formulacion del problema

en la Ref. 5 taml@in se resuelve el problema no estacionario t>0:

en cavidades cuadradas, y se extiende a cavidadedrail (mp) 81 VP =Ttfe enf, (a)
cas [8]. En la Ref. 2 se resuelve la aproxintacde Boussi- V-ou=0 en®, (b)

nesq en variables primitivas (velocidad y pesgi tanto para 0 —A0+u-Vo=f enQd ()

convecobn mixta como para conve@si natural en medios
libres, reduciendo el problema a la sofutide subproblemas

lineales nas simples en cada nivel de tiempo mediante una t>0:
descomposicin de operadores. 1

Ademas de validar el esquema narico con una varie- u — p-Au+ Vp en®, (a)
dad de situaciones diferentes en cavidades en general rectan- I R, ’ 2

o - QZWL ) +(u-V)u=——-0e (2
gulares e inclinadas, mostramos que dicho esquema es capa PrRe?
de alcanzar estados estacionarios como los reportados para el Vou=0 en), (b)
problema estacionario en la Ref. 4 en medios porosospas 9 1 AY Vo =0
, . - — - = enfl,

mo tambén de obtener resultados en cavidades rectangulares " RePr tu (c)
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les apropiadas:

{ u(x,0) =up(x) enQ(V-uy=0), (a) )
0(x,0) = 6p(x) enq, (b)

y condiciones de frontera, digamos

u=f sobrel’, ¢t>0([.f -ndl' =0), (a) 5)
B6 =0 sobrel’, ¢>0, (b)

donde B es un operador de frontera para la temperatura el
cual puede involucrar condiciones de frontera Dirichlet, Neu-
mann o mixtas.

Restringiendo las Ecs. )—(1c) y (2a)—(2c) a una reghn
Q) bidimensional aplicando el rotacional en ambos lados de
estas ecuaciones y tomando en cuenta las relaciones

(6)

FIGURA 1. Geometra y nomenclatura para la cavidad del flujo. { o o
Uy = U =

dondeu, py 6 es la velocidad, presn y temperatura del flujo oy’ Ox’

respectivamente. Los ganetrosile, Ra 'y Pr son los me- donde(uy, uz) = uy ¢ es la funcbn corriente; entonces, de

ros de Reynolds, de Rayleighy de Prandtl respectivamente, )y componente en la direésik = (0,0,1) se obtienen los
eesel \llector unitario en la direcm de la acelaradn gravi-  sjstemas de ecuaciones escalares siguientes:
tacional.

El acoplamiento entré2a) and (2¢) involucrando Re t>0:
corresponde al féimeno de conveoon mizta; la eleccon Adr — 00
. VY =—Rqg— enq), (a)
Re = 1 corresponde al de conveboinatural , €l cual es el Oz @)
tema de estudio en este trabajo. El cascisnico es un caso Y=0 sobrel’;
particular de(2a) — (2¢) y no es nas que las ecuaciones de ) —A0+u-VO=f enQ, (b)
Navier-Stokes: solamente las ecuaciones de mon{énjoy BO=0 sobrerl;
la de incompresibilidad2b) son consideradas, y el lado de-
recho en(2a), digamosf, representa una concentr@agide t>0:
fuerzas externas independientesde Ap=w en2, ()
A manera de aclara@n, a continuadin se presentan las ¥=0 sobrer’;
ecuaciones en medios porosos antes del proceso de adimen- w —vAw+u-Vw
sionalizacbn y una vez que se considera la aproxiraaae _ Ra @ engl, (0) (8)
Boussinesq: ~ PrRe?20x
W= Wey sobrel’;
t>0: 0y —yAO+u-VO=0 enQ, (c)
u= —ﬁ(Vp - g) en2 (a) 3) BO=0 sobrel’
V-u=0 enQ (b) )
pey(Ty —u-VT) —nAT =0 enQ (c) dondel/Re se ha reemplazado por el paretro de vis-
cosidadv, y y=1/RePr; w es la vorticidad, la cual de
dondeg es el vector gravedad dado ppe= (0, g)* wk=—Vxu=Avyk, esh dada porw=0u;/dy—0us/0x;

El sistema adimensional (1) se obtiene de (3) una vez qué vorticidad requiere tamén de una condioh inicial
la densidady se reemplaza pop = po[l — (T — Tp)], w(x,O):w(x)_ la cual_det_)e satlsfacérulo/ayfaum/ﬁx.
donde, como ya fue &alado al inicio de esta seéai, p, Para caV|dade§ mclmada; que se obtienen allrotar un
y T, es la densidad y temperatura de referencia respect'ﬁngww en el sentido contrario al giro de las manecillas del
vamente. Enérminos de la adimensionalizaci se tiene ''€l0j, 1as Ecs () y (80) se modifican y eéin dadas respecti-
6 = T —T,/T, — T», Ra = (BkgBpo/ru)(T; — Ty), don-  vVamente por
deT; es la temperatura de las paredes lateralés ka de la

pared inferiorg es la altura de la cavidad (se puede observar Ay = —R, | cos ¢@ —sin (b% enQ) (7'a)
gue la constante de acelai@tiy es absorbida en el gane- O Ay
tro Ra debido al proceso de adimensionalifegi Algunos R

detalles para obtener la adimensionalipad) pueden verse  w; — vAw +u-Vw =
en la Ref. 11, pg. 218. o9

Las ecuaciones de momentix), (2a) y de temperatu- > (C05¢89 —sin ¢> en2. (8'b)
ra(lc), (2¢) deben complementarse con condiciones inicia- Ox dy

PrRe?
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Los sistemas (7) y (8) representan la aproxirhadile de frontera para (al menos no a la mano). En la Ref. 13 se
Boussinesq en variables fubai corriente y vorticidad en da un procedimiento para encontrar la corihcile frontera
medios porosos y medios libres respectivamente (€6r) paraw en regiones bidimensionales arbitrarias. En este traba-
y (8b) en lugar d€7a) y (8b) para cavidades inclinadas).En jo se opta por la alternativa dada en la Refs. 14y 15 para ca-
ambos casos, por (6), las condiciones de incompresibilividades rectangulares que consiste en obtener condiciones de
dad(1b) y (2b) se satisfacen autdaticamente efi. fronteraw en €rminos dey mediante una exparisi de Tay-

En medios libres el hecho de que la conglicde incom-  lor en la frontera (hacia el interior) usando la retac{8a).
presibilidad se satisfaga autaticamente se puede ver como Para fluidos viscosos la velocidades0 en paredes@idas,
una ventaja en contra de la desventaja de que no se tiengor (6),¢ es constante y consideramos dicha constante co-
condiciones de frontera para la vorticidad; en la fronfera mo0. En convecdn natural todas las paredes séldas, en
1 est sobredeterminada [12-13]: ad&asnde conocersg|r consecuencia se obtienen las relaciones siguientes para las
tambén se conocély/On)|r pero no se tienen condiciones condiciones de frontera, ¢, dadas imgkitamente por valo-
| res (todafa desconocidos) dg¢ en el interior

1
1
w(aa Y, t) = W[Sw(a - hz> Y, t) - ¢(a’ - 2h:1:7 Y, t)] +O(h§:)
©
ol 0,1) = S l80(r. hy, ) — (20, 1) o)

Y
w(x7 ba t) = %[81#(‘%7 b— hy7 t) - ’QZJ(LL', b— 2hy7 t)] +O(h§)a
Y

dondeh, y h, denotan los pasos de discrtizaciespacial en 3. Esquema nunerico

las direccionesX y Y respectivamente. En medios POrososy,_ - |4 discretizaon respecto al tiempo, las derivaday w;

al no estar presente la vorticidad, solamente hay que trat%{ue aparecen effi) y en (&)—(8c) respectivamente, se apro-
con condiciones de frontera paray 6; por las razones de yiman mediante el esquema de segundo orden
viscosidad mencionadas anteriormente- 0 sobrel’ y las

condiciones de frontera pafaestin dadas en el operaddr fi(x, (n+ 1)At)

y se@én especificadas expitamente en la sedm de Resul- 15/ 9 4 0.5/
tados Nungéricos (debe tomarse en cuenta que en medios po- ~ — A7 : ,
rosos el efecto viscoso @spresente en el panetro de vis-

cosidadu en(3a), que posteriormente es absorbidored). dondeAt denota el paso de tiempafy” es una aproxima6n
| paraf(x,rAt), conf una funcon suficientemente suave.

n>1, xeQ, (10)

Los sistemas discretos en tiempo que resultan son

89n+1
qunJrl =—R, 3 en(l,
b
S ) sobrel’; (11)
af"tt — AP f gttt = fy 0 n>1, enQ,
Bt =0 sobrel’ ;
A’L/JnJrl =yt en(l,
Yt =0 sobrel;
aw™ 1 = pAWntL 4 gt L yntl = Ha %—F fi n>1, enf)
PrRe?20x  °“’ - 7 (12)
Wt = ey sobrel’;
afntl — yAGPTL ot et = f, n>1, enQ,
BOFL — 0 sobrel;
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donde o = 1.5/At, f, = 2w"—0.5w""1/At,
fo =20" —0.56""1/At. En (12),w.; denota la condiéin
de frontera de la vorticidad dada por (9); en (11) y (12),

E. BAEZ, B. BERMUDEZ Y A. NICOLAS

Para obtenefy!, 61, w!) en (11) y en (12) se aplica una apro-
ximacion de primer orden para la derivada temporal adsav
de una subsucdsi con un paso de tiempo menor para mante-

denota un operador de frontera que en general involucra comer segundo orden en exactitud; tagrbse obtienen sistemas
diciones de frontera de tipo mixto (Dirichlet en una parte deestacionarios de la forma (13) y (14).

la frontera y Neumann en la otra). Las componentes de
y up deu, en €rminos dey, eséin dadas por(6).
Sirenombramos{”*1, 97+, 4" *t1) como (v, 6, ), en-

Para resolver sistemas de la forma anterior se aplica una
variante de otros gtodos que han mostrado ser eficientes pa-
ra flujos dados por las ecuaciones de Navier-Stokes y la apro-

tonces en cada nivel de tiempo resolvemos los sistemas estaracion de Boussinesq en variables primitivas, [2,16]

cionarios de ecuacionedicas no lineales

ol
AY=—R,— en},
ox
=0 sobrel; (13)
ad —Af+u-VO=f, enQ,
B =0 sobrel’;
AY=w enQ,
=0 sobrel’;
Aw+u-Vw= Ra 06 f. enQ
aw—vAw+u W_TReQ%—’_ w ) (14)
W= Wey sobrel’;
af —yAOd +u -Vl = fy enq),
BO =0 sobrel.

Denotando por

O(0,¢) = (al — AO)+u-Vo— f, enQ,

entonces el sistema (13) es equivalente a
O(0,¢) =0

Av— R 00
¢—— aax

e}, B6# =0 sobrel',

(15)

enQ2, ¥ =0 sobrel’;

y, (15) lo resolvemos mediante el proceso iterativo de punto
fijo

Con(#°, %) = (6™,+4™) conocidos, resolvemos hasta obtener convergendia en

9m+1 =™ — )\(Oé[ _ A)—l@(e’rrL7,¢)7rL)
89m+1

Awm—i—l — _Ra
X
y tomamog "t pntl) = (gL pmly;

Por otro lado, la expresnh para?™*! en (16) es equiva-
lente a

en(},

(al — A)YomHi=(al — A)I™ — \O(O™,y™)
sobrerl.

BO™t =0

Por lo tanto, la soluéin del problema original involucra
en cada nivel de tiempo, y en cada iteéacdel nétodo itera-
tivo, la solucon de dos problemasipticos lineales y sir@tri-
cos asociados a los operadorey ol — A, ya que gracias
al proceso iterativo elermino no sirdtrico (de hecho anti-
simétrico)u - V6 es absorbido en el lado derecho.

en), Bt =0 sobrel;
(16)

enQ), y™tl=0 sobrel', A>0,

IeI método iterativo para la vorticidad tiene que extenderse
hasta la frontera para poder construir las condiciones de fron-
tera dadas imftitamente enérminos de valores interiores de
¥, en (9).

Para la solu@n de problemas fdticos lineales y sirgtri-
cos existen resolvedores eficientes ya sea mediante diferen-
cias finitas o elemento finito, al menos mientras se consideren
regiones rectangulares. En este trabajo la discretinaspa-
cial se realiza con esquemas de diferencias finitas de segundo
orden para aproximar las primeras y segundas derivadas en

La solucbn del sistema (14) en medios libres se realiza), ¢ y w, obtenéndose sistemas de ecuaciones akgjehs
tambin mediante un proceso iterativo de punto fijo de la fordineales, los cuales pueden resolverse utilizando étodo

ma (16), una vez que consideram®&), )) con —yAf en
lugar de—A#, definiendo para la vorticidad
R(w,¥)=aw—vAw+u-Vw—f, enQ,

y observando que la convergencia siranka e y w impli-

ca la convergencia en. Con lo cual se concluye que la solu-

cion del problema original conduce a la sofutide tres pro-

adecuado dalgebra lineal nur@rica; en nuestro caso utiliza-
mos el nétodo SOR por bloques y el paquete Fishpack [17].
Es notorio mencionar qudia cuando Fishpack efée todo

el proceso de discretizani en diferencias finitas (con opcio-
nes de segundo y cuarto orden) es considerablemapitor

y no hay ventaja significativa al usar un resolvedor del sis-
tema algebraico (como SOR) al cual se le da la matriz del
problema discreto. Esto es debido a que désplel proce-

blemas dbticos lineales y sifetricos: uno asociado al opera- so de discretizadin el resolvedor para el sistema algebraico

dor A, otro parand — vA 'y otro paraad — yA. Un aspecto

gue usa Fishpack se basa en ugtodo directo de redudm

distintivo en medios libres respecto a medios porosos es queiclica eficiente [18].
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Porlltimo recordamos que para el estudio de convetci de donde, para <y <lyz =1/2:
natural en medios libres se tiene que eldgir= 1, lo cual

implica quey = 1/Pr, y para los experimentos n@mcos
. . - 00 oY
gue siguen consideramd¥- = 0.71 lo cual corresponde a Y=0, —=0y —=0.
suponer que la cavidad en estudio aproximadamerédlest Ox dy
na de aire.
o Consideramos el cagty = —0.5; entonces, las paredes
4. Resultados nunericos laterales de la cavidad se encuentran a mayor temperatura que

. las paredes inferior y superior por lo que el calentamiento

Como se sabe, en la parte de la frontera con condiciones & rre a traés de las paredes laterales. Taenbiebe ob-
frontera Neumann la solum tiene que determinarse tam- sepyarse que el fluido se encuentra a mayor temperatura en
bien y en consecuencia los operadores diferenciales tiengg tapa que en la base. Para este caso se muestran las cara
que aproximarse en esta parte. En nuestro caso, el operadgfisicas del flujo enérminos del amero adimensional de

A se restringe simplemente a su contriwcinidimensio-  Nysselt el cual mide la transferencia de calor, por congecci

nal correspondiente; las derivadas de primer orden tanto d&,ire una superficie (paredligla y el fluido con el cual se

¢ como dew y # se aproximan usandd0), considerando  gncyentra en contacto. Se distingue entrmero de Nusselt
variacbn espacial hacia d@s y tomando en cuenta que si la |5cg Ny y nimero de Nusselt promed«. El nimero de

variacbn es hacia adelante, los signos cambian. Las derivaqysselt local en la pared superior, inferior y lateral, en cada
das normales de la condici de frontera Neumann pata nivel de tiempo, eétdado respectivamente por

pueden aproximarse con diferencias centradas.
En todos los casos que se reportan, la temperatura

inicial y vorticidad inicial eshn dadas poP(x,0) =0y Nu = 1 7@

w(x,0) = 0. Para el natodo iterativo se usa = 0.7 y to- 04 —00Y|(py=1)

lerancia de convergenci®~", este mismo valor tamén se 1 o9

usa en el error relativo en tiempo (ver Ref. 1&gp324), para Nu = = —

alcanzar el estado estacionario. Losgmaetros restantes: ta- —1-00y (z,y=0)

maho de los pasos de discretizaciespaciales,, h,, y tem- 190

poral At (denotaremos simplemente gocuandoh,, = hy); Nu = 70y oo );
r=U,y

nimero de Rayleiglka; angulog; ad como la altura(o lon-
gitud) de la cavidad cuando sea diferente de 1 (cavidades
rectangulares) se mencioaaren cada caso bajo estudio. Enel nimero de Nusselt promediyu representa la transfe-
adelante se descrilain solamente las condiciones de fronte-rencia de calor total sobre toda la pared para cada nivel
ra de la temperatura ya que por lo mencionado en la Sec. ge tiempo, es decir, es un promedio integral de todos los
al estar considerando fluidos viscosos la fonatorriente)  nimeros de Nusselt locales sobre toda la pared en cada ni-
siempre e$ en la fronterd" de la cavidad?, por estar con-  vel de tiempo, por ejemplo, para la pared lateral izquierda
formada dicha frontera con paredétidas (cavidad cerrada). Ny = f01(1/5)(ae/ay)|($:0 ndy.

. Se muestran los flujos a tiempos finaléSs a
4.1. Medios porosos T = 0.003, 0.008, 0.016, 0.038 y comparamos con la Ref. 3]
B B - - (en ésta taml#n se consideran los casds = +0.5 y
411 Ra = 1000, h - 1/40’ At = 0.0002, condiciones 04 =0, los cuales tamBn se obtienen correctamente con
de frontera Dirichlet: , . . . :
nuestro nétodo); aT’ = 0.038 el flujo ya es estacionario,
esto es, ya no cambia para tiempos posteriores. Estos resul-
tados se muestran sucesivamente en las Figs. 2, 3, 4y 5; por

{0 =0, sobrel'|,_o,, 0=—1 sobrel, o, la antisi_met’r_a er_n/) y la simetia_ end solamente se mues-
tra la mitad izquierda de la cavidad, debe tomarse en cuenta
0 =04 sobrel|,—y; gue respecto & los contornos en la mitad derecha tienen la

misma forma pero se obtienen con valores de contorno que
donde 4 denota el valor en la pared superior de la cavidad. tienen signos opuestos a los correspondientes de la izquier-
Debido a la geomeia del dominio aiscomo a las condi-  da. La Fig. 6 muestra elimero de Nusselt promedio en las
ciones de frontera dadas p#g parai), esperamos obtener paredes superior, inferior y lateral en el intervalo de tiempo
simetia en la gafica ded y antisimetia en la de) alrededor [0, 0.04]. Las Figs. 7, 8 y 9 muestran lo8meros locales de

de laineaz = 1/2, es decir: Nusselt en dichas paredes a los tiempos finalesnencio-
nados. Todos estos resultados concuerdan satisfactoriaments
{ 0(x,y,t) = 0(1 —z,y,t),  0<z<1/2, 0<y<l, con los reportados en la Ref. 3; a continbrase hace una
Y(z,y,t) = =1 —=z,y,t), 0<z<1/2, 0<y<l; descripodn de ellos.
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Funcion Corriente (y) Temperatura (c)

40
30

20! 20 20

-5 -.001

10 10

10
-3
5 10 15 20 5 1015 20

FIGURA 2. Contornos de la fundn corriente y de la temperatura
parat = 0.003.

FIGURA 4. Contornos de la fundin corriente y de la temperatura

parat = 0.016.
Funcién corriente ()  Temperatura (6)
<0 @ O Funcidn corriente (y) Temperatura (c)
5
30
5
20 2
10 -2 . .
FIGURA 5. Contornos de la fundin corriente y de la temperatura
parat = 0.038.
5 10 15 20
FIGURA 3. Contornos de la funén corriente y de la temperatura Nu
parat = 0.008. 100

80

En la Fig. 2 se muestran los contornos de la fanci
corriente y de latemperatura cuando comienza a desarrollars
el flujo, espetficamente al tiempo final" = 0.003. El fluido =
se enffa en las superficies superior e inferior y se calienta en -
las paredes. La gfica de la fundn corriente muestra que el
flujo comienza a desarrollarse en las esquinas. La cir@raci
del fluido, en la parte superior, comienza como péqsdour-
bujas de fluido fio que caen, alahdose de la pared superior
hacia el cuerpo principal del mismo, el cual se encuentra a
mayor temperatura; este enfriamiento y calentamiento provo-

rontera Superior
rontera Inferior
Frontera Lateral

F
F

te

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

FIGURA 6. NUmero de Nusselt promedio.
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producen burbujas que giran en sentido negativo en la esqui-
na izquierda y positivo en la esquina derecha.

La circulacbn es nas lenta en losartices de las esqui-
nas inferiores que en los de las esquinas superiores, lo cual se
debe a que el fluido &s fiio y denso se encuentra debajo del
fluido mas caliente, con lo cual se inhibe el flujo, mientras
que en los artices de la esquina superior, el fluid@snfiio
est sobre el fluido tibio, lo cual incrementa la circufati

Debido al calor que ingresa desde las paredes laterales,
los vortices en las esquinas inferiores se extienden hacia arri-
ba abarcando una mayor parte de la cavidad que aquella
correspondiente a la de loénices de las esquinas superiores
pues su crecimiento se ve limitado por la pared superior.
FIGURA 7. NUmero de Nusselt a lo largo de la pareg- 0. De igual manera la @fica para la temperatura muestra

el hecho de que el fluido comienza a enfriarse cerca de las
pared superior e inferior mientras conserva una temperatura
Nu mas d@lida cerca de las paredes y en el centro de la cavidad.

Al comparar este resultado con el correspondiente en la
Ref. 3 observamos ciertas diferencias, las cugédsgchmente
se relacionan con el tiempo en que se alcanzan los mismos
graficos. Cuand@ = 0.003 obtenemos una distribuai pa-
ra la funcbn corriente y la temperatura similar a la corres-
pondiente en la Ref. 3 cuando = 0.004. Esta diferencia
puede deberse al hecho de que en la Ref. 3 la dnuals
temperatura se desacopla secuencialmente en tiempo comc

0.2 0.4 0.6 0.8 1 Y

0.2 0.4 0.6 0.8 1 X ya fue s@alado en la Introducon.
) En la Fig. 3, la gafica de la fundn corriente muestra
FIGURA 8. Numero de Nusselt a lo largo de la pareé- 1. que se ha formado otro par dénices adicionales a los

anteriores, los cuales han continuado desamdibse. Las
celdas superiores que se formaron inicialmente han crecido,
alargandose y cayendo hacia el centro de la cavidad donde
se encuentra el fluido menosdy mientras que losartices
inferiores tamk&n crecen, aunque de manerastenta.

La distribucbn de temperatura muestra que el fluido tibio
que se encuentra cerca de las paredes y en el centro de la ca
vidad tiende a elevarse, reemplazando de esta forma al fluido
frio que surge de la pared superior.

En un tiempo posterior, al continuar desa@oliose el
flujo, (Fig. 4) los \ortices provenientes de las esquinas supe-
rior e inferior izquierdas se colapsan en una celda a lo largo
de la pared, teniendo su contraparte, debido ayges an-
tisimétrica, en la mitad derecha. Estas celdas caatinde-
sarrolandose y creciendo con lo cual empujan a las celdas
restantes hacia el centro de la cavidad. La&iga correspon-
diente de la temperatura indica que el fluidasiio prove-
niente de la superficie superior sustituye al fluido tibio que
ca gue la circulagin se produzca en sentido negativo (en else encuentra en el centro de la cavidad, ocupando ahora une
sentido de las manecillas del reloj) en la esquina superior iznayor porcdn de la misma.
quierda y, debido a la antisim@rde la fundbn corriente, En la Fig. 5 las celdas laterales han seguido creciendo
en el sentido positivo (en el sentido contrario a las manecihasta lograr vencer a los otroértices, con lo cual@o se
llas del reloj) en la esquina superior derecha, a medida quenen dos celdas, una a cada lado dérled central, circu-
el fluido que es calentado asciende cerca de la pared; mugndo en sentidos opuestos. En lafgra de la temperatura,
cerca de estas burbujas se forma otro movimiento en contrésta se ha estabilizado y el fluido es ahota &n el centro
sentido, respectivamente a cada una de ellas, a medida quedel la cavidad y disminuyendo conforme nos acercamos hacia
fluido que ha sido enfriado por la pared superior descienddas paredes superior o inferior, mientras que la temperatura
alejandose désta. Al mismo tiempo, en la pared inferior, se aumenta si estamos cerca de las paredes laterales, las cuale

FIGURA 9. NUmero de Nusselt a lo largo de la parge: 0.
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se mantienendlidas. A este tiempo fin&' = 0.038 el flujo  serven las propiedades de antisirreesr simetfa para la fun-

ya no cambia respecto al tiempo, esto es, se ha alcanzadoaébn corriente y para la temperatura, respectivamente. En las

estado estacionario. paredes adidliicas las isotermas llegan perpendiculares, lo
La Fig. 6 presenta la gfica del limero de Nusselt pro- cual es consistente con la propiedad getina del gradiente

medio desdeé = 0 aT = 0.04 a lo largo de cada una de las (de temperatura) de ser perpendicular a la normal de la pared

paredes que limitan la cavidad, para estas condiciones qualiatatica.

estamos considerando. Por sireetle las paredes laterales,

ambas se encuentran a temperatura 0, se analiza sola- 4.1.2. Ra = 100 (h = 1/32, At = 0.0002) y Ra = 1000

mente la pared lateral izquierda. (h = 1/70, At = 0.00001), condiciones de frontera
Como se observa de laggica, tanto en la pared inferior mixtas en una cavidad inclinada:

como en la superior, elimero de Nusselt promedio inicial-

mente es infinito, lo cual se debe a la discontinuidad de |

temperatura en estas superficies, mientras que en las pareigs: 0.5 sobrel|,—o, ¢=—0.5 sobrel',—1;

el nimero de Nusselt promedio targhi es infinito al prin- o0

cipio debido a que la temperatura promedio del fluido es la o 0 sobrel,—o,1 -

misma que la de la pared. A lo largo de cada superficie obser-

vamos que el imero de Nusselt promedio decrece conforme  Enlas Figs. 10-12 se muestran los resultados para este ca-

se desarrolla el ﬂujo, sin embargo, en la pared Superior pr@O los cuales concuerdan con los reportados en la Ref. 6 para

senta un aumento cuando logrtices mayores vencen a los todos |OsangU|OS considerados. Nuestros resultados fueron

pequéios, y este incremento es el resultado de las velociggabtenidos como estados estacionarios del problema no esta-

des mayores que se alcanzan asociadas corbltisas nas ~ cionario con criterio de paro para el error relativo en tiempo
grandes. de 10~7; con esta tolerancia, los tiempos finales para alcan-

En la Fig. 7 se muestran losimeros locales de Nusselt Zar dicho estado estacionario son, respectivaniente).24,

a lo largo de la pared laterat (= 0) en cuatro tiempos dife- 7' = 0.24, T = 0.234. La Fig. 13 muestra un resultado para
rentes; observamos que los valores son muy grandes cerca'¢fgd cavidad vertical de ram geongtrica 2 (altura 2 en el eje

la pared inferior, porque el flujo que se encuentra sobre es? Y longitud 1 enX) conh, = 1/32'y h, = 1/64, angulo

ta superificie choca contra la pared y se vuelve hacia arrib&l€ inclinacon ¢ = 130 grados y tiempo final” = 0.2962
mientras que la parte superior de la pared muestra el efecRfira alcanzar el estado estacionario. La Fig. 14 muestra el re-
provocado por lo @rtices que inicialmente se desarrollan ensultado paraza = 1000 tambien conangulo de inclinadn

la esquinat = 0.003 y ¢ = 0.008, de tal forma que el fluido ¢ = 130, el cual concuerda con el reportado en la Ref. 6.
tiende a fluir hacia el centro de la pared; en tiempos posterid?€ los datos se observa que los téwsde los pasos de dis-
res,t = 0.016 y t = 0.038, éste tiende a disminuir debido a Cretizaci'onzy At son considerablementeaspequios que

que el brtice de la esquina inferior crece hasta llenar la mi-Parafza = 100. Las géficas de la fundin corriente muestran
tad de la cavidad, con lo que elimero de Nusselt decrece due se obtiene una sola celda circulante en toda la cavidad;

uniformemente cuando el fluido se eleva desde el fondo de fadenas las gaficas corroboran que no existe antisirzesn
cavidad. la funcion corriente ni simeta en la gafica de la temperatu-

A lo largo de la pared superiog & 1) (Fig. 8) los rime- '@, como era de esperarse. Hacemos notar que el resultado de

ros locales de Nusselt son grandes cerca de la paredes late@Fig. 10 con cero inclinadh tambén coincide con el que

les, debido a que la corriente asciende por la pared y cho&§ muestra en la Ref. 5 con temperatura fija en las paredes iz-
con la superficie superior. Cuande= 0.008 se crean orti-  quierda y derecha ligeramente diferentes(1 en la pared

ces secundarios hacia la cuarta parte de la tapa que se V&Ruierda yd = 0 en la derecha); adeam dicha coincidencia
alejando deésta, lo cual repercute en altos y bajdsneros prevalece con el resultado, con estado estacionario en
de Nusselt respectivamente.

En la pared inferiory = 0) (Fig. 9) los valores delime- Funcién de Corriente (i)
ro local de Nusselt son notoriamentésnpequios y esta- - -
bles, ya que el flujo es relativamente lento en el fondo de la™
cavidad y paralelo asta, y los valores &3 altos se alcanzan = |/
cerca de la pared, lo cual se debe a que la velocidad del flujc.,
en esa zona toma sus valoreasaltos. .

Todos los resultados que siguen (incluyendo los de me- ||
dios libres) en general corresponden a cavidades rectangu” |
lares inclinadas con condiciones de frontera mixtas para lasf}
temperatura: Dirichlet (temperatura fija) en unas paredes y |
Neumann (flujo fijo) en las otras, de hecho se considera flujo
nulo lo cual equivale a que las paredes son dtiehs (ais-
ladas). Bajo estas condiciones no es de esperarse que se CBIGURA 10.

Temperatura (6)
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Funcién de Corriente () Temperatura (6)

Funcién de Corriente (y) Temperatura (6)

FIGURA 11.

Funcién de Corriente (¢) Temperatura (6)

FIGURA 12.

Funcién de corriente (y) Temperatura (0)

// \3@

FIGURA 13.

FIGURA 14.

T = 0.094, que se obtiene delddigo que no involucra el
efecto de inclinadn.

A continuacén una explicadéin respecto abngulo de
inclinacibn: Por ejemplo, consideremos la Fig. 10 que no
estiinclinada § = 0) y la Fig. 12 que estinclinada 130 gra-
dos; los btulos de los ejes empiezan desde el origen centrado
en la esquina inferior izquierda como se aprecia en la Fig. 10,
en la Fig. 12 dicho origen, con los respectivotutos de los
ejes, se encuentra ahora en la pdsidial que ha girado (ro-
tado) 130 grados. Esto significa que la cavidad extlinada
130 grados en el sentido positivo.

De aqu en adelante se dan pocos detalles sobre los flu-
jos ya que se&m autoexplicatorios en base a las explicaciones
anteriores.

4.1.3. Ra = 100; condiciones de frontera mixtas en una
cavidad inclinada:

20
{ =0 sobrel'|;—p1, 6=1. sobrel'|,—,
on

6 =0. sobrel'|,—.

Estas condiciones de frontera mixtas con paredes latera-
les adialticas difieren de las consideradas en 4.1.2., donde
las paredes adialkicas son la superior y la inferior, y las he-
mos elegido como punto de compafacticon los resultados
reportados en la Ref. 4.

{cavidad cuadradd: = %, At = 0.0175.
El resultado que se muestra en la Fig. 15 con las datos an-
teriores yangulo de inclinadin ¢ = 30 grados coincide con
el que se reporta en la Ref. 4, salvo queigtdo central en
la funcion corriente que en la Ref. 4 se obtiene con el valor
de contornd).65 en nuestro caso se obtiene ddf3; este
“estado estacionario’se alcanza®nr- 17.5:

2
{cavidad rectangula(razf)n geone’etricag) :
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Temperatura(6)

de poder observar cierta similitud con dicho caso ante la im-
posibilidad de contar con resultados en medios libres para
comparar. Resultados con inclinaciores 0y ¢ = 40 gra-

dos se muestran, respectivamente, en las Figs 17 y 18, los
cuales corresponden targhi a estados estacionarios que se
obtienen del problema no estacionario en los tiempos finales
T = 0.3038 y T' = 0.2906. Como un recurso &s para vali-

dar el método nunérico, mencionamos que los resultados que
se obtuvieron cog = 0 grados coinciden con los que se ob-
tienen con el édigo de la cavidad sin considerar inclinaj

y, desde luego, este resultado concuerda con el reportado en

la Ref. 2.

FIGURA 15. 4.2.2. Ra=100000, h,=3/96, h,=1/32, At=0.00001,

condiciones de frontera mixtas en una cavidad rec-

El resultado con los datos anterioresggulo de incli-
nacbn ¢ = 10 grados se muestra en la Fig. 16, con estado
estacionario e’ = 0.24; cualitativamente hay coinciden-
cia con _Ia Ref. 4, pag. _747, peroigie considera una rém {59 —0 sobrel|,_oi, 0=1. sobrel|,_o,
geonetrica de%, es decir, una cavidad de altura 3 (contra 1 | 9n ’
en la longitud horizontal) mientras que la longitud horizon- 9—0
tal en nuestro caso e%s La coincidencia de las isotermas es ’
perfecta, ras no ascon las Ineas de corriente las cuales pa-
ra que tengan la misma estructura que las de la Ref. 4 deben
considerarse valores de contorno diferentes (los de [4] sor Funcion de Coriente ()
{-0.5,-1.0,-1.4,0.5,1.0,1.9}). Se muestra este resultado
y no el correspondiente a la kaz geonétrica de [4] ya que =
en tal situadn obtenemos as celdas (fundin corriente) y .
mas ondas (temperatura).

tangular inclinada:

sobrel'|,=1 .

Temperatura (6)

-—

_

-

4.2. Medios libres

4.2.1. Ra = 100000, h = 1/32,At = 0.0001, condiciones
de frontera mixtas en una cavidad inclinada:

5 /ﬂ
200 25 30

5 10 15 20 25 30 5 10 15

{9 =0.5 sobrel|,—9g, 6= —0.5 sobrel|,_; ¢=0°

FIGURA 17.
00 0 brel|
— =0 sobrel'|,—g1 -
on y=0,1
Estas condiciones de frontera corresponden a las misma

del caso 4.1.2 en medios porosos, lo cual es con la finalidac

Funcién de Corriente (y)

Temperatura (6)

Funcién de corriente () Temperatura ( 6)

FIGURA 18.

FIGURA 16.
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Funcién de Corriente () Temperatura (6)

Se observa que estas condiciones de frontera coincider
con las de 4.1.3 en medios porosos. El resultado que se re
porta en la Fig. 19 corresponde a unabrageongtrical/3
(altural enY contra una longitud en X) y con una inclina- ;
cion de¢ = 130 grados. Se observa de los datos en 4.2.1 an- "\
terior que el paso de tiempdt es un orden de magnitudas
pequéio; el resultado que se presenta corresporiie=a0.1
lo cual equivale haber avanzati@00 niveles de tiempo, sin
haber alcanzado el estado estacionario de acuerdo al criteri
gue estamos usando para el error relativo en tiempo. De he
cho, actualmente no sabemos si existe estado estacionario
no.

4.2.3. Ra = 1000, h = 1/32, At = .0001, condiciones de FIGURA 19
frontera Dirichlet: :
Funcién de Corriente(y) Temperatura(0)

{9 =0 sobrel|,—o1, 6=-1 sobrel|,—o,

0=604=-05 sobrel|,—. . o \ N
Estas condiciones de frontera puramente Dirichlet corres-» »

ponden a 4.1.1. de medios porosos, con el misinmaz " 15

ro de RayleighRa = 1000. Consideramos esta situac . P N\

para observar la influencia del medio. La Fig. 20 muestra AN

el correspondiente estado estacionario el cual se alcanza e® i

T = 0.3322. Observamos que al igual que en medios poro- T e

sos, ver Fig. 5, en el estado estacionarioilasds de corrien- FIGURA 20

te se estacionan en dos celdas con la misma estructura, pero '

las isotermas difieren en su estructura; es notorio el hecho

que en medios porosos el tiempo al cual se alcanza el estadiferente escala delimero de Rayleigh. Finalmente, en re-

estacionario es mendF, = 0.038. lacion al segundo resultado (&@zgeonétrica2/3) en 4.1.3.
Queremos terminar esta semtihaciendo algunas obser- (Fig- 16), indepedientemente de algunas discrepancias inhe-

vaciones sobre los resultados, adicionalmente a las que §@htes ala diferencia engtodos, incluyendo las limitaciones

acaban de mencionar en 4.2.3. En rélaca 4.1.2 de me- del método expkito para el transiente falso para la ecoaci

portamiento del flujo pardka = 100000 en las Fig. 17 das en la Ref. 19, las condiciones de este problema son un

y 18, sobre todo en las isotermas, adquiere una estructuPgimer acercamiento para trabajar en problemas de Rayleigh-
similar al correspondiente a 4.2.2. en medios porosos pafaémard, entre ellos el que se aborda en la Ref. 20 para me-
Ra = 100 (Figs.10-12); para un valor menor & en me- Q|os porosos. En la Re_f. _20 el resultado de la F|gé@,.|352,

dios libres, incluyenddia = 100, las isotermas esh muy tiene una estructura similar al reportado iaem la Fig. 16 a
cerca de ser verticales, esto es, no alcanzan a doblarse dsar de tener condiciones de frontera diferentes (propias de
mo enRa = 100000. ParaRa = 1000 en 4.1.2., Fig. 14 Problemas Rayleigh-Bernard).

conangulog = 130 grados, se puede observar que tanto las

lineas de corriente como las isotermas se pegaantas pa- 5. Conclusiones

redes de temperatura fija, tanto en lo ancho como a lo largo,

lo cual ocurre taml@in parap = 0,40, 130 grados, élculos  Se han presentado simulaciones Buicas para una variedad
gue tambén se realizaron y coinciden con los reportados eramplia de flujos de convedni natural tanto en medios poro-

la Ref. 6, fag. 2093. Este efecto de “pegarsasha dichas sos como en medios libres considerando la aproxiomade
paredes tambn ocurre en medios libres si incrementamosBoussinesq en la formulam de variables funon corrien-

Ra respecto akRa = 100000; espedficamente dicho efecto te y vorticidad. El nétodo nurérico que se emplea para lo-
se manifiesta en los resultados, que aunque no se reportangnar dichas simulaciones se basa principalmente en un pro-
este trabajo fueron realizados y coinciden con los de la Ref. Zeso iterativo de punto fijo con estructura ¢ompara ambos
paraRa = 1000000y Ra = 10000000 conangulo¢ = 0 medios, el cual se aplica para resolver los sisteriptics
grados. Entonces, se infiere que dicho efecto de “pegamiemno lineales que resultan al aplicar una discretizaeipropia-

to” es una propiedad cdim en ambos medios pero a da de segundo orden en forma ifigith en el tiempo. Con el
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proceso iterativo se manejan eficientemente la no linealidadatural abordados aguad como explorar otras posibilida-
y el acoplamiento de las ecuaciones, y a la vez conduce finatles, incluyendo flujos que para ciertos valorésamrs de los

mente a resolver problemagicos lineales y sifgtricos. Se

patametros involucrados no alcancen un estado estacionario

sabe que la solugh de esta clase de problemas es bastantg/o presenten f&imenos de bifurcaoh, como en la Ref. 19
simple, con lo cual se &sten condiciones de experimentar donde dicho tema es abordado para el problema estacionario.
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