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En este trabajo describimos el procedimiento para obtener toda la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden conectada
mediante una transformaxi de contacto tales que en su espacio de soluciones se encuentra definidetriczaaonforme a la &trica
tridimensional de Minkowski.
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In this work we describe the procedure to obtain all the family of third order ordinary differential equations connected by a contact transfor-
mation such that in their spaces of solutions is defined a conformal three demensional Minkowski metric.
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1. Introduccion espacio de soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales or-
dinarias de tercer orden se puede definir urgrica lorent-

En la cecada pasada E.T. Newman y colaboradores han coBiana conforme. Adeas, demostraron que esta estructura es

cluido, en forma satisfactoria, una reformutatide la re-  jnvariante ante transformaciones de contacto [11]. A conti-

latividad general enérminos de superficies nulas [1-3]. En nuacbn presentamos un resumen de estos resultados.
esta reformulaéin los Ob]etOS fundamentales de estudio son Una ecuadn diferencial ordinaria de tercer orden tiene

dos funcionesZ (2%, ¢, ¢) y Q(x, ¢, (), dondex® denotalas |3 forma
coordenadas del espacio-tiemp@gs la coordenada estereo- " L
grafica. La funodn Z(z¢, ¢, ¢) proporciona la estructura con- u” = F(s,u,u’,u"), 3)

forme del espacio-tiempo, es decir, define nueve de las digg,nqe,, es una fundin real des y la prima denota la derivada
componentes del tensotnico, mientras que(x G ¢)de-  ordinaria deu con respecto a. Estaremos interesados en la
fine lalltima componente; es decir, en esta formuade la Ec. (3) cuandd” es una fund@n suave en todos sus argumen-

relagvu?ad general la fmrlca es un obje(;[o secun_darlo.diste tos y su invariante de Ahschmann asociado es cero; esto es,
par de funciones satisface un conjunto de ecuaciones diferef ", ",/ satisface la siguiente condii

ciales parciales no lineales acoplado, el cual as oompli-
cado de resolver que las ecuaciones de Einsteireminios I[F] = F, — a[F|Fy + a[F] — a[F]b[F] =0, (4)
de la nétrica. Por tal motivo, se ha estudiado el caso tridi-

mensional [4,5]. Recientemente [6], se encorgue el ca- donde

so tridimensional ya haa sido estudiado, con motivaciones 2a[F) = —F, — g(Fu,,)2 + li(Fu,,),
completamente diferentes, por Cartan y Chern [7-1GsM 9 3ds
espedficamente, Cartan y Chern estudiaron el problema si- bF] = 1 )

guiente: ¢bajo qaicondiciones dos ecuaciones diferenciales

ordinarias de tercer orden son equivalentes ante cierto tipo dmn
transformaciones, tales como las transformaciones de contac-4 . . ) .
to? En particular, de sus resultados generales, se desprendggr(&ua u,u") =T =T+ Ty + Tyu” + Ty FL (6)
gue mediante una transformaoide contacto la ecudmsi di-

) o Observacbn 1: Para nuestra aplicadén al espacio-tiempo
ferencial ordinaria de tercer orden

tridimensional de Minkowski la variable independiente

"

v+ =0, ) sera tomada como ednguloy en el drculo. Este @rculo es
el circulo de direcciones nulas en cada punto del espacio-
se puede transformar en la eci@aciiferencial tiempa
Bajo la condicdn (4) la netrica o mejor dicho la familia
G 7' (y")? 5 uniparangtrica de nétricas lorentzianas conformes asociadas
- (2(g/)2 _ 1) ) @ con la Ec. (3) se obtiene de la siguiente manera. Supongamos

que la soludn general de la Ec. (3) se puede escribir como
En trabajos recientes [6,11], el grupo de Newman ha de- "
mostrado, usando los resultados de Cartan 'y Chern, que en el u=z(z%s), )
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parte, si (14) no es una transform@atide punto prolongada

cuales definen localmente el espacio de soluciones. Ahora smo puede usar el teorema de la fuimcimplicita para elimi-
usa la solud@n general (7) para definir las siguientes tres unaar la variable. en (14), obteniendo una reléai de la forma

formas:
B = d,udz?,
(% = .1/ dx
B3 = 9, dz", (8)
y las tres combinaciones lineales
wl = g1,
w2 _ 62a
W = 6+ a[FI" + bIF] 7, ©

donde las funciones[F] y b[F] estin dadas por las Ecs. (5).

La familia de n&tricas est definida por

gz s)=w' e+ euw —w?ew?  (10)
Esta familia de rétricas es tal que
2
9= gturg. 11)

H(s,u,3,u) = 0.S. Lie demostr el siguiente teorema (ver,
por ejemplo, la Ref. 12, p. 127):

Teorema Toda transformadin de contacto, la cual no es una
transformadn de punto prolongada, se puede obtener resol-
viendo las siguientes tres ecuaciones igitds, pars, u, @’

en eérminos des, u, u':

H(s,u,5u')=0, H,+u' H,=0, Hs+u'Hz=0. (17)
La funcion generadord (s, u, 3, %@’) es una fundn sua-
ve, tal que las Ecs. (17) se pueden resolver pafia’. Sin
pérdida de generalidad se puede tomar [11]
H=u—-V(u,s,3), (18)
de tal forma que las transformaciones de contacto se pueden
escribir como

Esto significa que en el espacio de soluciones de cualquiqonde_r(&u’u/) se obtiene resolviendo
ecuacbn diferencial ordinaria de tercer orden que satisface

la condicbn (4) se puede construir una familia dé&tnicas

lorentzianas conformes. Adés, se ha demostrado [11] que

=V(u,s,I(s,u,u)), (19)
=I(s,u,u) (20)
V(us[(suu)) (21)
Ve +u'V, =0, (22)

esta estructra conforme es invariante ante una transfadmaci Paras en grminos des, uy u'. ) 3
de contacto. Es decir, se ha demostrado que en el espacio de De la Ec. (10) observamos que (= 3') es una familia

soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias
(12)
(13)

" = F(ﬂ, ﬂ/, 1]”7 5)7

puede ser definida unaétrica conforme cuand@, u, u’) y
(s,u,u’) estin conectadas mediante una transfordrade
contacto.

El mapeo
5= x(s,u,u’),
a=(s,u,u’),
u = 7(s,u,u), (14)

define una transformamn de contacto si satisface la siguiente

condicibn [12]
dip — wdx = Ndu — u'ds), (15)

donde\ es una fundn des, v y «’. Eliminando), conclui-
mos que (14) debe cumplir con

Ps +

Las Ecs. (14) definen una transformacide punto pro-
longada si y 8lo si x y ¢ son independientes dé. Por otra

Uy = TF(XS + UXu), Yur — X = 0. (16)

(puesto que depende dg de covectores luxoides de Por
tanto, las superficies de nivel

u(xz?, s) = constante (23)

definen una familia uniparaétrica de superficies nulas en el
espacio de soluciones de la ecdacdiferencial ordinaria de
tercer orden (3) bajo la condan (4). De esto se tiene que
para cada valor de u(x*, s) satisface la ecuawn iconal

gab(?auaau =0. (24)

Dada una soluéin de la ecuaén iconal, su soluén mas
general se puede obtener mediante elado de la envolven-
te [11,13,14]. Para ver esto supongamos que tomamos

(25)

u(z%,s) = v (u(z®, 5), 5),
una funcén arbitraria e imponemos que (constriecde la
envolvente)

dv*
ds

Si de la Ec. (26) resolvemos par@omo una fundn dez?;
es decir,

(26)

— * *
=v,us +v; = 0.

(27)

s = s(a),
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entonces, usando la Ec. (26), es directo demostrar que
u™ (2%) = v (u(z?, s(z?)), s(z")), (28)

satisface la ecuawmn iconal. Ahora mostraremo$mo dada

encuentra definida unaétrica conforme a la Btrica tridi-
mensional de Minkowski. Para este posfio, en la Sec. 2, se
integran las ecuaciones de las gesidas nulas en unaétmi-
ca conforme a la gtrica de Minkowski; la cual es regular en

infinito luxoide futuroZ*, de donde se obtiene que la fun-
cion, C,«, que describe la interseéti del cono de luz de
un punto arbitrarior® del espacio-tiempo cofit esh da-
da por la familia de soluciones de la ecusciconal en el

una familia de soluciones de la ecuaticonal se puede ob-
tener otra familia de soluciones. Para esto, partimos de

u™(2%s,87) = V*(u(z®,5), 5,5, (29) espacio-tiempo de Minkowski,
e imponemos que u=z%(p), (33)
dV* . . dondel, () es luxoide paré < ¢ < 27. Se prueba adeas
ds =V,us + VS =0. (30) que esta funéin tiene doble significado: pare fijo repre-
. ) senta la intersecgn del cono de luz futuro del punte' del
Side Ig Ec. (30) resolvemos paraomo funcén dex® y s*; espacio-tiempo cof+, mientras que para = uy = cte,
es decir, ¢ = o = cte yz° variable describe el cono de luz pasado
o del punto(ug, o) de ZT. Usando este hecho, en la Sec. 3,
s = s(z%, %), (1) se muestra@mo de la familia de soluciones de la ecéaci
entonces iconal (33) se puede generar otra familia de soluciones de la
ecuacbn iconal. En la secdn 4 se muestra que la ecuati
wt(z, 5%) = V*(u(z, 5(z%, 5)), 5(z, 5°),5*)  (32) diferencial ordinaria de tercer orden asociada con la familia

de soluciones de la ecuadiiconal (33) es

@4_%—0
ded  de

es una nueva familia de soluciones de la ecara@onal.
Observacbn 2: Cuando* es reemplazado por una barra, las

Ecs. (32) y (30) son Ehticas a las Ecs. (19) y (22). Si toma- y se describe el procedimiento para obtener toda la familia de

i *. . . . . .
mos la derivada de la Ec. (32) con respecteausando la o\ aciones diferenciales ordinarias de tercer orden conecta-

Ec. (30) el resultado es el mismo que el dado por [a Ec. (21) 455 mediante una transformaeide contacto con la Ec. (34).
Por lo tanto, dado que para nuestro cas(z®, s) satisface

la ecuacon iconal, realizar una transforma@h de contacto .
es equivalente a generar una nueva familia de soluciones d@-  El cono deluzyla funFDn C,. de un punto
la ecuacon iconal; es decir, en este caso una transforrbaci arbitrario del espacio-tiempo

de contacto envia familias de superficies nulas en familias de ) . ) )
superficies nulas Con el objeto de obtener la fuei C,« que describe la in-

Como conclusin de los trabajos realizados por Cartan tersecadn del cono de luz de un punto arbitrario del espacio-
X i . a + - . .
Chern, Newman y colaboradores se tiene que en el espacio H8MP0 z§ conZ™, necesitamos integrar las ecuaciones de
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de tdftS 9eo@sicas nulas en unaem(;\ﬁconformg ala gtrica de
cer orden, que cumplen con la Ec. (4), se encuentra definiddinkowski, la cual sea regular é1"; es decir, en infinito lu-
una familia uniparastrica de rétricas lorentzianas confor- X0ide futuro. Para este fin comenzaremos con &irice. de

mes y que esta estructura es invariante ante una transformi{inkowski en coordenadas minkowskianas; es decir,

cion de contacto. Ade&s se prob que, en este caso, realizar ds® = napdar®da® = dt* — (dz? + dy?), (35)

una transformadin de contacto es equivalente a generar una . . .

nueva familia de soluciones de la ecuaciconal y realizaremos una serie de transformaciones de coordena-
En este trabajo en lugar de partir de una eciradiferen- 98- Primero tomaremas= rcosfy y = rsenf, as que la

. L étrica toma la siguiente formais? = dt? — dr? — r2d6?;
cial ordinaria de tercer orden, comenzaremos (en un proceﬁ%}e cato guiente formals” = dt” — dr® — r°d6";

(34)

inverso al realizado por Cartan, Chern, Newmany colaborag Qor_ad };’m‘;go,z C T,QdGQy tF': ul + rt’ etntonc%s
dores) con una Etrica conforme a la trica tridimensional @5~ = 4 adwdrt - radbt. - Finaimente  tomando
w' =+2u, r=r/V2;, y l=1/r, obtenemos que

de Minkowski y describiremos el procedimiento para obte -
ner toda la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias dg‘gQ = 1/21°d5*, donde
tercer orden conectadas mediante una transfoonats con- ds® = 41%du® — 4dudl — d6?
tacto tales que en su espacio de soluciones se encuentra %%'una ratrica conforme
finida una nétrica conforme a la #trica tridimensional de
D, St 30ek o dad bt — A5, i arangan e desrve s
) : . . .~ geodesicas nulas de lagirica (36) est dada por
ner toda la clase de equivalencia de ecuaciones diferencial€s ]
ordinarias de tercer orden conectadas mediante una transfor- =924 — 20 — f
macbn de contacto tal que en su espacio de soluciones se 2’

(36)

[conforme a la&trica de Minkows-
ki dada en la Ec. (35)], la cual es regular en infinito luxoide

(37)
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donde el punto indica diferenci@eci con respecto a un De estos resultados obtenemos que las ecuaciones que descr
patametro ain, 7, a lo largo de la gedabica nula. ben las geo@lsicas nulas en el espacio-tiempo tridimensional

Recordemos que dada la lagrangiana de un sistende Minkowski son:
mednico conn grados de libertad; = £(g;, g;,t), (donde

) , 6=», (48)
lasg; son las coordenadas generalizadasg)ason las velo-
cidades generalizadag genota al tiempo cop=1,...,n), o141
las ecuaciones de movimiento&@stdadas por las ecuaciones v=n (49)
de Euler-Lagrange [15]; que son .
I=+v1-102p2 (50)
dfocLy oL _ o De la Ec. (50) observamos qi@uede ser negativo, ce-
- =0, j=1,...,n. (38) - £
dt \ 0q; 0q; ro o positivo. Sil < 0 entonces el rayo de luz se mo-

vera alepndose del origen de coordenadas; para ver esto re-
Entonces, para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrangerdemos qué= 1/r, entonces = —7/r2. De esta manera,
asociadas con la furt lagrangiana dada por la Ec. (37), ne- | < 0 cuandor > 0; esto significa que la distancia del origen
cesitamos calcula?L/dq; y 0L/0q;, dondeg, = u,q2 =1, a la posicdbn final del rayo de luz es mayor que la distan-

g3 = 0yt =7.Un calculo sencillo muestra que cia del origen a la posioh inicial. Si inicialmente > 0,
or or entonces el rayo de luz se mo&eaaceréandose al origen del
— =0, = =A% — 21', (39) sistema coordenade & 0,1 = o) y_desptéas de acercarse
du du hasta una distanciaimimar,, dondel = /1 — 12, = 0;
9L _ 2 95 _ o (40) S decir, hasta quetoma el valorl,, = 1/b, el rayo de luz
ol "ol ’ comenzaa a alejarse del origen y nuevamehte 0.
oL or . Usando el paametrol en lugar del pa&ametro ain 7; es
28 =0 i —0. (41)  decir,dl = £v/1 — I2b2dr, las Ecs. (48)-(50) se pueden re-
escribir de la siguiente forma:
De estos resultados obtenemos que las ecuaciones de Euler- —
Lagrange asociadas con la fumeilagrangiana (37) est da- du = + 1EVI-b°F dl, (51)
das por 212 V 1-— b2l2
d (o i o =+ <bdl> 52
%(%ufl):(), (42) VI=022)’ 2
g9+2m2=q (43) =t (53)
T ) Si inicialmentel < 0, de las Ecs. (51)-(53), encontramos que
e 0 (44) la geodsica del cono de luz que conecta el punto inicial (el
dr 7 vertice) z¢ = (uo,lo, fo) con el punto finak* = (u,l,6),
, . . & dad
y la condicbn para buscar las geesicas nulas estdada por esa dada por
_ _ }2]2 _ _ h27]2
o u():u0+(1 V1 blo)_<1 Vi bl>’
20242 — 2l — - = 0. (45) 2lo 2l

2
0(=) = 9, + arcsettibly) — arcsefbl),

1=1. (54)

De las Ecs. (42) y (44) obtenemos que

e+l o .

U= 1212 : (46)  En el caso de que inicialmente> 0, entonces

o="b, (47) uﬁuﬂm+<1+vi—W@>

2l
dondec; y b son constantes de integrani 1+ VI—b022
Un calculo directo muestra que si,(, ) satisface las — sil € (lp,lm),

Ecs. (45)-(47) entonces la Ec. (43) es una identidad; esto sig- Y1-Vi-z2
nifica que $lo tres de las cuatro Ecs. (42)-(45) son indepen- — > Sil€(n,0),

dientes. Aderas, usando estas ecuaciones, no ésildihos-
trar que lalinica constante importante en la integoacile las _
ecuaciones diferenciales que describen las gsiods nulas n {arcser(\bl), sil € (lo,lm),
es(b/c1). Por lo tanto, sin erdida de generalidad, tomare- m —arcsefibl), sil e (I,0).
mosc; = 1; de esta manera, lmica constante importante es

b, la cual parametriza la dired@n inicial de la geoésica [16]. I=1 (55)

0 = 9, — arcsettbly)
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Tomando elimite cuandd — 0; es decir, cuando el rayo de luz futuro del punto del espacio-tiempe? con ZT,
de luz se aleja a infinito, en las Ecs. (54) y (55) obtenemosientras que para = constante,( = constante yz® va-
la intersecdin del cono de luz futuro del punto del espacio-riable ésta describe todos los puntos del espacio-tiempo

tiempo o, lo, fo) conZt; que es

1—+/1—12p2
U(_):uo—i—( Igb >7

2,

(=) = 0, + arcsefbly),

_]212
o o <1+ M)

2l

(p(JF) =0g+m— al’CSGl(]blo), (56)

gue esin conectados por geesicas nulas con el pun-
to (u = constante{ = constantel = constant¢deZ*. Es-

to es, ésta describe el cono de luz pasado del punto
(u = constante( = constantel = constantg de Z*. Pa-

ra el espacio-tiempo tridimensional de Minkowski esta
funcibn esh dada por la Ec. (62) y, como hemos vis-
to, ésta describe la intersebai del cono de luz futuro
del punto del espacio-tiempa;4 con Z*. Ahora mos-
traremos que para = constantey = constante yz? va-
riable, ésta representa el cono de luz pasado del punto
(u = constantep = constantg de Z*. Para este fin, nece-

dondep™® = &) = 9(1 = 0). Un calculo directo, usando Sitamos calcular el cono de luz pasado de un punto arbitra-

las Ecs. (56), muestra que

. +
u® =gt | — cos(p™) —6y) 7
20,

_ cos(w(—) —
0 =yt 1 — cos(y o) .
2,

(57)

rio, z§ = (uo,lo, 0o), del espacio-tiempo. Esto puede lograr-
se a traés de las mismas transformaciones de coordenadas
en la netrica de Minkowski,ds? = dt? — dz? — dy?, que
fueron realizadas para calcular el cono de luz futuro de un
punto arbitrarioz$ del espacio-tiempo. Lapica /diferencia

es que, en este caso, necesitamos tdrear, — r en lugar

det = +r'. Entonces, obtenemos que l&imca confor-

Asi, de las Ecs. (57) se obtiene que la fimcijue describe me esh dada powls? = 4i12du? + 4dudl — d6*. De donde,
la intersecdn del cono de luz futuro del punto del espacio-la funcion lagrangiana, para este casoaekida por

tiempo,z¢ =(uo, lo, 0o), conZ* se puede escribir de la si-

guiente forma:

(58)

"= g & {1605(@90)} ’

donde {;, ») son coordenadas & y 0 < ¢ < 27. Ahora

. .2
£ = 20%4% 4+ 2ul — i.

; (63)

Observe que reemplazand@or —, en la Ec. (63), obtene-
mos la Ec. (37). Esto significa que las ecuaciones diferencia-
les que describen las geggicas nulas del cono de luz pasado

reescribiremos la Ec. (58); para este fin, introduciremos logg| puntozd = (ug, lo, ) quedan dadas por

siguientes vectores luxoides:

1
1* = —(1, cos by, sen by),

V2

1
1 = —(1,cos p,sen ).

7 (59)

Usando las Ecs. (59) encontramos que la Ec. (58) puede ser

escrita como
1,

lo

U= ug + s (60)

0, usando coordenadas minkowskiangs= (to, zo, o), las

cuales egin relacionadas con las coordenadas !y, 6y) por
~U.

x5 = uot® + —

o (61)

dondet® = /2 (1,0, 0); se obtiene que la funon C,.. aso-

ciada con el punto del espacio-tiempg, se puede escribir

como

u = Z(xg,¢) = z5la(p). (62)

Para un espacio-tiempo asiticamente plano de dimen-

sibn cuatro, la fundén Z(z%,¢,¢) tiene doble significa-
do: paraz® fijo ésta representa la intersgmeidel cono

6 =b, (64)
, 141
[ =41 —1202. (66)

Puesto que el cono de luz pasado de un puntb'enon
coordenadasup, fp), es obtenido de las Ecs. (64)-(66) to-
mando el imite cuandd, tiende a cero, entonces necesita-
mos probar que las ecuaciones obtenidas de esta manera pue-
den ser escritas en la forma dada por la Ec. (62). Probaremos
esto lo para el signo-{), el otro caso puede ser probado de
forma similar.

Usando el paametrol, en lugar del pametro ain r, de
las Ecs. (64)-(66) obtenemos que

1—+/1-022 1—v1-0%7
vu=u— | —— |+t |—— | >
2l 21
0 = 0y + arcserfbly) — arcsefbl). (67)

Con el fin de obtener la pokmi del cono de luz pasado de
un punto arbitrario con coordenadas (0y) enZ*, que se
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genera cuando tomamos el signe) (en las Ecs. (64)-(66), Siu = ug = constante entonces, usando la Ec. (71), la
necesitamos tomar dhhite cuandd, — 0 en las Ecs. (67). envolvente de los conos de luz pasados de los puniosj
Haciendo esto, obtenemos que deZ™* esh dada por
<1 — 1 - b212> Uy = xalaa (73)
Uu=uv—|—m-—-—1,
21 0= 2%9ly = %My, (74)
90 =0 =+ arcsembl). (68) g _ Iaazla = Iana7 (75)
Usando las Ecs. (59) encontramos que las Ecs. (68) pued%rande
ser escritas como )
Fa lo = —=(1,—cos ¢, —sen ¢) (76)
¢ ) ) )
Uy =u — T“ (69) V2
1
o0 si usamos coordenadas minkowskianas= (t,z,y), las Ma = ﬁ(o’sen ¢, —cos ), (77)
cuales estn relacionadas con las coordenadad, ) por 1
z® = ut® — [*/l, entonces el cono de luz pasado del pun- Ng = ﬁ((),cos ¢, sen ¢). (78)

to con coordenadas, 0y) enZ+ est dado por
- Dado que el determinante de la matriz

Uug = $ala(90), (70)
1 —cosp —sengp
gue es el resultado deseado. 0 sen@ —cosy (79)
0 CoS sen
3. Familias de superficies nulas y sus singula- es igual a uno, entonces los vectotesn?, n® son lineal-
ridades mente independientes y por tanto podemos escribir
En la secdn anterior demostramos que la fubici x® = Al* + Bn® + Cm*?, (80)
u=z%(p) (71) donde A, B y C pueden ser determinadas usando las
Ecs. (73)—(75) y el hecho de que los vector&s ., n®)
tiene los siguientes significados: a) 8 = xf es un satisfacen las siguientes relaciones:
punto fijo del espacio-tiempo, entoncésta representa la 1 1
intersecadn del cono de luz der§ con Z*, y b) para 1%, =0; mmg=—=; nng=——;
(u = up, = o) fijos ésta representa el cono de luz pa- 2 2
sado del puntqug, o) de ZT. El segundo significado es ml —0: nal — 1 mén. — 0. (81)
equivalente al hecho de que la futigj v = u(2?, ), pa- ‘o ‘T “
ra0 < ¢ < 2, satisface la ecuamn iconal en el espacio- por ejemplo, para determindt contraemos la Ec. (80) con
tiempo tridimensional de Minkowski; es decir, 1,, con lo cual se obtienkz® = Al,l* + Bl,n® + Cl,m®.

Usando las Ecs. (73) y (81) encontramos due 2ug. Rea-
lizando @lculos similares para determindry C' se encuen-
tra que las Ecs. (73)-(75) son equivalentes a

n“baauabu =l.(@)l%(p) =0, (72)

donded,u = du/0z®. Observe que las superficies de nivel
de la funconu = z%1,(vp), CONgwy = constante, son planos 2% = 2uo(1® + n®) + ri°, (82)
paralelos nulos (debido a que su vector normdl,ég,) el

cual es luxoide) en el espacio-tiempsi¢o tridimensional de o usando el hecho de que= 2(I* + n“), obtenemos que
Minkowski dado por la ratrica (35). Estos planos paralelos

nulos corresponden a los conos de luz pasados de los puntos z® = ugt” +rl*(p). (83)

Egé)@) deZ* en el espacio-tiempo descrito por l&trica Usando las Ecs. (76) y (78), y el hec.ho de atie- (£, 2.y),
El objetivo de esta sedm es mostrar@mo de la fami- encontramos que la Ec. (82) es equivalente a

lia de superficies nulas dada por las superficies de nivel de 22 + 92 — (t — V2up)? = 0. (84)

la funcibnu = z%1,(p) se pueden construir nuevas familias

de superficies nulas. Addéra se muestradbmo localizar sus  Esta superficie es el cono de luz del punto del espacio-tiempo
singularidades. Para este fin comenzaremos con el caso ncon coordenadas,/ug, 0,0). Por lo tanto, si puede tomar
simple; es decir, primero mostraremdsmo generar una sola todos sus valores permitidos, entonces la Ec. (83) describe los
superficie nula y posteriormente generalizaremos este proceenos de luz de los puntos del espacio-tiempo con coordena-
S0. das ¢/2u, 0,0). De la Ec. (84) encontramos que esta familia
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de conos de luz corresponde a las superficies de nivel de Ror lo tanto, lalinica singularidad asociada con un cono de

funcion luz es su ertice.
1 Ahora mostraremos &mno construir superficies nulas
_ 2 2
U= \@(ti vVt +y?), (85) gue no son conos de luz. Para esto recordemos que

i u = constante= 2%, () representa la interseéei del co-
la cual, como se puede mostrar, es una soludie la ecua- g de |uz del punto del espacio-tiempg3u, 0, 0) conZ+.
cion iconal en el espacio-tiempo tridimensional de Minkows-anora realizaremos una deformaaide esta intersedmi. o
ki. De esto concluimos que mediante&iica de envolven-  iimo frente de onda, y calcularemos su evddachacia su

tes, dada la familia (71) de soluciones de la ecwa@onal,  interior. La deformadin que estudiaremos es la siguiente:
se puede obtener una nueva sdbuciAntes de mostraibeno

generar superficies nulasasgenerales, mostraremdsmo ~ "

localizar las singularidades asociadas con las curvas de nivel u=2"a(p) + 50‘(@)’ (87)
de la funcon dada en (85). Para este fin, primero reempla-

cemos aug por v en la Ec. (83), obteniendofasna forma  dondea(y) es una fundn arbitraria debnguloyp, tal que no

equivalente de la Ec. (85), dada por es una combina6n lineal desen ¢ y cos p; porque en ese
caso la Ec. (87) se reduce a la Ec. (71). Como en el caso pre-
= <2“ x 7"> , vio obtenemos la envolvente de los conos de luz pasados de
V2 los puntos(z = constantgyp). Dicha envolvente, en forma
7 cos parangtrica, est dada por
T = s
( V2 > 1
o, 1
7 sen p u=xtly + 2a(%‘7)a (88)
= 5 ) (86) )
0 =2%mq + 50,0(p), (89)

Desde un punto de vista matatico las Ecs. (86) repre-
sentan un mapeo entre dos espacios tridimensionales don- T, 52 90

de (u, 7, p) son coordenadas del espacio dominify yr, ) g =% Mty pe()- (%0)

son coordenadas del espacio codominio. Este mapeo repre- )

sentad una transformadn de coordenadas si su jacobianoCOmO en el caso previo, usando las Ecs. (81) y las
asociado es diferente de cero. El conjunto de puntos del e5CS- (88)~(90), encontramos que la envolventa datla por

pacio dominio, tal que el jacobiano es igual a cero, se lla-

ma conjunto dtico y la imagen del conjunto itico se llama x* =2(u— %)(na +1%) + (0,a)m®

conjunto @ustico [17-19]. Usando estas definiciones encon-

tramos que el conjunto itico del mapeo (86) eatdado por +(F = 02a)l%,  (91)
{r = 0,u € R,0 < ¢ < 27}, mientras que su conjunto

caustico por(v/2u, 0, 0). 0, equivalentemente,

Para ver el significado gedrico de los resultados obte-
nidos hasta el momento supongamos que el conode luzdeun z* = (u —
punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Min-
kowski lo intersectamos con superfictes constante, loque  qpgane que cuands(y) = 0, entonces la Ec. (92) se re-
se obtiene es una descompa&itiel cono de luz en curvas -« a |a Ec. (83). Para este caso, afralo directo mues-

cclerradabs ugld:‘men3|ogales,dla§ cualels normglrr:entg rembc?lgj1 que, el conjunto dico asociado con el mapeo (92) es
el nombre de frentes de onda.iAgie el cono de luz de un F=0,ueR,0<¢<2r}yel conjunto &ustico es

punto arbitrario del espacio-tiempo se puede ver como la evo-

lucion de un frente de onda unidimensional. Desde este punto Q@

de vista, la intersecah del cono de luz de un punto arbitraF;io e = (u— "+ (Opa)m® — (e, (93)
conZt dada por la fundin (71) corresponde altimo frente

de onda. Cuando tomamos la envolvente de los conos de luz Usando las expresiones pafa [ y m®, encontramos
pasados de los punt¢sg, ¢) deZ™, lo que estamos hacien- que la Ec. (92) es equivalente a

do es construir la evolugn delltimo frente de onda, dado

=+ (Opa)m® + (7 — aioz)la. (92)

[\ o)

por los puntogug, ) de ZT, hacia su interior. La&ustica ‘= BS (26— a+7— 820@

asociada con la evolum de este frente de onda es el punto V2 L

del espacio-tiempo con coordenadaluy, 0,0). Esto sig- 1

nifica que si construimos todas las envolventes de todos los = \ﬁ [( — 0 ) cosp — (Opr) sen <P] )

conos de luz pasados de los puntes= constantey) deZ ™ )

conu € R, lo que generamos son todos los conos de luz de y = 7 (7 — 02a)Seny + (d,a) cosp] . (94)

los puntos del espacio-tiempo con coordengdé@u, 0, 0).
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Entonces, la forma del frente de onda al tiempe= ¢, v 19
est dada por 2
0
t =1, —5;
~ [(vVato — 2+ ) (9,0)sen ¢ 2
r = —F= — U Q) COS Y — ) sen s
\/§ 0 ¥ (o ' 10
1
y=— [(\@to — 20+ a) sen ¢ + (0,a) cos gp} . (95)
V2 5
Un calculo similar muestra que el conjuntaustico es equi- ¢
valente a 0
tc:i[Qﬂ—a—aza], -5
\/5 ©
-1 -10
T, = — [(Dya)sen p + (8%a) cos ¢l ,
\/5 [( Y ) ' ( © ) 50] ~10 ¢ |
1 -5 .
Yo = —= [(&pa) cos p — (83,04) sen gp] . (96) 0
V2 5
X
Ahora aplicaremos nuestros resultados a dos casos espe 10
ciales:

a) Primero tomaremos = 0y « = 0. En este caso la

Sgperficie nula eatdada por las EFS- (86) can= 0, FIGURA 1. Superficie nula dada por las Ecs. (94) con= 0y
mientras que el frente de onda al tiemipe ¢y eshda-  — .
do por

t =to,
T = o Cos ©,

y = to sen . (97)

En la Fig. 1 presentamos la superficie nula dada por las
Ecs. (94) coru =0y a = 0.

b) Ahoratomamos =0y
a(ip) = cos® p + cos® @ + cos® ¢ + cos®  + cos .

De las Ecs. (94) se encuentra que la superficie nula,

para este caso, éstlada por t
t:i{f76cosg079cosch+8cosscp
V2
+15cos4<p—2},
1
x = — {Fcosp — 3cos® p — 6cos®
\/5{ ¢ ¢ ¢
+6cos4g0+12cos5<p+1},
1
= — {(7 — 6cosp — 10cos® p + 6 cos®
y ﬂ{( ¥ ¢ ¢

+12cos* p — 2) sen ©}. (98)

En la Fig. 2 presentamos la superficie nula dada por las
Ecs. (98). FIGURA 2. Superficie nula dada por las Ecs. (98).
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Usando las Ecs. (95) encontramos que la forma del frente =
de onda al tiempo = t; es [

t:t07

T = {(\/ﬁto_2+3COS§0+3COSQQO—QCOSBQO _

Sl

— 3cos? ) cosp + 1},

Y= {(\/ito—COSQQO—QCOS‘g(p

Sl

_ 3cos? o) sen 80}- (99) FIGURA 5. Frente de onda dado por las Ecs. (99) gara: 1.

Mientras que el conjuntcauistico est dado por
En las Figs. 3-5 presentamos el frente de onda dado por las

Ecs. (99) para, = —1,0, y1, respectivamente.

1
tC:ﬁ{—6cos<p—9coszg0+8c053<p
Y
+15cos4<,972},
e T :L{—Scoszgo—Gcosggo—i-Gcos‘lgo
V2
—i—12(:os5<p—|—1}7
1 2 3
. yc_ﬁ{(—Gcosgo—lOcos @+ 6cos’ ¢

+ 12cos? ¢ — 2) sen 99}. (100)

1.25 1.5 1.]/5 2.25 ¥

En la Fig. 6 presentamos lagstica dada por las Ecs. (100)

De las Ecs. (100) se obtiene que el frente de onda, pa-
ra este caso, es singular pagac (—3.77147,3+/2) (ver la
Fig. 7).

FIGURA 4. Frente de onda dado por las Ecs. (99) gare: 0. FIGURA 6. Caustica dada por las Ecs. (100).
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e esto tomaremos
4f _
a=V(up @), (104)
! dondeV es una fundn diferenciable en cada uno de sus ar-
gumentosy est dada por la Ec. (71} y ¢ toman valores
/\ entre0 y 27. Parau y ¢ dados la Ec. (104) representa una
J deformacbn general de la interseéci del cono de luz del

punto (/2u, 0, 0) conZ+. Si@ y % pueden tomar todos sus
valores permitidos entonces la nueva familia de soluciones
de la ecuadin iconal en el espacio-tiempo de Minkowski, en
forma parardtrica estax dada por

. u=V(u,p,), (105)
FIGURA 7. Grafica det. dada en las Ecs. (100). - -
0= [0,V]z%ma + 0,V (106)
Hasta el momento hemos mostradomm de la familia 7 4 o o o a
de soluciones (71) de la ecuaniiconal se puede obtener 5 = [0.V](z“ma)” +[0uV]z"na +2(0,,V]2"m,

una nueva solubn de la ecuadin iconal. Ahora mostraremos
como de (71) podemos generar nuevas familias de soluciones
de la ecuadin iconal. Con este prdgito tomaremos

.
+82,V. (107)

Concluiremos esta seéti mostrando exptitamente que
. 1 - las Ecs. (105)-(107) describen una familia de soluciones de la
= 2la(p) + 55(¢. 9), (101)  ecuachn iconal en el espacio-tiempo de Minkowski. Para es-

te fin, de la Ec. (106) resolvemos parabteniendo
dondef(p, ¢) es una fundn diferenciable en cada uno de

sus argumentos, y @ toman valores entre cero2sr. Para v =p(x* ), (108)
valores dados deé y ¢ la Ec. (101) corresponde a una de-

formacbn de la intersecon del cono de luz del punto del due sustituyendo en la Ec. (105) obtenemos
espacio-tiempo2u, 0, 0) conZ*. Para cada valor dg to- o 5 a a - a -\ -

maremos la envolvente de los conos de luz pasados de los u(z?, @) = V(u(@®, o(z", @), 0(=", 2), ). (109)
puntos ¢ = constantey) deZ™ para construir una famila Un calculo directo muestra que

de soluciones de la ecuaaiiconal. La Ec. (101) en forma

parangtrica esh dada por Ot = (0, V)l + [(0uV )My + 0,V 0. (110)

N

Finalmente, usando la Ec. (106), se obtiene el resultado de-

1
(@) = 2%, (p) + = ,9),
(?) (?) 26@ ?) seado; es decir,

_ a 1 _
0(9) = 2ma(0) + 50,6(¢, ), N0, udyu = 0. (111)
,”Z A o 1 B . - a
(@) _ #na(0) + L020(0. ), (102) De estamanera, concluimos con la demosbrade émo
2 2 a partir de la familia de soluciones (71) de la ecadto-
o equivalentemente por nal en el espacio-tiempo de Minkowski se puede generar

una nueva familia de soluciones de la ecaadconal en el
espacio-tiempo de Minkowski.

v'(9) = |a = P52 e 1 0,5,
IS I 4. La familia de ecuaciones diferenciales or-

+{r(¢)_a¢5("9’@)]l (). (103) dinarias de tercer orden conectadas me-

Si @ toma todos sus valores permitidos, entonces la Ec. (103) diante una transformacion de contacto con

. < . A u’”—f—u’:()
proporciona una familia de soluciones de la ecbraétonal
en el espacio-tiempo de Minkowski. Observemos que estgn, |4 secain anterior mostramosHmo a partir de la familia
familia de soluciones contiene como casos especiales a I@% soluciones de la ecuadiiconal,u = 2%1,(), se puede
) - a i)

descritas por las Ecs. (83) y (92). Para ver esto, tomemo&enerar una nueva familia de soluciones dada por
Blp, ) = ga(p). La Ec. (83) se obtiene cuandd = 0

y la Ec. (92) cuandg = 1. Dada la familia de soluciones a=V(u,e, @), (112)
de la ecuadin iconal (71), aun podemos generar familias de o _
soluciones ras generales que las dadas por la Ec. (103). Para 0= [0uV]ztme + 9,V (113)
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0 equivalentemente por Ahora veamos el caso en el cual

i, 8) = Viu(e 0(a".9). 0(a".5). 8. (114)  6a"p,0) =V ,9) = oLt 3Ble,0) (124)

Recordemos que daddas Ecs. (112) y (113) son equivalen- S(¢, ¢) es una fundn diferenciable; con la condimi de que
tes a una transformdm de contacto. De hecho, dadalas  J, u = 0. Esto es,

Ecs. (112) y (113) definen la transform@acide contacto ias 1

general que no corresponde a una transforamadie punto 2 ma () + 59, B(p, ) = 0. (125)

rolongada. El objetivo de la presente séoces describir : .
P g ) P as Ecs. (124) y (125) proporcionan una clase particular

el procedimiento para obtener toda la familia de ecuacioneEe transformaciones de contacto. A continagndicamos
diferenciales ordinarias de tercer orden conectadas mediaf; : ’ : !

o una ransfomadn d comtaci, alque en u spaco e 2051 00 S ST 2 s s o
soluciones se encuentra definida unétmca conforme a la q

métrica tridimensional de Minkowski. transformadn de contacto especial con la Ec. (123).

Dada una familia de soluciones= u(z*, ) de la ecua- 7Puesato_ quet de I? fEC'.I. (1(125) lse_ pue((llje Iobtener
cion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski, la ecaaci ¥ = #(2"; ). entonces la familia de soluciones de la ecua-
diferencial ordinaria de tercer orden @ebtenida de la si- " iconal en el espacio-tiempo de Minkowski, en este caso,

guiente forma: a) se obtienen las tres primeras derivadas fetar dada por
u con respecto &, b) deu y sus dos primeras derivadas con  _ o _\ _ ay a - 1 a =\ - 126
respecto ap se resuelve para® = (¢,z,y) v, finalmente, (2", @) = 2% la(p(a", ) + 2ﬁ(<p(x 2 e) (126)
c) las soluciones paref' se sustituyen en la tercera derivada Usando la Ec. (126), urétulo directo muestra que

dew con respecto @, obteniendo dda ecuaddn diferencial _

ordinaria de tercer orden asociada con esa familia de solucio- dif =2%(0p la) (05 ¢) + 1 (0p B0z 0+ 05 B3)

nes de la ecuagn iconal en el espacio-tiempo de Minkowski. ® 2
Para mostrar esto comenzaremos con el casosimple; es 4 1 1
decir, cuando la familia de soluciones&dada por = (@ ma+ 28“"5) Do+ 2 % 5 (127)

En la Gltima igualdad hemos usado el hecho de que

u=1%la(p), (115) d,la = m,. Finalmente, usando la Ec. (125), la Ec. (127) se
dondel® = (1/v2)(1,cos p,sen o). Un calculo directo  educea
du 1
muestia que 0 = 3000 ",9).0). (128)
1
v="7 (t —xcosp —ysen ¢), (116)  Un calculo similar muestra que
a1
Z—: = % (z sen p — ycos ), (117) @ = 5(8345 B) O + a?w p. (129)
2 1 Tomando la derivada total con respectp a la Ec. (125) se
— = —(z cosp+ysen p), (118)  obtiene que
dp? 2
df \1[ O p = %05 130
d—Z:ﬁ(—xsennp—l-ycosgo). (119) YT T (130)
7 donde
De las Ecs. (116)-(118), se obtiene que )
J =22%n, + 0, 5. (131)
d2
t=+2 (u + d(;) , (120)  Por tanto, usando la Ec. (130), se encuentra que
Pa 02,0 (02,0)
2 _ el \Hep
r =12 (sengo;l:; + cos <p;l<;;> , (121) dp? 2 5y (132)
p P2 En forma similar, usando las Ecs. (125), (130)-(132), se pue-
y=—V2 <cos <pd—u — sen g0d12> . (122)  de mostrar que
® ® 5
one 2= Lon_p- 2 [(62,0)(0%,,)
Usando las Ecs. (121) y (122) en la Ec. (119) se obtiene dp3 ~ 27999 9] [\Tee Ppp
que paraz® dado,u = z®1,(y), satisface la siguiente ecua- 3 1
cion diferencial ordinaria de tercer orden: + 7z {(8Z¢5)2(82¢@ﬂ)} -5 [(83,@6’)2(8@5)
dBu du ) .
i7" (123) X (02,0) + (92,,0)(02,8)°] . (133)
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Para encontrar la familia de ecuaciones diferenciales or- parat, x, y y. Posteriormente, estas soluciones se sustitu-
dinarias de tercer orden asociadas edn®, @), dada por yen en el miembro derecho de la Ec. (137). Haciendo esto, se
la Ec. (126); es decir, para encontrar la familia de ecuaebtiene que
ciones diferenciales ordinarias de tercer orden conectadas . o
con la Ec. (123) mediante la transform@atide contacto a’a e (¢ i du d“) _ (139)
definida por las Ecs. (124) y (125), debemos resolver las dp?® T dp’ dp?

Ecs. (126), (128) y (132) para x Yy y; y sustituirlas en el
miembro derecho de la Ec. (133). Haciendo esto, se obtie

que

De esta manera se puede obtener la familia de ecuaciones di-
r"f%renciales ordinarias de tercer orden conectadas mediante la
transformadn de contacto general, dada por las Ecs. (112) y
d3a __dua d*u (113), tal que en su espacio de soluciones se encuentra defini-

dz3 <‘/” g’ W) : (134) " ga una retrica que es conforme a laética de Minkowski.

Para clarificar lo antes expuesto presentaremos el siguiente
Para el caso general dado por las Ecs. (112)-(114) se encueflamplo: Sea

tra que
_ = _ U pcscy
T u="V(u,p,¢) = - , (140)
2% =V, (135) ( ) sen ¢ V2
. b —1 _ o dondeu est dada por la Ec. (115). La condici (113), en
cu_ (4 Ve (136)  este caso, se reduce a
dg? "7 \dy? dp )’ 1 _

) o1, _ au L (Zteosy T PPN g 41
d;u = Vopp — 3 <d2V> dV@;) <dV¢) dp 2\ sen?p + sen2p  sen? 0, (141)
dg? dep? dep de ,

s -2 2, e la cual es equivalente a
+3<d‘g> (Wp) (d V;) —tcosp+x— @pcosyp
@ do de 5 =0. (142)
A T V2sen2 p
&2V dv,\° (d3V _ _
a2 dp a5 ) (137)  De estdiltima ecuadin se obtiene que
_ _ X
dondeV; = 95 5 = , 143
Ve =05V'y Cos Tt o (143)
awv o - - L
— =V, + V,0,u=V,+ Vyx*m,. 138 2
dy v ? v (138) sen ¢ = + 1_<tfcp> . (144)

En este caso la familia de ecuaciones diferenciales de ter-

cer orden asociadas con la familia de soluciones de la ecudomando el signd+) en la Ec. (144) y sustit@ndola, al
cion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski dada por laigual que las Ecs. (115) y (143), en la Ec. (140), obtenemos
Ec. (114), se obtiene resolviendo las Ecs. (114), (135) y (136)na rama de la nueva familia de soluciones de la ebnaci

| iconal dada por

, (145)

o0, implicitamente por

' Un calculo directo muestra que en este ca$p) dada

(t+ @)% — 22 — (y + V2a)? = 0. (146)  por la Ec. (145) satisface la siguiente ecoadiiferencial or-
dinaria de tercer orden:
Al tomar el signo(—) en la Ec. (144) obtenemos que la otra di [ 2 2
rama de la nueva familia de soluciones taembesh dada — <_2>
implicitamente por la Ec. (146). La Ec. (146) representa el @ _r ( i du d%) " dp \ do (147)
cono de luz del punto en el espacio-tiempo con coordenadas dz® = \* " dp dg? ) ~ a\’
(—=¢,0,—v2u). <w> -
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Por lo tanto, las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercétsando las Ecs. (76)-(78) se encuentra que
order (123) y (147) eéh conectadas mediante una transfor-

macbn de contacto. Esta transform@gcide contacto eatda-

da por las Ecs. (140) y (141) o exgtamente por

W === (148)

De los resultados obtenidos por Newman y colaboradores

1 0 0
2 1

(gab) = 0 _% (1) = i(nab)-
0 0 -1

Por tanto, la ratrica asociada con la Ec. (123) &slada
por

1 1
ds?® = §na,bd:c“dmb = 5(dt? — dz? — dy?). (158)

se desprende que, en el espacio de soluciones de estas ecua-
ciones diferenciales ordinarias de tercer orden, se puede defi- Conclusiones

nir una netrica que es conforme a laatnica de Minkowski.

Para concluir esta seéti obtendremos la atrica con-

Las contribuciones de este trabajo son las siguientes: a) En la

forme asociada con la ecuanidiferencial ordinaria de ter- Sec. 2 se ha presentado una dedartdetallada de la fungn
cer orden (123). Para este fin, seguiremos el procedimienigue describe la interseéci del cono de luz de un punto ar-

descrito en la introducen. En este caso

Bt = dudx® = l,dx?, (149)
6% = 9,0/ dz® = mydz?, (150)
B2 = Ouu’ dz® = ngdx®, (151)

(152)

mientras que. = 1/2y b = 0. De esto se tiene que

w!l =l dz?, (153)
w? = mgdz®, (154)
w? = ngdx® + %ladz“. (155)

Por lo tanto,
g=w1®w3+w3®w1 —w? ®w?
=l dz® @ (nydx® + %lbdxb) + (nodz® + %ladxa)
® lpdx® — (medz® ® mbdxb)
= (lanp + laly 4 naly — mamy)dz® @ da®
= gapda” ® da?’, (156)
donde

Gab = (lanp + Loy + ngly — mamy). (157)

bitrario del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski con
Z7". De esta manera hemos completado la deducde esta
funciobn reportada en la Ref. [16]; b) en la Sec. 3 hemos des-
crito como, dada esta funi, la cual describe una familia de
soluciones de la ecudgi iconal en el espacio-tiempo tridi-
mensional de Minkowski, se pueden obtener nuevas familias
de superficies nulas con singularidades y se han presentado
ejemplos; y, finalmente, ¢) en la Sec. 4 hemos desobihaoc
obtener la familia de ecuaciones diferenciales conectadas me-
diante una transformam de contacto con la Ec. (123). Es
importante remarcar que estos resultados son muy modestos;
sin embargo, en este trabajo se describe en detalle el procedi-
miento que se tiene que seguir para cualquier espacio-tiempo
de dimendin tres. @lculos similares deben ser realizados
para espacios de dimési cuatro, pero en ese caso en lugar
de tratar con una ecudci diferencial ordinaria de tercer or-
den se tiene que trabajar con un sistema de dos ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden [6, 11].
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