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Se presenta un estudio variacional del estado excitado2σg del ion molecularH+
2 en configuracíon paralela a un campo magnético fuerte de

intensidadB = 1 a.u. (= 2.35× 109 G). Se muestra que una elección adecuada de una función de prueba simple da resultados precisos para
la enerǵıa total y la enerǵıa de amarre.

Descriptores:Campos magńeticos intensos; ion molecular de hidrógeno; estados excitados.

A variational study of the excited state2σg of the H+
2 molecular ion in a parallel configuration with a strong magnetic field of strength

B = 1 a.u. (= 2.35 × 109 G) is presented. It is shown that a proper choice of a simple trial function gives accurate results in the total and
binding energies.
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1. Introducción

Desde su descubrimiento en los años sesenta las estrellas de
neutrones se han convertido en laboratorios en donde se po-
nen a prueba las leyes fı́sicas fundamentales en condicio-
nes extremas de densidad, temperatura (∼ 106 ◦K) y cam-
pos magńeticos en sus superficies (B = 1012 − 1013 G).
Las observaciones muy recientes hechas sobre los datos reu-
nidos por el observatorio de rayos-XChandrahan revelado
propiedades sorprendentes – lı́neas de absorción a enerǵıas
∼0.7 KeV y∼1.4 KeV, en el espectro de la estrella de neutro-
nes aislada 1E1207.4-5209, indicando la posible presencia de
sistemas atómicos y/o moleculares en la atmósfera de dicha
estrella [1]. En este contexto, el estudio detallado de sistemas
atómicos y moleculares en presencia de campos magnéticos
intensos, en particular el estudio de sus estados excitados, ad-
quiere una mayor importancia al tratar de entender con pre-
cisión el origen y naturaleza de las observaciones hechas por
Chandra.

El proṕosito de la presente nota es el de realizar un estu-
dio variacional del estado excitado2σg del ion molecularH+

2

en un campo magnéticoB = 1 a.u. (= 2.35×109G) paralelo
al eje molecular en la aproximación de Born-Oppenheimer
a orden cero. Nuestro estudio está basado en un criterio de
eleccíon apropiado de las funciones de onda el cual ha si-
do aplicado conéxito en el estudio del estado base1σg

del ion molecularH+
2 en campos magnéticos en el rango

B = 0 − 4.414 × 1013 G [2, 3]. La receta empleada puede
resumirse de la siguiente manera:

(i) Encontrar una función de prueba variacio-
nal real Ψtrial para la cual el potencial
Vtrial = (∆Ψtrial)/(Ψtrial) reproduzca de manera

precisa el comportamiento del potencial original cer-
ca de las singularidades de Coulomb y a distancias
grandes, y

(ii) incorporar en la función de pruebaΨtrial las simetŕıas
del problema (véanse [2, 3] y las referencias allı́ cita-
das).

2. El ion H+
2
+
2
+
2 : estado excitado 2σgσgσg

Para definir una función de prueba para el estado excitado
2σg (primer estado excitado con cero proyección del momen-
to angular en la dirección z, m = 0 y paridad par (gerade))
es natural suponer que la función de prueba para el estado
base1σg ya se conoce con una precisión suficientemente al-
ta. La seleccíon más simple para el estado2σg consiste en
introducir un prefactor multiplicando a la función de prueba
del estado base, de modo tal que se pueda asegurar la ortogo-
nalidad entre las funciones de onda del estado excitado y del
estado base. Una realización inmediata déesta idea esta dada
por

ψ
2σg

trial = (r1 + r2 − C)ψ0 , (1)

en dondeψ0 corresponde a la función de prueba del estado
base de la forma

ψ0 = A1ψ1 + A2ψ2 + A3ψ3 , (2)

con

ψ1 = e−α1(r1+r2)e−Bβ1ρ2
,

ψ2 =
(
e−α2r1 + e−α2r2

)
e−Bβ2ρ2

,

ψ3 =
(
e−α3r1−α4r2 + e−α3r2−α4r1

)
e−Bβ3ρ2

. (3)



94 F.B. ALARCÓN, A.V. TURBINER Y J.C. LÓPEZ VIEYRA

Aqúı r1, r2 son las distancias entre el electrón y cada uno de
los protones (v́ease la Fig. 1),ρ =

√
x2 + y2 es la distancia

del electŕon al ejez, y α1,2,3,4, β1,2,3 y A1,2,3 son paŕametros
variacionales. Para una descripción detallada de la funciónψ0

aśı como del significado fı́sico deψ1,2,3 véase [2,3].

La ortogonalidad de la función de pruebaψ2σg

trial con la
función de prueba del estado base se asegura mediante la in-
troduccíon del paŕametroC en la definicíon (1). Este paŕame-
tro se determina por consiguiente a partir de la relación

C =
〈ψ0(x, R; α, β,A)|r1 + r2|ψ0(x, R; α0, β0, A0)〉

〈ψ0(x, R;α, β,A)|ψ0(x, R; α0, β0, A0)〉 (4)

en donde “α, β,A” representan a los parámetros variaciona-
les que caracterizan al estado2σg, mientras que “α0, β0, A0”
representan a los parámetros que minimizan la energı́a total
del estado1σg. El paŕametroR determina la distancia inter-
nuclear para cada configuración de los centros cargados. Co-
mo resultado de la minimización de la enerǵıa total del esta-
do2σg encontramos valores de “α, β, A” correspondientes al
mı́nimo.

El hamiltoniano que describe la interacción de dos pro-
tones (infinitamente pesados) y un electrón en un campo
magńetico uniforme orientado según el ejez, B = (0, 0, B),
paralelo al eje internuclear, está dado (en Rydbergs) por [5]

H = p̂2 +
2
R
− 2

r1
− 2

r2
+ B m +

B2ρ2

4
, (5)

en dondêp = −i∇ es el momento,r1, r2 son las distancias
del electŕon a cada uno de los centros cargados, yR es la dis-
tancia entre los protones (véase la Fig. 1). En el hamiltonia-
no (5) hemos considerado el potencial vectorial en la norma
simétrica,A = B

2 (−y, x, 0). Para los estados1σg y 2σg el
número cúantico magńeticom = 0.

Los ćalculos de la energı́a variacional fueron realizados
usando la rutina de minimización MINUIT de la biblioteca
CERN-LIB y las integraciones nuḿericas fueron realizadas
con la rutina D01FCF de la biblioteca NAG-LIB en una com-
putadora personal Pentium III 450MHz.

FIGURA 1. Arreglo geoḿetrico del ionH+
2 en configuracíon para-

lela con un campo magnético orientado seǵun el ejez.

TABLA I. Enerǵıas totalET , de amarreEb y distancia internuclear
de equilibrioReq para los estados1σg (usando la funcíon de prue-
ba (2)) y2σg (usando la funcíon de prueba (1)) del ion molecular
H+

2 en un campo magnéticoB = 1 a.u. en configuracíon paralela.
El valor del paŕametroC en la Eq. (1) es3.1522.

Estado Fuente ET (Ry) Eb (Ry) Req (a.u.)

1σg Turbiner y -0.94991 1.94991 1.752

López Vieyra [2]

Kappes y -0.94642 1.94642 1.76

Schmelcher [4]

2σg Este trabajo 0.34918 0.65082 6.632

Kappes y 0.34928 0.65072 6.64

Schmelcher [4]

3. Resultados y Discusíon

Usando la funcíon de prueba (1) se realizaron cálculos va-
riacionales para diferentes distancias internuclearesR alre-
dedor de la posición de equilibrio del estado excitado2σg en
un campo magńetico B = 1 a.u. En el Tabla I mostramos
los resultados de la minimización para la energı́a totalET ,
aśı como la enerǵıa de amarreEb = B/2 − ET [La enerǵıa
de amarreEb se define como la diferencia entre la energı́a
que tiene el electrón no ligado en el campo magnético y la
enerǵıa total del sistema] y la distancia internuclear de equi-
librio Req, para el estado2σg y para el estado base1σg.

En primer lugar podemos enfatizar que la distancia de
equilibrio del estado excitado2σg es significativamente ḿas
grande que la correspondiente distancia de equilibrio para el
estado base1σg, y que su enerǵıa de amarre es casi tres veces
menor que la del estado base.

Para tener una idea del comportamiento de las energı́as
total ET y de amarreEb, y de la distancia internuclear de
equilibrioReq como funcíon del campo magńetico compara-
mos el casoB = 1 a.u. con el caso libre de campoB = 0. En
el último caso el estado2σg se convierte en el estado3dσg

(en notacíon espectrosćopica est́andar). Siguiendo la Ref. 4,
este estado tiene una energı́a totalET = −0.34936 Ry, una
enerǵıa de amarreEb = 0.34936 Ry y una distancia de equi-
librio Req = 8.80 a.u. Estos resultados nos permiten conjetu-
rar que, de manera similar al estado base, tantoET comoEb

crecen con un incremento del campo magnético mientras que
la distancia internuclear disminuye. De hecho este comporta-
miento se confirma para todo el rango de campos magnéticos
B = 0− 4.414× 1013 G [6].

Comparando nuestros resultados con los de Kappes y
Schmelcher [4] (v́ease el Tabla I) inmediatamente resalta el
hecho de que la función de prueba (1), que es muy simple
con 9 paŕametros variacionales, nos da resultados más pre-
cisos que los de la Ref. 4 en donde se ha usado una base
de mas de 200 orbitales atómicos optimizados. Esta com-
paracíon muestra explı́citamente que la precisión relativa en
la Ref. [4] no excede10−4. Esto indica una convergencia
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muy lenta en la expansión en orbitales atómicos. Tomando en
cuenta que en nuestro estudio además de los errores nuḿeri-
cos de los ćalculos variacionales, tenemos un error introduci-
do por el procedimiento de ortogonalización, que se hace con
una aproximacíon del propio estado base, pensamos que la
precisíon relativa de nuestros resultados es alrededor de10−5

tanto en la energı́a totalET como en la energı́a de amarreEb.

En conclusíon hemos mostrado que los resultados varia-
cionales obtenidos mediante una función de prueba simple
son cuantitativamente comparables en precisión a los resul-
tados obtenidos usando métodos tradicionales sofisticados.
Debemos mencionar, sin embargo, el hecho de que aunque la
función de prueba (1) describe bien al sistema en, y cerca de
la posicíon de equilibrio,ésta funcíon de prueba no es ade-
cuada para describir el dominio de distancias internucleares
grandes para las cuales aparece el fenómeno de disociación

H+
2 → H + p. La raźon de esto reside en el hecho de que

en la definicíon de la funcíon de prueba (1) se ha introducido
un prefactor coḿun para las funcionesψ1,2,3 (Ec. (3)). Una
manera directa de mejorar esta situación consistiŕa entonces
en la introduccíon de prefactores diferentes para cada una de
estas funciones. Un estudio mas completo desde este punto
de vista esta actualmente en proceso y será publicado en al-
guna parte [6].

Agradecimientos

F.B.A. agradece el apoyo económico del SNI mediante el
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