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En el presente trabajo se encuentran las ecuaciones que gobiernan el movimientoételdios @coplados por un resorte con constante de
elasticidadK y se realiza un estudio sobre la estabilidad robusta cuando el sistema se somete a una@adelecarial vertical. Asimismo,
se hace un breve atisis sobre la influencia de la constante del resorte en la estabilidad del mismo.
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In the present work we find the equations governing the movement of two coupled pendulums with a spring of elasticity Koasthnt
we make a study of the robust stability when the system is subjected to a vertical acceleration. Likewise we make an brief analysis of
influence of the spring constant on the stability of the spring.
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1. Introduccion El presente trabajo tiene como objeto de estudio a un sis-
tema fsico aralogo al descrito en elgorafo anterior, 8lo que
Una radn de ser de las mateticas aplicadas es el aporte presentax algunas variantes respecto al mostrado en las refe-
que brindan, con apoyo de las ecuaciones diferenciales ortflencias enunciadas arriba en lo que se refiere al movimiento
narias, a una extensa variedad de situaciones de las ciencigstical del sistema, al lugar en donde es colocado el resorte y
en sus distintas disciplinas clasificadas como ciencias natiy gispositivo en los extremos del mismo para mantenerlo en
rales. Dentro déstas podemos mencionar a las diitas,  determinada posion. Para dicho modelo se encuentran las
quimicas y ecoamicas; aunque nos referimos, con especiakcyaciones diferenciales ordinarias que describen el movi-
enfasis por su valiosa aporténisobre la tecnoldg, alafsi-  miento de las masas, tomando en cuenta las simplificaciones
ca. Es en estéltima area en donde regularmente se encuenmencionadas en su momento y adamse realizarun arli-
tran algunos febmenos me&nicos y ekctricos (por men-  gjs cualitativo y cuantitativo del modelo matéatico, princi-
cionar $lo dos clases) modelados por esta clasifmade  paimente sobre la estabilidad del sistema cuando interviene
ecuaciones diferenciales, tomando claramente en cada cagfs aceleradin vertical perteneciente a un conjunto funcio-
los ajustes pertinentes para simplificatide tales modelos. nal. E| hecho de que esta fuboi se mantenga variando en
Precisamente este &@ntlo trata de un tema enmarcado en elig) conjunto, quiere decir que se estudida estabilidad ro-
contexto de las matedticas aplicadas, concretamente se trajyysta o estabilidad absoluta del sistema. Los conceptos de
tara sobre un sistema de lesita regularmente abordado en estapilidad en losrminos que se tratan en este escrito, l0s

la bibliografia, como a continuagh se describe. . podemos encontrar en las Refs. 5y 6 y en un sentids m
Un ferbmeno fsico que se encuentra con frecuencia en laymplio, en la Ref. 7.

literatura cierifica inmerso en la mémica, espaticamente

en el tema de las oscilaciones peft@e, es la modelamn Nuestro estudio se basa principalmente en el teorema de
y comportamiento de movimientos oscilatorios acoplados, gjran relevancia conocido en la literatura con el nombre de
cual en diversas situaciones, y en particular en esiteudof  principio del naximo de Pontriaguin [8]. Este resultado se
consiste de dosgmdulos acoplados por un resorte (unidosencuentra enunciado en su formuéactihamiltoniana en la
por un resorte colocado entre las varillas que suspenden I&ef. 9, justo como se utiliza en el presente trabajo y tal como
masas). Por ejemplo en las Refs. 1y 2 tal modelo es empleae utilizb en la mencionada referencia para obtener el teore-
do para mostrarlo como un sistema fascinante con dos gradaza principal sobre la resonancia principal generalizada. El
de libertad, mientras que en la Ref. 3 se utiliza para estuenfoque que se abordapara la demostram del resulta-
diar el comportamiento de los modos de oscaciespec- do preliminar al teorema culminante de estécaltb, presen-

to a sus grados de libertad, concluyendo que, efectivamenttg similitudes al enfoque presentado en la Ref. 9, aunque se
coinciden en fimero. Un tratamiento parecido se realiza entoma en considera@n que en cierto sentido es “inverso” al

la Ref. 4. aH efectuado. El adjetivo inverso se explica porque en la ac-



128 E. MUNOZ AGUIRRE AND O. ALEXANDROVA

tual presentadin se estudia el comportamiento opuesto de las la estabilidad de nuestro sistema, lo cual quiere decir
soluciones en lo que respecta a la evdne comportamien- que lo supondremos sin masa.

to de las amplitudes de las oscilaciones cuando transcurre el
tiempo, ya que mientras en la mencionada referencia se estu-
dia el crecimiento de dichas amplitudes, en el presente escrito
estudiamos el decrecimiento de ellas, el cual como inmedia-
tamente se entiende, es un comportamiento opuesto. Es decir;
en la Ref. 9 se estudia la resonancia del sistema de ecuaciones
con dos perturbaciones, mientras que en el presente texto se
estudia la estabilidad de nuestro sistema. Mencionamos que

este enfoque se puede realizar, porque en el tratadeagqu Adenas de lo considerado en la lista previa, se da por he-
puesto se cuenta solamente con una pertusbaci cho que el resorte cumple plenamente la ley de Hooke y que
Este ariculo se llevad a cabo en tres etapas. En la pri- tiene una constante de proporcionalidsig mientras que la
mera se toma como base la segunda ley de Newtoopa®  aceleradin verticala(t) pertenece a un conjunto funcional de
el calculo de los momentos de inercia respecto del eje de rdunciones continuas por tramos o sucesionalmente continuas
tacion perpendicular al plano de los soportes de las varillagdenotaremos esti@timo concepto por la abreviatuigC).
que suspenden las masas, haciendo adeatyunas conside- Tales funciones cuales se relacidmapor una inclugin fun-
raciones sobre las masas y el comportamiento del resorte cefbnal en su momento.
el fin de simplificar el modelo, y se encuentran las ecuaciones Con el fin de que el resorte influya en el movimien-
diferenciales ordinarias de oscilaciones pé@seque gobier-  to de los @ndulos, se supone que las condiciones iniciales
nan el movimiento de nuestro modelsito. Posteriormente, sobre losangulos de desviaoh de cada @ndulo respecto
en la segunda etapa, se obtiene un teorema sobre la estabile la vertical sonp; (to) # ©2(to), lo cual se traduce en
dad absoluta, cuya demosti@gise describe muyppidoy sin - o, (tg) < pa(tg) 0 enypy(ty) > pa(to). Aqui analizaremos
entrar en mucho detalle, puesto que utiliza las misteasit  ¢| primer caso, el segundo se trata de formaz@ga.
cas desarrolladas en la demostbactlel principal resultado Para encontrar las ecuaciones que modelan el movimien-
en la Ref. 9. Mis adelante, en esta misma etapa, con ayuo nos remitimos a la segunda ley de Newton, la cual se aplica
da del teorema demostrado aquismo y junto con algunas primero al @endulo corangulo de desviaéh ¢, tomando en
transformaciones al sistema obtenido en la etapa previa, oonsideradn al momento de inercia rotacional de la masa
tenemos el resultado principal y motivo del presente trabajaespecto del eje ubicado hacia afuera del plano en el punto C
En la tercera yiltima parte se hace un breveddisis sobre  de la Fig. 1. Tamléin se supone que en los soportes de las va-
la influencia que tiene en la estabilidad de nuestro sistemgdllas del pfendulo en el sistema, mostrados con los puntos C
la constante del resorte, obténdose algunas desigualdadesy D en dicha figura, existe una fuerza de rozamiento o fuerza
dependientes de la aceler@atj de la constante que aparece
en la proporcionalidad de la fuerza de frimeio disipativa, T

= Las varillas que suspenden las masas de évslplos
se presuponen de masa nula y las longitudessties
son iguales. Esta distancia se dena{aor!.

Las masas en los extremos de las varillas son de la mis-
ma magnitud y en este caso a ambas las denotaremos
porm, cumpliéndose la reladbnm; = ms = m.

del momento de inercia de las masas y de las magnitudes qu
tienen las longitudes de los soportes tanto del resorte comc

aff)
de las masas.

2. Ecuacbn de oscilaciones peques

Como se describien la Introducdn, el modelo fsico que
se estax estudiando consiste de danplulos acoplados por
un resorte colocado en la forma 'y con las caréastieas que
se ilustran en la Fig. 1.

Con el fin de simplificar el modelo para obtener las ecua-
ciones diferenciales de oscilaciones pd@geque rigen el
movimiento de las masas de loarmlulos, se asumen las si-
guientes condiciones:

= El resorte permanece siempre horizontal y a la misma

distancial, respecto de los soportes C y D mostrados ™=™ My=M

enla Fig. 1, lo cual se logra por medio dei@igneca-  figyra 1. En esta figura se muestra un esquema sobre el acopla-
nismo implementado en los extremos del resorte en l0giento de los pndulos con el resorte colocado entre ambds;as
puntos Ay B en la misma figura. Adéra este meca- mo cada uno de los componentes del sistesied involucrados en
nismo se implementa de tal manera que no influya erel modelo matertico .
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disipativa proporcional a la primera derivada (velocidad).esencialmente equivalentes; es decir, los conceptos absolutc
sedin se conoce de la tdarclasica. A esta fuerza la deno- y robusto significaan lo mismo. Ver por ejemplo [6,7]. Por
tamos respectivamente, pep; y cp, en cada soporte. De tal radn no debe causar confosini extréieza cuando se in-
esta forma, analizando el diagrama de fuerzas para la matgrcambien en la misma frase o en distintas frases en lo que
del pendulo coranguloy; y resumiendo lo comentado en el sigue del texto.

presente grrafo, se llega a la ecuéci diferencial ordinaria Veamos un resultado preliminar, el cual&eruy impor-
de segundo orden lineal para el priméngdulo: tante para llevar a cabo la demosttarcdel teorema principal
. de este trabajo.
Cpr = —mglsenpr + LK (02 = ¢1) Supongamos que se tiene la siguiente ecumdiferen-
—mila(t) sen g1 — £y, 1) cial perturbada:
donde¢ es el momento de inercia de la respectiva masa y T+ 2z +o(t)ry =0,  0<e< o, (5)

es la constante del resorte proporcionada por la ley de Hoo- . _ .

ke, siendo precisamente en el segurionino del segundo donde la perturbah v(¢) en el primer miembro de (5) per-

miembro de la Ec. (1) donde se pone de manifiesto dicha lejenece a un conjunto funcional de funciones sucesionalmente
Trabajando de forma similar para érpjuk) déngu]o de continuas ( denotado por la abrEViatlﬂ'@), lo cual se repre-

desviacbn ¢, se tiene la ecuadh diferencial senta por la inclusin funcional
Cpg = —mglsen g + LK (g2 — ¢1) v(t) e V={v(:) e SCI0<v_<w(t)<vi}, (6)
—mla(t) sen gz — £p,. (2)  con las indeterminadas_ y v, constantes.

Para el sistema anterior nos planteamos la siguiente pre-

miembro, dividiendo por el momento de inercia y conside-gu':]ta; ¢Enqe condiciones e_ste sistema es gstable cuando se

randoangulos muy pequdms, de tal manera que se cumplanva"".’w(t) enel conj,unto fgnqonaﬂ’? O IaS|gU|ent.e. pregunta

las relaciones sen ~ o1 y senps ~ s, Se puede escribir el equivalente: (;En. ducondiciones eX|.ste la estabilidad robus-
fa para nuestro sistema cuando variamos la meft) en el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias aco-", : .o L.
conjunto funcional/? Utilizando la metodola@ implemen-

Escribiendo todos loetminos de (1) y (2) en el primer

lado: S
P tada en la Ref. 9, damos a continuacia respuesta a esta
~ e. mgl ml LK I.K interrogante.
+-o1+(——+—a(t)+ — =0, _ .
A1 C% ( ¢ ¢ alt) ¢ Jer ¢ 72 Sean el sistema (5) con las condiciones (6) y supongamos
e mgl ml LK LK gue se satisfacen las siguientes condiciones iniciales para el
w2+z¢2+(T+?a(t)+ R )p2— c ¢1=0, (3)  modelo;(ty) = 1 (en caso de que este valor para la fénci

en el tiempo cero sea distinto de uno, la cor@hicanterior
donde se puede lograr normalizando; es decir, dividiendo entre esta
a(t) € W = {a(t) € SC|ja(t)| < a*,a®™ > 0}. (4) cgntidao!) yx1(to) = 0. 'I_'odas las soluc_iones a Ia, ec_Léami
diferencial son oscilatorias cuando variamos la fanei(t)

Es a$como se ha encontrado el sistema de ecuaciones dén el conjunto funcional’ sedin se muestra en las Refs. 9
ferenciales ordinarias (3), las cuales modelan el movimienty 12. Enseguida nos planteamos la meta de encontrar la pri-
de nuestro sistema. El conjunto restrigeiV es determina- mera amplitud3; de la soluddn en donde por vez primera
do con anterioridad, asomo las propiedades que el posee.se satisfaga (¢{) = 0y aden@s se cumpla (¢{) = —/;

Se sabe que la desigualdad para la acel@nadi) se requie- ~ posteriormente se neceséiague la amplitud satisfaga la de-

re de este tipo con el fin de garantizar que el problema tenggigualdads; < 1 para garantizar el decrecimiento de dicha
sentido fsico, y de esta forma el desplazamiento del soporamplitud de la osciladin. EI comportamiento de las restantes
te de ambos gndulos, cuando se Varla aceleradin dentro  amplitudes para tiempos posteriores a este intervalo se puede
del conjunto funcional, no sea infinito. Ahora nos resta anajustificar con un tratamiento similar por un cambio de varia-
lizar y estudiar las ecuaciones de este sistema para encontiie ardlogo al realizado en la Ref. 9. En la Fig. 2 se tiene un
condiciones sobre la estabilidad absoluta, é@fitmo se des- esquema que nos permite visualizar el comportamiento de la

arrollara en la siguiente sedni. solucbn en el primer intervalo de construéni
Por lo explicado en el g@rafo anterior, el problema es
e el que a continuadn se describe. Se requiere encontrar la
3. Estabilidad absoluta q q

perturbaddn v, (-) perteneciente al conjunto funcionil de
3.1. Estabilidad absoluta del sistema de segundo orden tal manera quéx; (#7)| corresponda al valor &ximo de la

amplitud correspondiente a la perturkiatoptima. Adenas,
Antes de abordar el proceso para obtener el resultado que skaramente el tiempd) es aquel en el cual si se elralla de-
enunciaa en esta parte, es conveniente aclarar que los comivada de la soluéin x4, ésta es igual a cero por vez primera
ceptos de estabilidad robusta y el de estabilidad absoluta saiespés del tiempo inicial, el cual sirgpdida de generalidad
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problema de contorno en un problema de Cauchy como si-

A
4 gue:
1 o — 2ex] + 00 (t)x; =0,
0 0
T t R La perturbaddn optimav?(¢) se elige de acuerdo a unaisis
T < 5 | Tt del comportamiento de las funcionesy , en el intervalo
[0, 75]:
. v_, 7 €0,

vi(t) = (12)

vy, 7 € [0, 7],

BT i donde la notaéin “’ ” en (11) denota la derivada con respecto

der en el tiempo de regreso (Fig. 2).
FIGURA 2. La grafica anterior muestra el comportamiento de la Procediendo ahora a resolver el sistema (11) con la subs-

solucbn del sistema diamico durante el primer intervalo de cons- tjtycion de (12) en el lugar pertinente y escribieritien vez
truccion. Aqu se puede constatar claramente el papel que desemde 3, se tiene una ecudni diferencial ordinaria de segun-

fian | jes "x "t", asi como la evoludn de | mpli : - . .
penan los ejes "x "', asi como [a evolum d_e as amplitudes de do orden lineal con coeficientes constantes, cuya Soluse
la oscilacdn en el tiempo inicial y el tiempo final. .

puede encontrar como se hace de maneraioen la Ref. 10

se toma& como cero de ahora en adelante (el tiempo cero s\éll‘ tl?[e G_"Sta forr(;]a, dedspﬂ de zlallguno_cl,aicyllosl_zTIgebbrIalcos
ilustra en la Fig. 2). Lo anterior conduce a resolver el siguieny sustituciones adecuadas, se flega a la el problema

te problema extremal: de Cauchy (11) )
z1(1) = T feosw_T + w—ﬁe” senw_T,

B = [ra ()] — mitx @ -
w_o=+v_—e2y v_—e2>0. (13)
Tomando en cuenta que el valor dg(t?) es negativo y En concordancia con nuestro planteamiento y por el com-
como el problema se plantea para optimizar akimo, la  portamiento de la soluah sedin se puede constatar en la fi-
igualdad (7) se transforma en gura 2, nos interesa calcular el tiemyfoen el que la soluéin
toca por primera vez al eje en el sentido positivo de este.
21 (1) — 1;{1(11;1 (8) Despejando de la Ec. (13), dicho tiemgbse representa por
0 1 w_
en el intervaldo, t9]. = T arctan (14)
Con ayuda del principio del aximo de Pontriaguin, tal Ahora nos proponemos calcular la parte de la soluci
como se hizo en la Ref. 9, el problema anterior lo podemogorrespondiente al interval0, 7] del ejet. Para hacer esto
transformar en el problema de contorno: necesitamos de condiciones iniciales-€males comar; (7))
y xi (1), peroéstas las podemos encontrar utilizando (13).
&1 = @, a1 (1)) = —f1, 21(0) =1, Resolviendo (11) y utilizando el contrébtimo para el se-
g = —2ewy — w1, x2(t]) =0, z2(0) =0, gundo intervalo obtenido en (12); es decir, aonen lugar
Dy = 0 — o 9) . )
by =) — o, Y1(t7) =0, dev_ y con las condiciones iniciales ya calculadasrén
Yo = —th1 + 2eha,  Pa(t)) = —1, llegamos a
x1(7) = — e senw, Ty cosw T

en dondey; y ¥ son las soluciones del sistema conjugado,

las cuales se desprenden del principio dékimo Pontria- +8e°T coswy TV sen w7, (15)

guin [9] y t{ es el tiempdptimo en el que se tiene la primera > )

amplitud méxima. La perturbaéin 6ptima obtenida como re-  CONw+ = /v — ey vy —e” > 0. _ ,

sultado de aplicar el mismo principio es Con ayud_a de (15) encontramos el pem@aﬂel ejer en
el cual la derivada de; () es cero. Tal tiempo resulta ser

1 W+ 0
v_ Sitppzy > 0. T = E(W — arctan ?) + 77 (16)

Como enr; el valor correspondiente deg es1 (lo que

Como en el problema de contorno (9) se tienen descosggemos visualizar en la Fig. 2) se despéjde (15) y se
nocidos el tiempa!? y el valor de la primera amplitud, sustituye el valor (16) quedando
para determinar las expresiones&dtos, se procede sobre un

W0 — { vy Sihr; <0 (10)

tiempo llamado "de regresbde “retroceso”, el cual denota- B = 7\/146—571' (17)
mos comor en lo sucesivo (y en la Fig. 2), convirtiendo el V-
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Similarmente al problema resuelto en la Ref. 9, en dondé:; se tiene la ecuagn resultante:
nos hata falta que el comportamiento de la amplitud de la
oscilacbn fuera creciendo conforme el tiempo fuera aumen- i+ fil + [M + ﬁla(t)}xl = 0. (22)
tando y, por ende, a nuestro sistema en aquella @tdsi ¢ ¢ ¢

pedimos que se cumpliera la desigualgad- 1. Ahora en Si enseguida en el mismo sistema (3) se resta la segun-

la situacon actual, requerimos que dicha amplitud vaya de-da ecuadn de la primera y se efd el cambio de variable

creciendo y por este motivo necesitamos que se cumpla Ixa2 — o, — s CON SUS respectivas derivadas como se especi-

d:at3|gualdad inversd <. 1. Es as C‘;,’“P h(_amos demostrado fica en el pagntesis del @rrafo anterior, desf@s de algunos
el teorema que enunciamos a continoaci detalles algebraicos se obtiene

Teorema 1.La solucbn trivial del sistema con Ecs. (5)
absolutamente oscilante y restricciones (6) es absolutamente

estable, si y@lo si, cumple .. €. mgl — ml 20, K
' ’ To + =&g + |[— + —a(t) + z9 = 0. (23)
2 F ph b I palt) =
e>0, (18) ) _ ) o
Las ecuaciones diferenciales ordinarias (22) y (23) for-
2) v >0, (19)  man un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no

(20) acopladas equivalente al sistema (3). De manera particular
podemos aplicar el teorema 1 a cada una de las ecuacio-
est determinada por el segundo miem- nes mencionadas, y de esta forma, si ahora renombramos &

3) QD(U,,'UJ”E) <1,

dondep(v_,v,¢)

bro de (17); es decir, e =¢e/lyu(t) = (mgl)/(C) + (ml)/({)a(t) en (22), en-
tonces el resultado mencionado nos garantiza que la éaluci
N 1 trivial de (22) es absolutamente estable sblpsi se satisfa-
p(v_,vy,€) = eXp | —€ | —F/—— cen
o= oy —e?
e
m 7 > 0,v- >0y @(v_,vy,€). (24)
X | m — arctan ———
c En estas circunstancias, y con el fin de aplicar adecuadamen-

te el teorema 1y_ y v, para el sistema actual se expresan
1 /v — g2 +
+——— arctan v c )]} (21) como:
v_ — €
mgl mgl ~ml |
. . - _=— =— 4+ —a". 25
Antes de retomar el estudio de nuestro sistema original, ¢ yus ¢ + ¢ “ (25)

cabe mencionar que el concepto de osdilabsoluta lo po-

demos encontrar en las Refs. 9 y 12, aunque en general 8F Necesita que las condiciones (24) y (25) se ajusten a nues-
termino absoluto se refiere a que es oscilante cuando se HE2 Plantéamiento general, principalmente a lo puntualizado
cen variar cada una de las funciones pertenecientes al cofil? 1 incluson funcional (6), todo con el fin de poder apli-
junto funcionalV’. Es precisamente en la Ref. 12 donde no<Cer €l teorema 1. Asde ahora en adelante, se tomarla
muestran algunos resultados estableciendo condiciones pdtarturbadn cumpliendo

ue el sistema (5 6) sea incluido dentro de la clase de
gistemas absolu(te?myeatt)e oscilantes; condiciones que cumple a(t) e W' ={a(t) € SCI0 < a(t) <a'},  (26)
nuestro sistema por lo que se permite clasificarlo dentro dgondecﬁ
esta clase. Una vez aclarado lo anterior, podemos decir que
la forma de la soluéin en la Fig. 2 estacorde con el plan-
teamiento de nuestro problema.

es como en (4). Adeas clarament&” c .
Procediendo similarmente para (23), pero ahora con
v(t) = (mgl)/¢ + (ml)/(Q)a(t) + (20.K)/¢, la solucon

es absolutamente estable sioyossi se cumple

3.1.1. Estabilidad absoluta para logpdulos acoplados ? >0, v_>0 y o +K v +K.e). (27)

En esta secon se muestra como utilizar el teorema 1 para

encontrar la estabilidad robusta del problema que nos hem(l%e igual fogma(\j c(cj)mo en eZISaMS|§ a?terlozééaf constantes
propuesto desde el principio del presente trabajo, y lo reali - YUy ?s,_n Ia 35 por ( | ).' m'?; :jas q iene como
zamos manipulando (por decirlo de alguna manera) algebrariSapresen aon aigebraica a la Igualda

camente las ecuaciones del sistema (3) como a contdmaci 20K

se describe. K = R (28)
Primero se suman las dos ecuaciones del sistema (3) y

se hace el cambio de variablg = ¢; 4+ 2 (Claramente Por todo lo explicado hasta el momento en la presente

T1 =1+ @2y &1 = $1 + ¢2). Realizando algunas opera- seccén, estamos preparados para escribir y demostrar el re-
ciones algebraicas y sustituciones elementalespar, y  sultado culminante de esta disertati
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Teorema 2.La solucbn trivial al sistema absolutamente se escriben las siguientes expresiones:
oscilante representado por las ecuaciones (3) con la restric-

cibn (4) es absolutamente estable, sbjossi, se cumple: y = LQK/ >1 (32)
3
1) (p(U_,U+,€) <1 (29) Yy
2 plv- + K vy + K e) <1 (30) K’
) ol " ) r— % > 1. (33)
v

dondewv_,v,y y K’ son como en (25) y (28). Adésp *
esh representada como una fubci dev_,v, K’y e por Utilizando (32) y (33) se tiene que la segunda desigual-
la funcion (21) dad del Teorema 2 descrita émrinos dek”’ y con la forma

explicita de la fundbn ¢, se puede reducir a la expresi

4. Demostracdn for - K
VTR K {exp [—5 ( 1

\ U+ + K’ — 52

cion previa al enunciado de este teorema cuando se encon- 3

. Vg +K'—¢e 1
traron las Ecs. (22) y (23), podemos argumentar que el sis- x | 7— arctan + —
tema de ecuaciones diferenciales acoplado (3) es equivalente < V- tK'—¢
al sistema no acoplado formado por (22) y (23). Ya se ex- m
plico que (22) tiene la soluan trivial absolutamente estable X arctan _ﬂ } <1 (34)
si y lo si se cumple (29) del Teorema 2, puesto que obvia- €

mente se satisfacen las condiciones (18) y (19) del Teorema
Por la misma raan, la solucbn trivial de (23) es absoluta-

/
Por el cambio de coordenadas que se realiza en la explica- V'~ +K

%\' cual podemos escribiras simplificadamente como

mente estable si yoko si se cumple (30) del mismo teorema. for + K/
Solo resta demostrar que el cambio de variables preserva la +7K,€_X(Z) 1 (35)
estabilidad, pero como las variablesy ¢, las podemos re- V-t
lacionar conz, y x, por medio de la transformam donde la fundn x(z) simplificada y despés de realizar al-
gunas operacionesabicas se describe mediante la siguiente
(b1 #1 31) igualdad
r )\ 1 -1 P2 g
. - . —arctan/I'z — 1 tan vz — 1

y la matriz de coeficientes (31) es no singular porque cla- x(z) = Tarcany_ 2 + acanve (36)
ramente su determinante eQ # 0, efectivamente se pue- vIz—1 Ve—1

de asegurar que dicha transfornéacide variables preserva Ahora, derivanda(z) con respecto a la variabteen (35)
la estabilidad de las soluciones de los sistemas equivalenteg gptiene

Como las condiciones parét) se pueden obtener de las con-

diciones para(t) en (26), se tiene completa la prueba. 01 _ V2 —1- Pz(m —arctan vI'z — 1
0z VIiz—1
5. Influencia de K , arctan Vz—1 37)
vz—1

Por Gltimo, analicemos que tanta influencia puede tener la )
constantek del resorte proporcionada por la ley de Hooke”Analizando la igualdad (37) se observa de acuerdo a los
en la estabilidad absoluta de nuestro sistefsizd, o que paametros que intervienen en ella, que la derivada siem-

condiciones debe satisfacer dicha constanteceminos de  Pre Se& negativa erl, o), y por endex(z) es una fundn
desigualdades. mondtona decreciente para dicho intervalo. Por el Teorema

Si K es muy grande es claro que el sistema se compof€ 12 funcon implicita, aplicado a la funon

tara de forma igida por la dificultad en la deformaisi del 1
resorte. En este caso resulta muyidifdeformarlo a con- F(z,1) = x(2) = 5 InT
diciones iniciales diferentes, es por ello que léagulos se
move&n como si fuesen uno solo y en consecuencia se con®n €l punta(zo, I') cuando
porta& como tal. Por tanto esta posibilidad queda totalmente 1
descartada. Analicemos la otra situagien la que es posible x(z0) = 3 InT
deformar el sistema a condiciones iniciales distintas.
La constantds” aparece imptitamente en la segunda ex- Y Si adenas se satisface la lopesis extra de que
presbn de la conclugin del Teorema 2. Con el fin de hacer
mas simples las desigualdades para futuras consideraciones, VU < 2y/0-
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o en su forma equivalente

Vur + K <2y/v_ + K,

la ecuaddn x(z) = (1/2)InT tiene unalnica soluddn zo.
Luego se tienen las siguientes desigualdades equivalentes:

1
5 InT < x(z) por (35) < 2z < 2

_+ K’ _+ K’
%<z0 — a>,/L (38)
e 20

Utilizando ladltima desigualdad en (38) tenemos

2z >v_ + K’ (39)
lo cual implica
K' <é&*z—v_ (40)
Al sustituir (25) y (28) en (40) se tiene
20, K mgl
: ez — Tg (41)
o
Ce%2p  mygl
K — 42
STo o (42)

La constante se encuentra adérm en la definidin
de K’ de la Ec. (28) acompeda de la longitud,, y del
nimero 2 como factores, lasomo del momento de iner-

DOS FENDULOS ACOPLADOS POR UN RESORTE 133

v_ —¢e2 > 0. En la parte 2) del Teorema 2 aparece la re-
lacion p(v_ + K',vy + K’,e) < 1, y comoyp contiene a
v_ + K', entonces se debe cumplit + K’ — %2 < 0 en
concordancia con la anterior desigualdadi. gestenda
K >¢e?—v_ (43)
Al sustituir las correspondientes expresiones de (25) y
(28) en (43) nos resulta

20, K 59 mgl
> — —— (44)
¢ ¢
(0]
2 mgl
K > o, — T7 (45)

De las desigualdades (41) y (44) podemos formar la desi-
gualdad

mgl
20,

45220
21,

¢ myl

2@, ¢

Por lo explicado al inicio de esta seoni K no puede ser
muy grande pero debe ser delimitada por la desigualdad (45),
la cual es equivalente a la desigualdad menos extensa

e
21,

<K< (46)

C€220
21,

mgl

K
< K+ 9.

<

(47)

De esta forma se han encontrado restricciones para la

cia en el papel de denominador. En (3) observamos que smnstante del resorte, ya sea la desigualdad (46) o la desi-

debe cumplire < ,/v_ y por consiguiente se tiene que

gualdad nas simple (47).
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