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En el presente trabajo se encuentran las ecuaciones que gobiernan el movimiento de dos péndulos acoplados por un resorte con constante de
elasticidadK y se realiza un estudio sobre la estabilidad robusta cuando el sistema se somete a una aceleración funcional vertical. Asimismo,
se hace un breve análisis sobre la influencia de la constante del resorte en la estabilidad del mismo.

Descriptores:Estabilidad robusta; principio del ḿaximo de Pontriaguin; oscilaciones pequeñas.

In the present work we find the equations governing the movement of two coupled pendulums with a spring of elasticity constantK and
we make a study of the robust stability when the system is subjected to a vertical acceleration. Likewise we make an brief analysis of the
influence of the spring constant on the stability of the spring.

Keywords: Robust stability; Pontriaguin maximal principle; small oscilations.

PACS: 02.30Hq; 02.30Wd

1. Introducción

Una raźon de ser de las matemáticas aplicadas es el aporte
que brindan, con apoyo de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias, a una extensa variedad de situaciones de las ciencias
en sus distintas disciplinas clasificadas como ciencias natu-
rales. Dentro déestas podemos mencionar a las biológicas,
qúımicas y ecońomicas; aunque nos referimos, con especial
énfasis por su valiosa aportación sobre la tecnologı́a, a la f́ısi-
ca. Es en estáultima área en donde regularmente se encuen-
tran algunos feńomenos mećanicos y eĺectricos (por men-
cionar śolo dos clases) modelados por esta clasificación de
ecuaciones diferenciales, tomando claramente en cada caso
los ajustes pertinentes para simplificación de tales modelos.
Precisamente este artı́culo trata de un tema enmarcado en el
contexto de las mateḿaticas aplicadas, concretamente se tra-
taŕa sobre un sistema de la fı́sica regularmente abordado en
la bibliograf́ıa, como a continuación se describe.

Un feńomeno f́ısico que se encuentra con frecuencia en la
literatura cient́ıfica inmerso en la mecánica, especı́ficamente
en el tema de las oscilaciones pequeñas, es la modelación
y comportamiento de movimientos oscilatorios acoplados, el
cual en diversas situaciones, y en particular en este artı́culo,
consiste de dos péndulos acoplados por un resorte (unidos
por un resorte colocado entre las varillas que suspenden las
masas). Por ejemplo en las Refs. 1 y 2 tal modelo es emplea-
do para mostrarlo como un sistema fascinante con dos grados
de libertad, mientras que en la Ref. 3 se utiliza para estu-
diar el comportamiento de los modos de oscilación respec-
to a sus grados de libertad, concluyendo que, efectivamente,
coinciden en ńumero. Un tratamiento parecido se realiza en
la Ref. 4.

El presente trabajo tiene como objeto de estudio a un sis-
tema f́ısico ańalogo al descrito en el párrafo anterior, śolo que
presentaŕa algunas variantes respecto al mostrado en las refe-
rencias enunciadas arriba en lo que se refiere al movimiento
vertical del sistema, al lugar en donde es colocado el resorte y
al dispositivo en los extremos del mismo para mantenerlo en
determinada posición. Para dicho modelo se encuentran las
ecuaciones diferenciales ordinarias que describen el movi-
miento de las masas, tomando en cuenta las simplificaciones
mencionadas en su momento y además se realizará un ańali-
sis cualitativo y cuantitativo del modelo matemático, princi-
palmente sobre la estabilidad del sistema cuando interviene
una aceleración vertical perteneciente a un conjunto funcio-
nal. El hecho de que esta función se mantenga variando en
tal conjunto, quiere decir que se estudiará la estabilidad ro-
busta o estabilidad absoluta del sistema. Los conceptos de
estabilidad en los términos que se tratarán en este escrito, los
podemos encontrar en las Refs. 5 y 6 y en un sentido más
amplio, en la Ref. 7.

Nuestro estudio se basa principalmente en el teorema de
gran relevancia conocido en la literatura con el nombre de
principio del ḿaximo de Pontriaguin [8]. Este resultado se
encuentra enunciado en su formulación hamiltoniana en la
Ref. 9, justo como se utiliza en el presente trabajo y tal como
se utiliźo en la mencionada referencia para obtener el teore-
ma principal sobre la resonancia principal generalizada. El
enfoque que se abordará para la demostración del resulta-
do preliminar al teorema culminante de este artı́culo, presen-
ta similitudes al enfoque presentado en la Ref. 9, aunque se
toma en consideración que en cierto sentido es “inverso” al
ah́ı efectuado. El adjetivo inverso se explica porque en la ac-
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tual presentación se estudia el comportamiento opuesto de las
soluciones en lo que respecta a la evolución o comportamien-
to de las amplitudes de las oscilaciones cuando transcurre el
tiempo, ya que mientras en la mencionada referencia se estu-
dia el crecimiento de dichas amplitudes, en el presente escrito
estudiamos el decrecimiento de ellas, el cual como inmedia-
tamente se entiende, es un comportamiento opuesto. Es decir;
en la Ref. 9 se estudia la resonancia del sistema de ecuaciones
con dos perturbaciones, mientras que en el presente texto se
estudia la estabilidad de nuestro sistema. Mencionamos que
este enfoque se puede realizar, porque en el tratado aquı́ ex-
puesto se cuenta solamente con una perturbación.

Este art́ıculo se llevaŕa a cabo en tres etapas. En la pri-
mera se toma como base la segunda ley de Newton, ası́ como
el cálculo de los momentos de inercia respecto del eje de ro-
tación perpendicular al plano de los soportes de las varillas
que suspenden las masas, haciendo además algunas conside-
raciones sobre las masas y el comportamiento del resorte con
el fin de simplificar el modelo, y se encuentran las ecuaciones
diferenciales ordinarias de oscilaciones pequeñas que gobier-
nan el movimiento de nuestro modelo fı́sico. Posteriormente,
en la segunda etapa, se obtiene un teorema sobre la estabili-
dad absoluta, cuya demostración se describe muy rápido y sin
entrar en mucho detalle, puesto que utiliza las mismas técni-
cas desarrolladas en la demostración del principal resultado
en la Ref. 9. Ḿas adelante, en esta misma etapa, con ayu-
da del teorema demostrado aquı́ mismo y junto con algunas
transformaciones al sistema obtenido en la etapa previa, ob-
tenemos el resultado principal y motivo del presente trabajo.
En la tercera ýultima parte se hace un breve análisis sobre
la influencia que tiene en la estabilidad de nuestro sistema
la constante del resorte, obteniéndose algunas desigualdades
dependientes de la aceleración, de la constante que aparece
en la proporcionalidad de la fuerza de fricción o disipativa,
del momento de inercia de las masas y de las magnitudes que
tienen las longitudes de los soportes tanto del resorte como
de las masas.

2. Ecuacíon de oscilaciones pequẽnas

Como se describió en la Introduccíon, el modelo f́ısico que
se estaŕa estudiando consiste de dos péndulos acoplados por
un resorte colocado en la forma y con las caracterı́sticas que
se ilustran en la Fig. 1.

Con el fin de simplificar el modelo para obtener las ecua-
ciones diferenciales de oscilaciones pequeñas que rigen el
movimiento de las masas de los péndulos, se asumen las si-
guientes condiciones:

El resorte permanece siempre horizontal y a la misma
distancial∗ respecto de los soportes C y D mostrados
en la Fig. 1, lo cual se logra por medio de algún meca-
nismo implementado en los extremos del resorte en los
puntos A y B en la misma figura. Además este meca-
nismo se implementa de tal manera que no influya en

la estabilidad de nuestro sistema, lo cual quiere decir
que lo supondremos sin masa.

Las varillas que suspenden las masas de los péndulos
se presuponen de masa nula y las longitudes deéstas
son iguales. Esta distancia se denotará porl.

Las masas en los extremos de las varillas son de la mis-
ma magnitud y en este caso a ambas las denotaremos
porm, cumplíendose la relaciónm1 = m2 = m.

Además de lo considerado en la lista previa, se da por he-
cho que el resorte cumple plenamente la ley de Hooke y que
tiene una constante de proporcionalidadK, mientras que la
aceleracíon verticala(t) pertenece a un conjunto funcional de
funciones continuas por tramos o sucesionalmente continuas
(denotaremos estéultimo concepto por la abreviaturaSC).
Tales funciones cuales se relacionarán por una inclusión fun-
cional en su momento.

Con el fin de que el resorte influya en el movimien-
to de los ṕendulos, se supone que las condiciones iniciales
sobre losángulos de desviación de cada ṕendulo respecto
de la vertical sonϕ1(t0) 6= ϕ2(t0), lo cual se traduce en
ϕ1(t0) < ϕ2(t0) o enϕ1(t0) > ϕ2(t0). Aqúı analizaremos
el primer caso, el segundo se trata de forma análoga.

Para encontrar las ecuaciones que modelan el movimien-
to nos remitimos a la segunda ley de Newton, la cual se aplica
primero al ṕendulo cońangulo de desviaciónϕ1, tomando en
consideracíon al momento de inercia rotacional de la masam
respecto del eje ubicado hacia afuera del plano en el punto C
de la Fig. 1. Tambíen se supone que en los soportes de las va-
rillas del ṕendulo en el sistema, mostrados con los puntos C
y D en dicha figura, existe una fuerza de rozamiento o fuerza

FIGURA 1. En esta figura se muestra un esquema sobre el acopla-
miento de los ṕendulos con el resorte colocado entre ambos, ası́ co-
mo cada uno de los componentes del sistema fı́sico involucrados en
el modelo mateḿatico .
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disipativa proporcional a la primera derivada (velocidad),
seǵun se conoce de la teorı́a cĺasica. A esta fuerza la deno-
tamos respectivamente, porε

·
ϕ1 y ε

·
ϕ2 en cada soporte. De

esta forma, analizando el diagrama de fuerzas para la masa
del ṕendulo cońanguloϕ1 y resumiendo lo comentado en el
presente ṕarrafo, se llega a la ecuación diferencial ordinaria
de segundo orden lineal para el primer péndulo:

ζ
··
ϕ1 = −mgl sen ϕ1 + l∗K(ϕ2 − ϕ1)

−mla(t) sen ϕ1 − ε
·
ϕ1, (1)

dondeζ es el momento de inercia de la respectiva masa yK
es la constante del resorte proporcionada por la ley de Hoo-
ke, siendo precisamente en el segundo término del segundo
miembro de la Ec. (1) donde se pone de manifiesto dicha ley.

Trabajando de forma similar para el péndulo déangulo de
desviacíonϕ2 se tiene la ecuación diferencial

ζ
··
ϕ2 = −mgl sen ϕ2 + l∗K(ϕ2 − ϕ1)

−mla(t) sen ϕ2 − ε
·
ϕ2. (2)

Escribiendo todos los términos de (1) y (2) en el primer
miembro, dividiendo por el momento de inercia y conside-
randoángulos muy pequeños, de tal manera que se cumplan
las relaciones senϕ1 ≈ ϕ1 y senϕ2 ≈ ϕ2, se puede escribir el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias aco-
plado:

··
ϕ1+

ε

ζ

·
ϕ1+(

mgl

ζ
+

ml

ζ
a(t)+

l∗K
ζ

)ϕ1− l∗K
ζ

ϕ2=0,

··
ϕ2+

ε

ζ

·
ϕ2+(

mgl

ζ
+

ml

ζ
a(t)+

l∗K
ζ

)ϕ2− l∗K
ζ

ϕ1=0, (3)

donde

a(t) ∈ W = {a(t) ∈ SC||a(t)| ≤ a+, a+ > 0}. (4)

Es aśı como se ha encontrado el sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (3), las cuales modelan el movimiento
de nuestro sistema. El conjunto restricción W es determina-
do con anterioridad, ası́ como las propiedades que el posee.
Se sabe que la desigualdad para la aceleracióna(t) se requie-
re de este tipo con el fin de garantizar que el problema tenga
sentido f́ısico, y de esta forma el desplazamiento del sopor-
te de ambos ṕendulos, cuando se varı́a la aceleración dentro
del conjunto funcional, no sea infinito. Ahora nos resta ana-
lizar y estudiar las ecuaciones de este sistema para encontrar
condiciones sobre la estabilidad absoluta, estoúltimo se des-
arrollaŕa en la siguiente sección.

3. Estabilidad absoluta

3.1. Estabilidad absoluta del sistema de segundo orden

Antes de abordar el proceso para obtener el resultado que se
enunciaŕa en esta parte, es conveniente aclarar que los con-
ceptos de estabilidad robusta y el de estabilidad absoluta son

esencialmente equivalentes; es decir, los conceptos absoluto
y robusto significaŕan lo mismo. Ver por ejemplo [6,7]. Por
tal raźon no debe causar confusión ni extrãneza cuando se in-
tercambien en la misma frase o en distintas frases en lo que
sigue del texto.

Veamos un resultado preliminar, el cual será muy impor-
tante para llevar a cabo la demostración del teorema principal
de este trabajo.

Supongamos que se tiene la siguiente ecuación diferen-
cial perturbada:

··
x1 + 2ε

·
x1 + v(t)x1 = 0, 0 ≤ ε <

√
v−, (5)

donde la perturbación v(t) en el primer miembro de (5) per-
tenece a un conjunto funcional de funciones sucesionalmente
continuas ( denotado por la abreviaturaSC), lo cual se repre-
senta por la inclusión funcional

v(t) ∈ V = {v(·) ∈ SC|0 < v− ≤ v(t) ≤ v+}, (6)

con las indeterminadasv− y v+ constantes.
Para el sistema anterior nos planteamos la siguiente pre-

gunta; ¿En qúe condiciones este sistema es estable cuando se
vaŕıav(t) en el conjunto funcionalV ? O la siguiente pregunta
equivalente: ¿En qué condiciones existe la estabilidad robus-
ta para nuestro sistema cuando variamos la funciónv(t) en el
conjunto funcionalV ? Utilizando la metodoloǵıa implemen-
tada en la Ref. 9, damos a continuación la respuesta a esta
interrogante.

Sean el sistema (5) con las condiciones (6) y supongamos
que se satisfacen las siguientes condiciones iniciales para el
modelo:x1(t0) = 1 (en caso de que este valor para la función
en el tiempo cero sea distinto de uno, la condición anterior
se puede lograr normalizando; es decir, dividiendo entre esta
cantidad) y

·
x1(t0) = 0. Todas las soluciones a la ecuación

diferencial son oscilatorias cuando variamos la función v(t)
en el conjunto funcionalV seǵun se muestra en las Refs. 9
y 12. Enseguida nos planteamos la meta de encontrar la pri-
mera amplitudβ1 de la solucíon en donde por vez primera
se satisfagȧx1(t01) = 0 y adeḿas se cumplax1(t01) = −β1;
posteriormente se necesitará que la amplitud satisfaga la de-
sigualdadβ1 < 1 para garantizar el decrecimiento de dicha
amplitud de la oscilación. El comportamiento de las restantes
amplitudes para tiempos posteriores a este intervalo se puede
justificar con un tratamiento similar por un cambio de varia-
ble ańalogo al realizado en la Ref. 9. En la Fig. 2 se tiene un
esquema que nos permite visualizar el comportamiento de la
solucíon en el primer intervalo de construcción.

Por lo explicado en el ṕarrafo anterior, el problema es
el que a continuación se describe. Se requiere encontrar la
perturbacíon v1(·) perteneciente al conjunto funcionalV de
tal manera que

∣∣x1(t01)
∣∣ corresponda al valor ḿaximo de la

amplitud correspondiente a la perturbación óptima. Adeḿas,
claramente el tiempot01 es aquel en el cual si se evalúa la de-
rivada de la soluciónx1, ésta es igual a cero por vez primera
despúes del tiempo inicial, el cual sin pérdida de generalidad
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130 E. MUÑOZ AGUIRRE AND O. ALEXANDROVA

FIGURA 2. La gŕafica anterior muestra el comportamiento de la
solucíon del sistema dińamico durante el primer intervalo de cons-
trucción. Aqúı se puede constatar claramente el papel que desem-
pẽnan los ejes ”x2”t”, ası́ como la evolucíon de las amplitudes de
la oscilacíon en el tiempo inicial y el tiempo final.

se tomaŕa como cero de ahora en adelante (el tiempo cero se
ilustra en la Fig. 2). Lo anterior conduce a resolver el siguien-
te problema extremal:

β1 =
∣∣x1(t01)

∣∣ −→ máx
v(·)

. (7)

Tomando en cuenta que el valor dex1(t01) es negativo y
como el problema se plantea para optimizar al máximo, la
igualdad (7) se transforma en

x1(t01) −→ mı́n
v(·)

(8)

en el intervalo[0, t01].
Con ayuda del principio del ḿaximo de Pontriaguin, tal

como se hizo en la Ref. 9, el problema anterior lo podemos
transformar en el problema de contorno:

ẋ1 = x2, x1(t01) = −β1, x1(0) = 1,
ẋ2 = −2εx2 − v0

1x1, x2(t01) = 0, x2(0) = 0,

ψ̇1 = v0
1 − ψ2, ψ1(t01) = 0,

ψ̇2 = −ψ1 + 2εψ2, ψ2(t01) = −1,

(9)

en dondeψ1 y ψ2 son las soluciones del sistema conjugado,
las cuales se desprenden del principio del máximo Pontria-
guin [9] y t01 es el tiempóoptimo en el que se tiene la primera
amplitud ḿaxima. La perturbación óptima obtenida como re-
sultado de aplicar el mismo principio es

v0
1 =

{
v+ si ψ2x1 ≤ 0
v− si ψ2x1 > 0.

(10)

Como en el problema de contorno (9) se tienen desco-
nocidos el tiempot01 y el valor de la primera amplitudβ1,
para determinar las expresiones deéstos, se procede sobre un
tiempo llamado ”de regreso.o de “retroceso”, el cual denota-
mos comoτ en lo sucesivo (y en la Fig. 2), convirtiendo el

problema de contorno en un problema de Cauchy como si-
gue:

x′′1 − 2εx′1 + v0
1(t)x1 = 0,

x1(0) = −β1, x
′
1(0) = 0. (11)

La perturbacíonóptimav0
1(t) se elige de acuerdo a un análisis

del comportamiento de las funcionesx1 y ψ2 en el intervalo
[0, τ1

0 ]:

v0
1(t) =

{
v− , τ ∈ [0, τ0

1 ]

v+, τ ∈ [τ0
1 , τ1],

(12)

donde la notación “ ′ ” en (11) denota la derivada con respecto
deτ en el tiempo de regreso (Fig. 2).

Procediendo ahora a resolver el sistema (11) con la subs-
titución de (12) en el lugar pertinente y escribiendoβ en vez
de β1 se tiene una ecuación diferencial ordinaria de segun-
do orden lineal con coeficientes constantes, cuya solución se
puede encontrar como se hace de manera común en la Ref. 10
y 11. De esta forma, después de algunos cálculos algebraicos
y sustituciones adecuadas, se llega a la solución del problema
de Cauchy (11)

x1(τ) = eετβ cos ω−τ +
ε

w−
βeετ sen ω−τ,

ω− =
√

v− − ε2 y v− − ε2 > 0. (13)

En concordancia con nuestro planteamiento y por el com-
portamiento de la solución seǵun se puede constatar en la fi-
gura 2, nos interesa calcular el tiempoτ0

1 en el que la solución
toca por primera vez al ejeτ en el sentido positivo de este.
Despejando de la Ec. (13), dicho tiempoτ0

1 se representa por

τ0
1 =

1
ω−

arctan
ω−
ε

. (14)

Ahora nos proponemos calcular la parte de la solución
correspondiente al intervalo[0, τ0

1 ] del ejet. Para hacer esto
necesitamos de condiciones iniciales enτ0

1 tales comox1(τ0
1 )

y x′1(τ
0
1 ), peroéstas las podemos encontrar utilizando (13).

Resolviendo (11) y utilizando el controlóptimo para el se-
gundo intervalo obtenido en (12); es decir, conv+ en lugar
de v− y con las condiciones iniciales ya calculadas enτ0

1 ,
llegamos a

x1(τ) = −βeετ sen ω+τ0
1 cos ω+τ

+βeετ cosω+τ0
1 sen ω+τ, (15)

conω+ =
√

v+ − ε2 y v+ − ε2 > 0.
Con ayuda de (15) encontramos el tiempoτ1 del ejeτ en

el cual la derivada dex1(τ) es cero. Tal tiempo resulta ser

τ1 =
1

ω+
(π − arctan

ω+

ε
) + τ0

1 . (16)

Como enτ1 el valor correspondiente dex1 es1 (lo que
podemos visualizar en la Fig. 2) se despejaβ de (15) y se
sustituye el valor (16) quedando

β =
√

v+√
v−

e−ετ1 . (17)
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Similarmente al problema resuelto en la Ref. 9, en donde
nos haćıa falta que el comportamiento de la amplitud de la
oscilacíon fuera creciendo conforme el tiempo fuera aumen-
tando y, por ende, a nuestro sistema en aquella ocasión le
pedimos que se cumpliera la desigualdadβ > 1. Ahora en
la situacíon actual, requerimos que dicha amplitud vaya de-
creciendo y por este motivo necesitamos que se cumpla la
desigualdad inversaβ < 1. Es aśı como hemos demostrado
el teorema que enunciamos a continuación.

Teorema 1.La solucíon trivial del sistema con Ecs. (5)
absolutamente oscilante y restricciones (6) es absolutamente
estable, si y śolo si, cumple

1) ε > 0, (18)

2) v− > 0, (19)

3) ϕ(v−, v+, ε) < 1, (20)

dondeϕ(v−, v+, ε) est́a determinada por el segundo miem-
bro de (17); es decir,

ϕ(v−, v+, ε) =
√

v+√
v−

{
exp

[
−ε

(
1√

v+ − ε2

)

×
(

π − arctan

√
v+ − ε2

ε

+
1√

v− − ε2
arctan

√
v− − ε2

ε

)]}
. (21)

Antes de retomar el estudio de nuestro sistema original,
cabe mencionar que el concepto de oscilación absoluta lo po-
demos encontrar en las Refs. 9 y 12, aunque en general el
término absoluto se refiere a que es oscilante cuando se ha-
cen variar cada una de las funciones pertenecientes al con-
junto funcionalV . Es precisamente en la Ref. 12 donde nos
muestran algunos resultados estableciendo condiciones para
que el sistema (5) y (6) sea incluido dentro de la clase de
sistemas absolutamente oscilantes; condiciones que cumple
nuestro sistema por lo que se permite clasificarlo dentro de
esta clase. Una vez aclarado lo anterior, podemos decir que
la forma de la solución en la Fig. 2 está acorde con el plan-
teamiento de nuestro problema.

3.1.1. Estabilidad absoluta para los péndulos acoplados

En esta sección se muestra como utilizar el teorema 1 para
encontrar la estabilidad robusta del problema que nos hemos
propuesto desde el principio del presente trabajo, y lo reali-
zamos manipulando (por decirlo de alguna manera) algebrai-
camente las ecuaciones del sistema (3) como a continuación
se describe.

Primero se suman las dos ecuaciones del sistema (3) y
se hace el cambio de variablex1 = ϕ1 + ϕ2 (Claramente
ẋ1 = ϕ̇1 + ϕ̇2 y ẍ1 = ϕ̈1 + ϕ̈2). Realizando algunas opera-
ciones algebraicas y sustituciones elementales parax1, ẋ1 y

ẍ1 se tiene la ecuación resultante:

ẍ1 +
ε

ζ
ẋ1 + [

mgl

ζ
+

ml

ζ
a(t)]x1 = 0. (22)

Si enseguida en el mismo sistema (3) se resta la segun-
da ecuacíon de la primera y se efectúa el cambio de variable
x2 = ϕ1 − ϕ2 con sus respectivas derivadas como se especi-
fica en el paŕentesis del ṕarrafo anterior, después de algunos
detalles algebraicos se obtiene

ẍ2 +
ε

ζ
ẋ2 + [

mgl

ζ
+

ml

ζ
a(t) +

2l∗K
ζ

]x2 = 0. (23)

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (22) y (23) for-
man un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
acopladas equivalente al sistema (3). De manera particular
podemos aplicar el teorema 1 a cada una de las ecuacio-
nes mencionadas, y de esta forma, si ahora renombramos a
ε = ε/l y v(t) = (mgl)/(ζ) + (ml)/(ζ)a(t) en (22), en-
tonces el resultado mencionado nos garantiza que la solución
trivial de (22) es absolutamente estable si y sólo si se satisfa-
cen

ε

l
> 0, v− > 0 y ϕ(v−, v+, ε). (24)

En estas circunstancias, y con el fin de aplicar adecuadamen-
te el teorema 1,v− y v+ para el sistema actual se expresan
como:

v− =
mgl

ζ
y v+ =

mgl

ζ
+

ml

ζ
a+. (25)

Se necesita que las condiciones (24) y (25) se ajusten a nues-
tro planteamiento general, principalmente a lo puntualizado
en la inclusíon funcional (6), todo con el fin de poder apli-
car el teorema 1. Ası́, de ahora en adelante, se tomará a la
perturbacíon cumpliendo

a(t) ∈ W ′ = {a(t) ∈ SC|0 < a(t) ≤ a+}, (26)

dondea+ es como en (4). Adeḿas claramenteW ′ ⊂ W .
Procediendo similarmente para (23), pero ahora con

v(t) = (mgl)/ζ + (ml)/(ζ)a(t) + (2l∗K)/ζ, la solucíon
es absolutamente estable si y sólo si se cumple

ε

l
> 0, v− > 0 y ϕ(v− + K ′, v+ + K ′, ε). (27)

De igual forma como en el análisis anterior, las constantes
v− y v+ est́an dadas por (25), mientras queK ′ tiene como
representación algebraica a la igualdad

K ′ =
2l∗K

ζ
(28)

Por todo lo explicado hasta el momento en la presente
seccíon, estamos preparados para escribir y demostrar el re-
sultado culminante de esta disertación.
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Teorema 2.La solucíon trivial al sistema absolutamente
oscilante representado por las ecuaciones (3) con la restric-
ción (4) es absolutamente estable, si y sólo si, se cumple:

1) ϕ(v−, v+, ε) < 1 (29)

2) ϕ(v− + K ′, v+ + K ′, ε) < 1 (30)

dondev−, v+ y K ′ son como en (25) y (28). Además ϕ
est́a representada como una función dev−, v+ K ′ y ε por
la función (21)

4. Demostracíon

Por el cambio de coordenadas que se realiza en la explica-
ción previa al enunciado de este teorema cuando se encon-
traron las Ecs. (22) y (23), podemos argumentar que el sis-
tema de ecuaciones diferenciales acoplado (3) es equivalente
al sistema no acoplado formado por (22) y (23). Ya se ex-
plicó que (22) tiene la solución trivial absolutamente estable
si y śolo si se cumple (29) del Teorema 2, puesto que obvia-
mente se satisfacen las condiciones (18) y (19) del Teorema 1.
Por la misma raźon, la solucíon trivial de (23) es absoluta-
mente estable si y sólo si se cumple (30) del mismo teorema.
Sólo resta demostrar que el cambio de variables preserva la
estabilidad, pero como las variablesϕ1 y ϕ2 las podemos re-
lacionar conx1 y x2 por medio de la transformación

(
x1

x2

)
=

(
1 1
1 −1

)(
ϕ1

ϕ2

)
(31)

y la matriz de coeficientes (31) es no singular porque cla-
ramente su determinante es−2 6= 0, efectivamente se pue-
de asegurar que dicha transformación de variables preserva
la estabilidad de las soluciones de los sistemas equivalentes.
Como las condiciones parav(t) se pueden obtener de las con-
diciones paraa(t) en (26), se tiene completa la prueba.

5. Influencia de K

Por último, analicemos que tanta influencia puede tener la
constanteK del resorte proporcionada por la ley de Hooke
en la estabilidad absoluta de nuestro sistema fı́sico, o que
condiciones debe satisfacer dicha constante en términos de
desigualdades.

Si K es muy grande es claro que el sistema se compor-
taŕa de forma ŕıgida por la dificultad en la deformación del
resorte. En este caso resulta muy difı́cil deformarlo a con-
diciones iniciales diferentes, es por ello que los péndulos se
moveŕan como si fuesen uno solo y en consecuencia se com-
portaŕa como tal. Por tanto esta posibilidad queda totalmente
descartada. Analicemos la otra situación, en la que es posible
deformar el sistema a condiciones iniciales distintas.

La constanteK aparece implı́citamente en la segunda ex-
presíon de la conclusión del Teorema 2. Con el fin de hacer
más simples las desigualdades para futuras consideraciones,

se escriben las siguientes expresiones:

z =
v− + K ′

ε2
> 1 (32)

y

Γ =
v− + K ′

v+ + K ′ > 1. (33)

Utilizando (32) y (33) se tiene que la segunda desigual-
dad del Teorema 2 descrita en términos deK ′ y con la forma
expĺıcita de la funcíonϕ, se puede reducir a la expresión:

√
v+ + K ′

√
v− + K ′

{
exp

[
−ε

(
1√

v+ + K ′ − ε2

×
(

π− arctan

√
v++K ′−ε2

ε
+

1√
v−+K ′−ε2

)

× arctan

√
v− + K ′ − ε2

ε

)]}
< 1 (34)

la cual podemos escribir ḿas simplificadamente como
√

v+ + K ′
√

v− + K ′ e
−χ(z) < 1 (35)

donde la funcíon χ(z) simplificada y despúes de realizar al-
gunas operaciones básicas se describe mediante la siguiente
igualdad

χ(z) =
π − arctan

√
Γz − 1√

Γz − 1
+

arctan
√

z − 1√
z − 1

(36)

Ahora, derivandoχ(z) con respecto a la variablez en (35)
se obtiene

∂ϕ1

∂z
=
−√Γz − 1− Γz(π − arctan

√
Γz − 1√

Γz − 1

+
arctan

√
z − 1√

z − 1
(37)

Analizando la igualdad (37) se observa de acuerdo a los
paŕametros que intervienen en ella, que la derivada siem-
pre seŕa negativa en(1,∞), y por endeχ(z) es una funcíon
mońotona decreciente para dicho intervalo. Por el Teorema
de la funcíon impĺıcita, aplicado a la función

F (z, Γ) = χ(z)− 1
2

ln Γ

en el punto(z0,Γ) cuando

χ(z0) =
1
2

ln Γ

y si adeḿas se satisface la hipótesis extra de que

√
v+ ≤ 2

√
v−
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o en su forma equivalente
√

v+ + K ′ ≤ 2
√

v− + K ′,

la ecuacíon χ(z) = (1/2) ln Γ tiene unaúnica solucíon z0.
Luego se tienen las siguientes desigualdades equivalentes:

1
2

ln Γ < χ(z) por (35) ⇐⇒ z < z0

⇐⇒ v− + K ′

ε2
< z0 ⇐⇒ ε >

√
v− + K ′

z0
(38)

Utilizando laúltima desigualdad en (38) tenemos

ε2z0 > v− + K ′ (39)

lo cual implica

K ′ < ε2z0 − v− (40)

Al sustituir (25) y (28) en (40) se tiene

2l∗K
ζ

< ε2z0 − mgl

ζ
(41)

o

K <
ζε2z0

2l∗
− mgl

2l∗
(42)

La constanteK se encuentra además en la definicíon
de K ′ de la Ec. (28) acompañada de la longitudl∗, y del
número 2 como factores, ası́ como del momento de iner-
cia en el papel de denominador. En (3) observamos que se
debe cumplirε <

√
v− y por consiguiente se tiene que

v− − ε2 > 0. En la parte 2) del Teorema 2 aparece la re-
lación ϕ(v− + K ′, v+ + K ′, ε) < 1, y comoϕ contiene a
v− + K ′, entonces se debe cumplirv− + K ′ − ε2 < 0 en
concordancia con la anterior desigualdad. Ası́ se tendŕa

K ′ > ε2 − v− (43)

Al sustituir las correspondientes expresiones de (25) y
(28) en (43) nos resulta

2l∗K
ζ

> ε2 − mgl

ζ
(44)

o

K >
ε2ζ

2l∗
− mgl

ζ
, (45)

De las desigualdades (41) y (44) podemos formar la desi-
gualdad

ε2ζ

2l∗
− mgl

ζ
< K <

ζε2z0

2l∗
− mgl

2l∗
. (46)

Por lo explicado al inicio de esta sección, K no puede ser
muy grande pero debe ser delimitada por la desigualdad (45),
la cual es equivalente a la desigualdad menos extensa

ε2ζ

2l∗
< K +

mgl

2l∗
<

ζε2z0

2l∗
(47)

De esta forma se han encontrado restricciones para la
constante del resorte, ya sea la desigualdad (46) o la desi-
gualdad ḿas simple (47).
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