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En este trabajo estudiamos el nimero de pares creados en un campo eléctrico usando la aproximacién semicldsica. Veremos que en la
aproximacién semicldsica el proceso estocdstico N (t)="niimero de pares creados en el instante ¢t”, es un proceso estocdstico de Poisson con
esperanza (a€(t))/(64mc?), donde o es la constante de estructura fina y £(t) es la energia del campo eléctrico en el instante #.
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In this work we study the number of produced pairs in an electric field using the semiclassical aproach. We see that the stochastic process
N (t)="net number of produced pairs at time ¢, is an stochastic Poisson process with expected value (a€(t))/(64mc?), where « is the fine
structure constant and £(t) is the energy of the electric field at time ¢.
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1. Introduccion

Nuestro objetivo es estudiar la creacién de pares debida a la
aparicion de un campo eléctrico de energia finita. Este proble-
ma ha sido estudiado por diversos autores [4,7,12,13,17-19]
cuando el campo eléctrico es constante y, por tanto, con
energia infinita. Evidentemente se trata de una situacién ideal
que no se da en la realidad, pero tiene la ventaja de que
se puede calcular exactamente el nimero esperado de pares
creados por unidad de tiempo y de volumen. El resultado que
se obtiene es
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Este resultado se conoce como “férmula de Schwinger”
y es la confirmacién del resultado obtenido por F. Sauter, que
en 1931 calcul6 el niimero esperado de pares creados en un
campo eléctrico constante usando una version relativista del
efecto tinel.

La creacién de pares en un campo eléctrico no constante
fue también estudiada posteriormente por Schwinger [20] y
por Feynman [5]. En esos trabajos los autores querian mostrar
que la creacion de pares es un proceso estocastico de Poisson,
al igual que pasa con la radiacién de fotones producida por
un cuerpo clésico cargado eléctricamente [13]. El problema
es muy complicado de estudiar ya que hay que usar la teoria
de perturbaciones en todos sus érdenes y no es seguro que la
serie que se obtiene sea convergente (es el llamado “renor-
malon problem” [2,14]). De hecho, la formula de Schwinger
como funcién de la carga eléctrica no es analitica en el punto
e = 0, y como funcién de la constante de Planck tampoco
lo es en el punto &4 = 0y, por tanto, no puede expresarse en
serie de potencias, ni de la carga eléctrica, ni de la constante
de Planck.

Lo que haremos en este trabajo serd demostrar que la pro-
babilidad de que se creen N pares en el instante ¢ es

N
€L ( af(t) ) exp (— af(t) ) +O(h?), (1)
N! \ 64mc? 64mc?

donde o = (e?)/(hc) ~ (1)/(137) es la constante de es-

tructura fina y £(¢) es la energia del campo eléctrico en el

instante ¢.

Es decir, la creacién de pares es un proceso estocdstico de
Poisson salvo un error del orden de /2. De hecho, al inicio de
la Sec. 3 veremos que la creacion de pares no es exactamente
un proceso estocdstico de Poisson, sino que solamente lo es
en la aproximacion semiclasica, es decir, cuando se despre-
cian los términos en .

Los pasos que seguiremos para demostrar la férmula (1)
son los siguientes: Primero cuantizaremos el campo de Klein-
Gordon, con lo cual obtendremos el hamiltoniano cuantico;
seguidamente daremos el método para la construccién de los
diagramas de Feynman para este problema y luego estudiare-
mos la dindmica del vacio cudntico. De hecho, con la ayuda
de la teoria de perturbaciones, construiremos la solucién “for-
mal” de la ecuacién de la segunda cuantizacion para el cam-
po de Klein-Gordon, cuando la condicién inicial es el vacio
cuantico. A partir de esta solucién formal es muy dificil obte-
ner la férmula (1). Por este motivo, lo que haremos sera cons-
truir una solucién semiclésica para este problema a partir de
la cual deduciremos la formula (1).

La notacién que usaremos es la siguiente:

= ||.||2 es la norma en £? (espacio de las funciones de
cuadrado integrable).

= (.,.)2 es el producto escalar en L.

= ||.]|1 es la norma en £ (espacio de las funciones inte-
grables).

= (C§° espacio de las funciones con soporte compacto que
son derivables en todos los 6rdenes.
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2. Cuantizacion del campo de Klein-Gordon

Consideremos la ecuacion de Klein-Gordon

(ihdy — eV)*p = —c*h2 Ay + m?c*p,  enR3,

donde e es la carga eléctrica, m es la masa, y c es la velocidad
de la luz. El potencial que consideraremos es de la siguiente
forma: V(#,t) € C§°(R3, (0, 00)).

Para cuantizar este campo hay que considerar los opera-
dores [1,7]

ot 7) = ot (FE—c(D))
4 (2h)? / \/7 4@

+bt (@ef%w.f—e(ﬁ)t)) p,

b= gy [ (et
5

—bt (ple (P *—e(ﬁm) dp,

A /IZ; o Q+ /\+
= n = (¢ 7’[/) )7
( G
donde e(p) = /|12 + m2cty a,at, b, bT son los opera-

dores de creacién y de aniquilacién.

Usando estos operadores, la ecuacién cuéntica en la ima-
gen de interaccién se escribe ih0|¢) = H(t)[¢), con
H(t) = [eV(t,@) : ¢(t,7)¢(t, &) : dF, donde :: denota

R3
al operador de orden normal.

2.1. Calculo del operador energia

El operador H (t) se descompone en tres partes:

H(t) = Ho(t) + Ha(t) + Hg(t);

(2;h)3 [at @i -

R6

He(t) =
et (e (ﬁ)JrE(tT))tQ(p7 q,t)dqdp

es la parte que corresponde a la creacion de un par;

R -1 .
Ha(t) = W/a(ﬁ)b(—cf)
RG
x e~ W (DHDIQ(g, 5, t)dGdp

es la parte que corresponde a la aniquilacién de un par;

Hs(t) = (2;;)3/(6*(—5)1}(_@@*%(6@%@):&

R6

— a* (@a(p)e F DD ) (g, p 1) dddp

es la parte que corresponde a los choques (scatterings).

Las funciones 2 y I" se definen del siguiente modo:

it =& (@) _ [e®)
e <eﬁ) ecz>>

_ef |€d) €@\
HEn 2(\/eﬁ> | @)V

éﬂfd

donde V (7, t f V(z

2.2. Diagramas de Feynman

Para simplificar, usaremos notacidn relativista, pongamos:

Con esta notacion el propagador se escribe del siguien-
te modo: D1, = (0|T¢(x;)p(xx)|0), donde x; = (Z;, ct;)
y T es el operador de orden cronolégico.

Usando el propagador podemos definir las amplitudes
correspondientes a la agrupaciones de diagramas de Feyn-
man con el mismo nimero de vértices:

an(t)= (_w)/ // Tr (D1 Dy joor - Do)

OR3k
x V(xy) - V(eg)day - - day,
e k ct ct .
nan = () [ ] [usissden
0 0 R3k
x Dy 9Dg 3 - Dkfl,ké(xk): 0)
x V(xqy) - V(xg)dzy - - - dog.

Observemos que ay(t) es la amplitud que corresponde a
la agrupacién de todos los diagramas de Feynman conexos
y cerrados que tienen k vértices, y b (P, ¢,t) es la amplitud
correspondiente a la agrupaciéon de todos los diagramas de
Feynman conexos con k vértices que describen la creacién
de un par (p, —q). El método para calcular la amplitud que
corresponde a un diagrama cualquiera es el siguiente: a cada
proceso elemental le asociamos el valor dado en la tabla:
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Proceso Gréfico Valor
tiempo
creacion de un par Q(p, g, t)en (@ +e@)t
27rh
tiempo P2
ttering d ticul —i T (fo, i, ) F P —e@)t
scattering de una particula — n
g p h(2’ﬂ'h) b2, pla €
D1
tiempo 0
i ; .
scattering de una antiparticula T h(27rh)3r(lfl’ &, t)efg(e(ql)fe( 2))t
tiempo -(h
1
aniquilacion de un par h(27rh) 5, P, t)e — % (e(@)+e(P)t
ﬁ —q
Entonces, para calcular la amplitud correspondiente aun  es [8,21]

diagrama de Feynman con IV vértices, se multiplican los va-
lores asociados a los procesos elementales que componen el
diagrama, se integra respecto a los impulsos internos y final-
mente se integra en el dominio temporal

t>t > >ty

Observacion. Es importante diferenciar las amplitudes
correspondientes a diferentes diagramas dentro de una mis-
ma agrupacion. Por ejemplo, en la amplitud b3(p,q,t)
estd bs 1(P, ¢, t) que es la amplitud que corresponde a los dia-
gramas de tres vértices con una creacién y ninguna aniquila-
cién, y estd bs (7, ¢, t) que corresponde a los diagramas de
tres vértices con dos creaciones y una aniquilacién.

En general, para s > 2m — 1 tenemos que by ,,, (7, ; t)
corresponde a los diagramas de s vertices con m creaciones
y m — 1 aniquilaciones. Y en las agrupaciones de diagramas
cerrados, para s > 2m, tenemos que as ,(t) es la amplitud
correspondiente a los diagramas de s vértices con m creacio-
nes y m aniquilaciones.

3. Solucion semiclasica de la ecuacion cuanti-
ca del campo de Klein-Gordon

Usando la teoria de perturbaciones y el teorema de Wick se
ve que la solucién formal del problema,

iho () = H(t)(t))
{ o) = o), @

o =1
Tt|0> = eZk:2 ak(t) |0> + Z ﬁ

N=1

N oo
X/HZ W @)1 1 Vdpy . dd
]RG

j=1k=1

Usando que ||T%|0)||3 = 1, encontramos una serie de
ecuaciones que relacionan las diferentes amplitudes que apa-
recen en la expresion de 7"|0). Estas ecuaciones se obtienen
igualando las potencias de la carga eléctrica en la ecuacién
[|Tt0)||3 = 1. Las tres primeras ecuaciones que se obtienen
son [6]:

2Re(az(t)) + [[b1(t)|[5 = 0,
2Re(a3(t)) + 2Re<b1 (t), bg(t)>2 = O,
2Re(ay(t)) + [|b2(t)]|3 + 2Re(by (1), b3(t))a

1 - - - * (= o k(= =
+ 5%1({)1,ql,t)bl(pz,qz,t)bl(phqz7t)b1(p27Q1,t)=0.

R12
Por lo tanto, como

1 o R %= = *( = =
7/bl(plaqlat)b1<p27q2at)b1(plaq27t)b1(p27q17t)7&01

2
R12
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deducimos que
2Re(ax(t) + as(t) + aa(t)) + ||or (1)][3
+2Re(bi(t), ba(t))2 + [b2(1)]13
+2Re(by(t),bs(t))2 # 0.
Por consiguiente,

2
’
2

—2Re i a(t) #
k=2

f: bi(t)
k=1

con lo cual, el proceso estocdstico N (t) =“nimero de pares
creados en el instante t” no puede ser exactamente un proce-
so estocdstico de Poisson. Efectivamente, segin la expresion
de T"|0), la probabilidad de que en el instante ¢ se cree un
par es

[ 1017 o) P

RS 00 2 o0
= Z bi(t)|| exp <2Re Z ak(t)> .
k=1 2

k=2

En cambio, si N(t) fuese un proceso estéstico de Pois-
son, entonces la probabilidad de que se crease un par en el
instante ¢ seria A(t) exp(—A(t)), donde A(t) seria el ndime-
ro esperado de pares creados en el instante ¢. Por lo tanto, ya
vemos que no puede ser exactamente un proceso estocdstico
de Poisson.

Dicho esto, ahora veremos que N (¢) tiende a un proceso
estocdstico de Poisson cuando la constante de Planck tiende
hacia cero, es decir, N (¢) es un proceso estocdstico de Pois-
son en la aproximacion semicldsica.

Ante todo observemos que es muy dificil obtener la
férmula (1) a partir de la solucién formal de (2), ya que ésta
contiene demasidos términos. Por este motivo, lo que hare-
mos serd buscar una solucién aproximada de (2), que con-
tendrd menos término y con la cual podremos demostrar la
féormula (1).

Para hallar la solucién semicldsica usaremos el si-
guiente resultado [1,16]: “dada una funcién |4(t)), tal que
|¢(0))=|0), entonces

17710) — [6(t))]]2

t

1/’
< =
~h

0

dr = R(t), (3)
2

(i — A1 (7)) 16(7))

y por tanto
IPNT!|0) = Pylé(t)]l2 < R(1),

donde Py es el proyector en el espacio de N pares.”

Segin la interpretaciéon de la mecédnica cudntica,
||PnTt0)]|3 es la probabilidad de que en el instante ¢ haya
N pares. Entonces, como

IPNT10)[13 = [|Pn|¢@)I3 + f(2),

(donde f(t) = 2||Pn|é(t))|]2R(t) + R%(t)), lo que hay
que hacer es encontrar |¢(t)), de manera que f(t) sea
una cantidad despreciable, con lo cual podremos aproximar
|| PNT*0)][3 por || Pn]é(t))]13.

Probemos como solucién aproximada la funcién

L j‘ I:Ic(T)dT

6(t)) = e®Me "o 10)

Entonces se obtienen las siguientes ecuaciones:

ﬁs<t>\¢<t>>:/ iibs (5, 7, )a* (B0 (~DdFddl () (&)

R6

Ha(t)|o(t)) = |ihas(t) + / ihbs 2(P', 4, t)
R6

x a® (P)bT (—q)dpdd] |6(t)) (5)

Para obtener la Ec. (4), lo mejor es sustituir la solucién
formal en la Ec. (2), proyectar sobre el espacio de IV pares
e igualar las amplitudes correspondientes a los diagramas de
N 4+ 1 vértices. Entonces, se obtiene

N
< ] o), @ O, - 12, )dpy. ... ddy
j=2

N
- — [ T0ut. 3.0
.RGN j=1

X Hs(t)|1;£1 e I:q.N)dﬁl .. d(jN

Finalemente, multiplicando por e*2(*) y sumando respec-
to N se obtiene (4).

Para obtener (5), hay que igualar las amplitudes que
corresponden a los diagramas de N + 2 vértices con una
aniquilacion. Entonces se obtiene
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ih N

N!

RN J=1

1

(N+1)!

Finalemente multiplicando por e?>(*) y sumando respecto
N se obtiene (5).

Asi pues, aplicando el operador (iid; — H(t)) a |¢(t)) se
obtiene

(thdy — H(t))|¢(t))

:{ﬁ@@aw+hmmmmﬂmwe®mwwm
RS

En el Apéndice C, veremos que

1(ihd, — H(7))|o(1))||2 = O(h?),
por lo tanto, segtn (3) se cumplird
1T110) — |6(t))]]2 = O(h?),
con lo cual
|PNTH0)12 = || Py]6())]|3 + O(Rh?). 6)

Asi pues en la aproximacién semiclasica, para calcular la
probabilidad de que en el instante ¢ haya NV pares, solamente
hay que calcular || Px|o(t))]]3.

En el Apéndice B demostraremos que

1 _ 2
1Py]o(t)I; = 37/ (]3OI + O(n?),

. N _ R . ih . I
7a2(t) / Hbl(pj,qj,t”l;l...1_§N>dp1...qu+m/b372(p1,q1,t)

J. HARO

N
| R0 | A S YU
R6N j=2

N+1
1T 015, @ ) HA@)1S - 125 VB - g

RE(N+1) Jj=1

con lo cual, usando que ||b1 (t)||3=(a&(t))/(64mc?)+O(h),
llegamos al siguiente resultado

1 (aé‘(t) Lo N

1Py |o())]]5 = N! \ 64mc2

X exp (- gﬂg O(h)) O
J;(ggg)N@m<$%2)+omy

Finalmente, de (6) se deduce que

a1 (aE€ON\Y( al(t) s
1PN T |O>H2_N! 6amez ) P\ 7 6ame +O(h?).

Apéndice A

En este Apéndice veremos que se cumple

R[ba(r)l13 = O(h%);  BP[lbsa(7)[[5 = O(RF).
Este resultado nos serd muy util en el Apéndice C.

Integrando por partes respecto a la variable temporal se
ve que

et (e(@)+e(@)t / |:Q(]3’7 7 O0(F, 4, t)

() + (@)

B et (c(P)+e(@)t
i (2wh)S /

t
L // Q@7 L @1 s epyrer,
i (2mh)8 (e(P) + €(7))?
B3 0

Qp, 7 O0(F G 1) QR GHTE 1) |
(@ +e(M? () +e(@)?

(e(r)—e(@))t

Q((ﬁ(%ff%? t e;xe(me(ﬁ))re—;;<e<r*)—s<m>t] drdr.
€ €
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Entonces

217 (= 7 )2 3 Q(Ha ﬂa t)F(’Fv Hv
0 < s | [

Ahora ya estamos en condiciones de acotar h2||by(7)||3.

Los términos || B;||1 y ||C;||1 con j = 1,2, son fdciles de acotar. Acotemos por ejemplo || B1]|;

Q(p,5,)T(5,q,t
DI CEAINE ) —

NG
1= ”12/ €+

(e(P) + €(5))?
€()|(e(q) + ()| () —

€ (5)I(e(q) + €(5))

_ 6?’12 /\6 (p) —
ﬁ)+6(77)) (€(p) + €(5)) e(P)e(Pe()e(5)

Observemos que

(€(q) + €(r)(e(@) +€(5)) _ {
e(9)e(M)e(3) — L)

si usamos la desigualdad

740 * |

5 me?
€(q) < €(8) + clg— 3,

se llega al siguiente resultado

(@) + (@ +e®) _ 1 [, da—4
@DPe® - me [‘” me? ]

Por lo tanto

6h2 e\4

B <7(7)
1Bl < (2mh)12 \2

/|€ () — e’ (@) — (3]
64¢5(p)

7~ 70|V (E—7,0)
x|V (§— §,t)|drdsdpdq.

Rev. Mex. Fis.
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p'— 2mhd,

entonces se obtiene

< e
b= 327r(m02)2
|29 — 2mhid||d||2p — 27ho]|0]
64€5(p)

|| B1

R12

o 2] oo

x |V (@ — 7, t)|diddvdddy = O(h%).

Es decir

|B1]l1 = O(R%).

50 (3) (2004) 244-254
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Acotemos ahora el término || 4|1, en este caso tenemos

J. HARO

(€(F) — (@) (e(p) + (7))

3 (e (€(p) — (M) (e(q) + ()
(2mh)1? <7) /{ ) (e(P) + €())?

(€(q) + €(r))? }
(€*(5) —

" {(62(25*) — ()@ +€(5)
(e(P) + €(5))?

Hagamos el cambio de variable

—

g=7—2mhi, p=7-—2rht, §=7r—2whw.

Entonces en el orden mds bajo en # se obtiene

3hc?a? (V.7 4+ 4.7) (U — W).7 + (€ — 0).7)
64 / €8 (7)
R12

XV (@, )V (@ — @, t)V (=0, t)V (T — @, t)diddidiidr.

Como esta cantidad es real, la podemos escribir de la si-

guiente forma:

3hcta? / (U7 4+ 4.7) (0 — b).F + (€ — @).7)
128

R12

x|\ V (@, t)V (@ — @, t)V (=7, t)V (T — &, )

—

YV (—, )V (@ — @, )V (T, )V (@ — 7, t)} didididr.

Si ahora hacemos el cambio W = ¥ — ¥, obtendremos

3hc2a? / (6.7 + @) (§F + (i — T+ §).7)
128 5(7)

) drdsdpdg.

I1Pvlo®O)I3 =

1 N
(N1)2 Z H

v BEUNRGN j=1

N' Z / Hbl pjaqjv

ﬂEUNRGN j=1

1B, @55 0BT (5 Ts () L) APT - -

! Ahora cambiemos ¢ por —3 y permutemos 4 con ¥, en-
tonces obtendremos la misma cantidad cambiada de signo,
por lo tanto, en el orden més bajo en A, ||A||; vale cero. En
el siguiente orden, ||A||; también vale cero ya que en el nu-
merador aparecen potencias cubicas de 7 mientras que en el
denominador es funcién de €(7), entonces al integrar respecto
7" el resultado que se obtiene es cero. Asi pues

|1A]l: = O(r?).
Y por consiguiente,
12|[ba(7)]15 = O(A).
Comprobar que
12|lbs 2(7)|[5 = O(R®),

es mucho mas sencillo, por lo tanto no lo haremos.

Apéndice B

En este Apéndice vamos a probar que

1
IPNIS(E)I3 = 7101 @BY e O 1 O(h%),
Usemos que 2Re(az(7)) = —||b1(7)||3, (véase [6]). En-
tonces

dgye 113

L (5, Gy, D - . dye™ IO,

Sea ahora 8 € o tal que 3 deja fijos N — 2 elementos, podemos suponer sin perder generalidad, que 3(1) =2y 5(2) =

Nos interesa acotar

A= / Hbl p]a‘]jy

en J=1

175, @siy, t)dpt - . . dgn | -
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Claramente, entonces se obtiene
2(N—2 Lo Lo
A< BN [ o170 010 e 1) Ccoyzeh v
R12 A< ﬁ” 1( )||
X101 (P, @2, Dl1or P2, 1, ) [ 9l (i + B)g(ih — T)g(its, 1)
Asi pues hay que acotar K €2(ph)€e?(pr — 2mhidy)

[ a5, 3,001 2 11 5 ) 15 . )
Integremos respecto pi, usando que

R12
Para poder acotar esta cantidad, primero necesitamos
1 w2
acotar / dp =
e*(p) c3me?
|b1(P, ¢, 1)- ©
Integrando por partes se ve que y la desigualdad de Schwarz, se obtiene
-1 Q@p¢t)
by (5,0 1) = eh (e
(2mh)3 €(p) —i—e(q”) (ec)*2rh 2N-2
A< [ox ()15 1g(8) 13l l9(1) 13

= (m)t Amc?

h QPG e

- (2mh)%i (e(7) + ()2 ,
Ahora bien
¢
/ QT  tiepre@rg,. L1
27Tﬁ i) (e(p) +e (T) llg@)llz = () + O(h);
A partir de las siguientes acotaciones: llg(t)||? = 327||E%(t)\|§ + O(h).
€(P) — e(@)| < clp—4l,
1 1 Asi pues
) @) 2me
: av-2) 2y (LB
17)4‘6‘7) \/2€ ;5) A <|br(D)]]5 o’k W+O(ﬁ)
deducimos que ) ( £(t) +O(h>>
ec 2 .
by (P, 7 — 2rhi, t i,t), (7 8mc
| 1( U, )| (27Th) (mE(ﬁ—2ﬁhﬁ)g(u, )a ( )
con
B En general, si 3 deja fijos N — k elementos, entonces
t 4
2| 3 E E(u
g(’&:7t):£ |E(, )|—|—h‘ (@, )‘-i-h Mdr ) ~
o 2me 2 sv-i) (ope (LEIRS
0 < -
A < ||bi(t)]]3 a’h 8(me2)? +0(h)

donde E (7, t) es el campo eléctrico en el instante ¢.
Ahora ya estamos en condiciones de acotar definitiva- E(t) r(k)
mente A. Hagamos el cambio +0(n) ’

8mc?

P2 = P1 — 2mhiiy;
donde
(j'j:ﬁj—%rhﬁj, ]:172

usemos (7) y la acotacion r(k) = g si k=27
k-l osi k#£ 27
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De aqui deducimos que

2N .
||[Pn|o(t))]]3 — %e—ublmuz <

SO (s 1B o) (2D 4 o 7 s
= 4! “ 8(mc?)* 8mc? ‘

&( [or (115" ||2 YOI
(8m02 )Z

Asi pues, acabamos de probar que

Iewtoteg = PO - o o)

Apéndice C

En este Apéndice, veremos que |(ihd- — H(7))|¢(7))||2 = O(h2).
Calculemos ||(ihd; — H(7))|4(7))]|3, usando que 2Re(as (7)) = —||by (7)]|3. entonces se obtiene

(00, = HEDIGENIE = n2e PO by () + by (7)113

+§:<(Nl_1),>2 Z /(52(1717(71,7)+53,2(Z71,§177'))

N=2 7:BETNREN
. . N
x (b§ (Py(1): @B(1)s T) + 03,2 (Fy (1), GB2): T)) 11015 @5, )05 (B, 5) Gy 7V - - A
=2

Escribamos esta ecuacién del siguiente modo:

(80, = H(r))Io(r)I[§ = he™ PO [[[by(r) + bo o () 3+

002 <(N1—1)'>2 2 /(62(51"7177)+63,2(ﬁ1,cjl,7)>

N= BETNREN
N
X (bg(ﬁﬁ(l)’ as(1),7) + bg,z(ﬁﬁ(l% q_b(l)ﬂ')) H b1 (75, 45, T)b1 (P85> 43(5), T)dP1 - - - ddn
j=2
[e%s} 2
+Z ( |) Z / (62(51,51,T)+63,2(ﬁl,§1,7))
N=2 V:BETNREN
V#B
. N
X (53(177(1),‘75(1),7) +b32(Py(1)s d1)s T ) H 1Py, @5 7T (D) Q(5)» T)APL - - - AN
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Ahora aplicando la desigualdad de Schwarz al segundo término de la derecha y sumando respecto de N se obtiene

1(ih0: — H ()l < 1 |[1ba(r) + bs2 (7)I[5(1 + |[br(7)]13)

3 & 1 ? L C
_|_6*Hb1(7')H2 Z ((]V—l)') Z / (bz(pl,ql,T)+b372(p1,q1,7’))

N=2 VaﬁGUNRSN
v#B

2

X (@(ﬁw(l)#fﬁ(l)y 7) + b5 0 (1), dsa )H 1(P55 @5, )63 (Py(i)» 45Gi)» TP - - - ddn

Sea ahora f (7,7, 7) = hlba(7, 4, 7) + b3.2(7, §,7)| + |b1(F, 7, 7)|, entonces se obtiene

1(ih0: — H(r)Ig(r)I3 < B2|lb2(7) + bs,2(r)|3(1 + [1b2(7)]]3)

oo
R o o 12
+Z _1| Z /H,f p]7Qja p]vqﬁ(])vT)dplque o ()12

2 QEO'NRGN j=1
B#ILd

Ahora bien, como en el Apéndice B, se ve que si § deja fijos N — k elementos, entonces

T £ @) £ 5y @y T - - din < (02R2C) P[5V,
R6N j=1

donde C' es una constante independiente de a y &, y la funcién r es la misma del Apéndice B. Por lo tanto,

i1y — H () e(r)13 < B{[ba(7) + bsa (1|31 + [[br (7)]13) + e~ DIE S Z (@20 |3

N=2k= 2
Ahora bien, es un célculo un poco tedioso aunque sencillo ver que

oo N N2

XN-kyr(®) — eX(2X2 44X +1
N —h) e ( + +1)

1-Y
N=2k=2

xY+Y? , Y +Y?

Y
4eX2X +1)—— <1 X +1)72— .
+4e™* (2X + 1) + 8e 6eX (X +1) a=v)y

(1-Y)? (1-Y)?
Asi pues,

|(ih0- — H(7))|¢(7))]3
5 a2h3C (14 a?h3C)

< 12| [bo(7) + ba o ()21 + |[ba (7)[|2) + 16e~1Pr NI OIE (|| £(7)]2 4- 1)

(1— a2i3C)3
Y como en el Apéndice A, hemos visto que /2 ||b(7) + b3 o(7)||3 = O(h®), llegamos al siguiente resultado
2 3
ik, — H(7)|g(7))]15 = O(h?).
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