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En este trabajo se propone uitodo para conocer la forma aftala de una superficigptica convexa, a partir de las coordenadas de algunos
puntos medidos sobre esta. Es decir, encontrar la forméieaale la superficie que mejor se ajusta a una distrilsude puntos medidos
sobre la superficie que se desea caracterizar ( en particular, se desea aplicar al espejo secundario del Gran Teleg&topm Miknes una
superficie énica convexa de 2.57 m deadnetro, constante de conicidad K=-1.14 y f /0.4). Etauo consiste en resolver el problema de
ajuste como un problema de aproxin@acpolinomial en norma uniforme, el cual se resuelve por medio de programiagal. Finalmente

se presentan los resultados obtenidos al evaluar algunas supeditiEsscon el ratodo propuesto.

Descriptores: Prueba$pticas; programaén lineal; metrologa aplicada.

In this paper we proposed a method to obtain the analytic shape of an optical convex surface starting from the coordinates of some points
measured on the surface. In other words, we want to find the analytic shape of the surface that best fits a distribution of points measured on a
surface (in particular, we want to apply the method to the secondary mirror of the Large Millimeter Telescope; this mirror is a convex surface
of 2.57 m diameter, conic constant K= -1, and f/0.4). The method consists of solving the adjustment problem as a problem of polynomial
approximation in uniform norm and it is solved by means of linear programming. Finally, we present the result obtained when we evaluate
some conical surfaces with the proposed method.

Keywords: Optical testing; linear programming; applied metrological.
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1. Introduccion la superficie bajo prueba. Estogtados tienen la desventaja
de que requieren un sistema de referencia confiable, ya que

De los nétodos de pruebasmpticas que existen actualmente, de lo contrario surgen errores al integrar la informacire-

muy pocos pueden aplicarse cexito a superficiesanicas ~sultando una tarea difl, costosa, meticulosay que involucra

convexas mayores a 70 cm déuietro y f/0.4, dado que la Mucho tiempo para su implementai

mayoiia de estos &todos utilizan componentégticas auxi- Con la construcéin del Gran Telescopio Miligtrico

liares que tienen tanias iguales o mayores a las superficies(GTM) en el INAOE [7], surge la necesidad de probar su

bajo pruebaEste es el caso de la prueba de Newton, la cuabspejo secundario, que es una superfidisica convexa de

utiliza una placa de prueba que tiene el mismo f@ogue la  2.57 metros de dmetro y f/0.4. Para probar este tipo de

superficie a probar [1]; otras pruebas como las hdificeis  superficies, el INAOE ha construido unaquina medido-

reemplazan a la superficie patimaste) por un holograma ra de coordenadas(mmc) [8], la cual cuenta con un sistema

gue tiene almacenado el frente de onda que se ufilizamo  de referencia guiado poaser con un volumen de mediai

referencia [2,3]; las pruebas nulas, a diferencia de las anteriale 5mx6.5mx5.1m de capacidad y una preéisimenor a

res, insertan un sistendgtico(lente nula) para compensar a 10 um, que no realiza nirigh instrumento en su tipo hasta el

la onda agfrica de tal manera que al final se forme una ondanomento. Tamk&n cuenta con una estructura ragica que

eskrica o plana[4]. Estos @todos son frecuentemente utili- permite colocar cualquier tipo de sensor para realizar prue-

zados para probar superficies que se fabrican en serie o tienkeas.

taméios de 1 a 20 cm. Existenatodos que obtienen el perfil En este trabajo se propone ugtodo para probar el espe-

de la superficie bajo prueba con ayuda de un entitro, el jo secundario del GTM, el cual consiste en utilizar kacaina

cual casi siempre es disado especialmente para la aplica- medidora de coordenadas y con ayuda de un palpgtmo

cion deseada [5]. medir las coordenadas de algunos puntos en la superficie ba-
Otros netodos caracterizan a las superficies por partegp prueba. Posteriormente se obtiene la forma de la superficie

toman informadn de la misma por zonas, para que inte-que mejor se ajusta a ese conjunto de datos, utilizando apro-

grando esta, sea posible conocer su forma, como sucede gimacion polinomial en norma uniforme resuelta por progra-

la prueba de superficies planas [6], donde la superficie de reracbn lineal. Esto se hace en lugar de buscar directamente

ferencia(master) es al menos un orden menor enftamee  la forma andltica de la superficie que pasa por todos los pun-
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tos, ya que resulta una tareaidiff de realizar, y en muchas

ocasiones la forma obtenida no es la esperada. (superficies

conicas de revoluéin). f(@i g, zi) = 2 (2
Comenzaremos mencionandoates la representami i )

matengtica de una superficiebnica, posteriormente se ex- €OMO la funcbn que se va a aproximar; y como elementos

plicara dmo se modela mediante un programa lineal el prO_de Ia_l base del espacio lineal de funciones aproximadoras las

blema de encontrar la superficie de mejor aproxifmagcini-  funcionesv, y v, definidas por:

forme alos datos experimentales. Finalmente se muestran los ) )

resultados obtenidos al evaluar algunas superficies. o1 (@i, i, 2i) = i + Y5 ®)

2. Superficies énicas
_ .2

) ) o V2 (T4, Yi, 2i) = %; - 4)
El interés de esta prueba es caracterizar superfiéingas
convexas, debido a que cada vez son empleadas asfrez
cuencia en los sistemé@pticos (como los telescopios), con
el propbsito de mejorar la calidad de la imagen usando po
cos elementos, permitiendoi agie el sistema sea compacto

Podemos plantear el problema de aproxirbaaonsis-
tente en determinax y 3, tales quex (v2 + y2) + Bz; sea
la mejor aproximadn en norma uniforme &, = z;, mas
adelante explicaremos el sentido preciso de @titaa frase,
pero por ahora escribamos informalmente

y ligero.
Las seccionestnicas surgen de la interseguide un pla- 5 9 9
no con un cono circular recto; variando la po8icdel plano zi o) +y;) + Bz ®)
se pueden obtener las divers@sicas. Al rotar una sedan Despejanda; tenemos
conica alrededor de su eje de sini@tse obtiene la superficie
conica deseada, la cual es una superficie de re\aiugi- L a 14/1—4aB (22 + y?)
s

chas superficies tienen diversas representaciones @@tem
cas, nosotros tomaremos la represedtaois empleada en

23 ’

o bien, tomando el signo negativo:

Optica [9]:
2a (22 + 32
) 5~ o ty) (6)
cS 1+ /1 —4aB (22 + y2)
_, (1) S
1—(K+1)c2S ésta es la aproximamn que nos interesa pues corresponde

donde Z es la sagit&? = X2 + Y2, ¢ = 1/r, conr el radio @ una superficie anoca de la forma (1), con = 2ay

de curvatura paraxial § la constante de conicidad definida & = (/@) — 1. La expresdn lineal de esta aproximari

comok = —e2, siendo una funéin de la excentricidad, esta dada por (5), y puede realizarse bajo diferentes criterios,
De acuerdo a la Ec. (1) y a nuestra convénde signos €l Mas conocido es el denominadanimos cuadrados, nos-

(c es positiva si el centro de curvatura se encuentra a la d@i70s utilizaremos el de norma uniforme, el cual permite una

recha del ertice de la superficie y negativa si se encuentrss0lucbn eficiente por programam lineal.

del otro lado), quedan completamente representadas dichas Aclaremos ahora el significado de la aproxingacien
superficies énicas. norma uniforme. En nuestro caso nos interesa aproximar fun-

ciones definidas en un conjunto finito de puntos (el caso in-
. ., Lo finito requiere un tratamiento especial [10], y no es perti-
3. Aproximacion y programacion lineal nente para ajustar a un conjunto de datos experimentales).
SeaT un subconjunto finito dek*, y seanf : T — R,
v;i: T — R,i=1,...,nfunciones de valores reales.

Para calcular los pametros de la superficie del tipo (1) que  El problema de aproximagn uniforme lineal (o aproxi-
mejor se ajustan a los datos experimentales mediante la sollacbn uniforme por polinomios generalizados) consiste en
cion de un problema de aproximéanide tipo lineal, necesi- determinar los coeficientes;, as, ..., a,, de la combinadn
tamos definir la fundn que se va a aproximar y la clase delineal 3 «;v; que mejor aproxime # en el sentido de mini-
funciones por medio de las cuales pretendemos aproximarla,.__ =1 N

- . mizar la cantidad:
Esta clase es un espacio lineal de funcionesy, por lo tanto, el
mejor aproximante debe ser una combibadineal de cier-
tas funciones pertenecientes a esta espacio. Se observa en (1) n
que Z no depende linealmente de funciones en las variables max > awi(P) - f(P)], (7
X e Y; pero tomando en cuenta la forma de la exgnesn i=1
cueston, es conveniente considerar dlies el conjunto de |5 cya] representa lagmima discrepancia observada entre el
triadas(z;, y;, z;)obtenidas experimentalmente, y considerar n

la funcion f=z,zp definida er” por valor de la funadn aproxmadorag:1 a;v; Y el valor de la

3.1. Planteamiento del problema de aproximaéin
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funcion f que esk siendo aproximada, en todos y cada uno

de los puntos dé&'. a1l a2 Qin
Con las funciones dadas por (2), (3), (4), el planteamien- az1 G2 -+ Azp

to de (5) como un problema de aproxim@tiuniforme (7) A=1. : :

gueda de la siguiente manera: Gt Qs G

Determinar los coeficientes , 3 de la combinadn li-
nealawv; + Bve que mejor aproxime a.zp, en el sentido de
alcanzar el valor extremal:

min r?gx o (27 +y7) + B2 — =), (8)

dondel es el conjunto déndices de los puntos observados.
La existencia de solugn para este problema aftindamen-
tada té@ricamente [11]. A continuadh explicaremos como
se resuelve (8) por ProgramauiLineal.

3.2. Solucén por programacion lineal

La programadn lineal estudia la optimiza@n (minimiza-
cibn 0 maximizadn) de una fundin lineal, cuyas variables

esfn sujetas a un conjunto de restricciones lineales de igua

dad y/o desigualdad.

En particular, se ocupa de encontrar sduc{si es que
existe una) a programas lineales como el siguiente:
Minimizar

c1x1 + oo + ...+ epxy = f(21, Tay oo, Th)

sujeta a las restricciones
an Ty + aere + ...+ AT, > by

171 + A%z + ...+ BpTyn > by

amlxl + ameEQ +...+ amnmn Z bm (9)

En notacdn matricial:

Min cX
s.a. AX >0’
donde
c=(c1,c2,...,¢pn),

1
T

X = . )
Ty
b1
bo

b= . ,
bm

El vectorc es el vector de costosay es la funcbn objeti-
vo, z es el vector de variables de debisiy A es la matriz de
restricciones.

Un programa lineal puede ser resuelto por diferentes
métodos. En este trabajo se hizo una implemeataciel
método Smplex revisado [12]. Los pasos seguidos por este
método son mostrado en el diagrama de flujo de la figura 1;
no damos ras detalles del mismo por ser ampliamente cono-
cido, ©lo mencionaremos que previamente a su aplcgci
el programa lineal (9) debe llevarse a la forma denominada
estindar, caracterizada por terignicamente restricciones de
igualdad y variables no negativas, lo cual se logra introdu-
ciendo variables adicionales, si es necesario [12].

Ahora veremos como modelar el problema de aproxima-
ﬁ:j()n dado por (8) como un programa lineal de la forma (9),
para que posteriormente y mediante étado $Smplex revi-
sado pueda hallarse su soluti Ob&rvese primero que un
programa lineal tiene restricciones que son funciones linea-
les de las variables, por lo tanto el valor absoluto que apare-
ce en (8) no puede trasladarse como tal a nuestro programa
lineal. Debe hacer un cambio previo considerando que el he-
cho que dado unimero realt y un nimero no negativé:;,
la desigualdadt| < & es equivalente al par de desigualdades
simultaneast < ky t > —k, tomando en cuenta este hecho,
e introduciendo una nueva variabfeel problema (8) puede
expresarse como un programa lineal:

min X
sujetaa oy (27 +y7) +aezi+x >z i€l (10)
_a1($§+y?)_a221+xz—zii6]

Este es un programa lineal de la forma (9) con tres varia-
blesay, as, x Yy con 2n restricciones, donde: es el ime-
ro de puntos registrados. (G#rgese que la nueva variable
al estar sujeta a las restricciones dadas en (10), representa
una cota superior para el valor absoluto que aparece en (8);
este programa lineal puede ser ahora resuelto poetdn
Simplex revisado.

4. Ejemplos

Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo desarrollado,
presentamos algunos ejemplos: en los primeros cuatro, se
obtuvieron las coordenadas de algunos puntos de manera
analtica, a partir de superficiednicas determinadas (es de-

cir, conk y ¢ conocidos), pero en los ejemplos 3 y 4 se intro-
ducen errores en las coordenadas de manera aleatoria. Las su-
perficies que se consideraron tienen uinaktro de 200 cm,

un radio de curvatura paraxial R = 200 cm; solamente se

Rev. Mex. 5. 50 (4) (2004) 358-365
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Entradas:
Vector de costos ¢
Matriz de restricciones 4
Vector b

A4

Obtener una matriz
basica inicial B

A\ 4
x,=B"'b=b, x, =0,

z=c¢,B'b=c,b, w=c,B".

A

Para cada variable no basica calcular:
4y =€y = Whp—€
Calcular
Z,—C, =Maxz;,—c;

v

Fin

x =[x, x, ]

v =B"a,

k

Si
Fin

Solucién
no acotada

No

} Calcular
Actualizar B _ _

a, pora br =min b, >0
reemplazando % k V., " lsism v, ik '
K K

FIGURA 1. Diagrama de flujo del &todo Simplex Revisado.
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Inicio

A 4

Entradas:
Numero de datos nd
Conjunto de datos (x;, y;, z;), i=1,...nd

I

Calcular la matriz de restricciones A.
v (X, 0,5) v, (X, V,5) 1]
Vi (%5, 0,,2,) vy (%,,55,2,) 1
M M M
A= V(X5 Vi Za) Vo (X5 VoasZaa) 1
_Vl(xwylﬂzl) _Vz(xzayzw-—z) 1
7‘)1()(27}’:’2:) 7V:(x27y27':z) 1
M M M
L=V Vs Zad) — Vo (X Vg Za) 1]

Calcular vector b
Z
2
M
b _ :nd
—z
M
“nd _|
y

Resolver el programa lineal
Minimizar c'x
s.d. Ax>b

L

Dada la solucion x
maximo error = x(1)
ar=x(2),a2=x3)
Imprimir
c=2a

> Fin

FIGURA 2. Diagrama de flujo del algoritmo de optimizéani

Rev. Mex. 5. 50 (4) (2004) 358-365
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50—+

cambio la constante de conicidad y @mero de puntos me-

didos. Se eligieron estos valores debido a que la superficie “or © Datos experimentales
a probar tendr estas caractisticas. Finalmente, en el ejem- af - Superfcie de ajuste
plo 5, se midieron las coordenadas de 49 puntos en una su- B}
perficie real para su caracterizawi E oal
Ejemplo 1. g =}
N
Se generaron las coordenadas de 100 puntos distribuidos ar
homogneamente sobre toda la superficie de un elipsoide, s
con constante de conicidad K=1 y radio de curvatura pa- 1o}
raxial R = 200. El programa implementado obtuvo los si- sl
guiente paametros geoktricos para la superficie que me- 0 , , - , ‘
jor se ajush en el proceso de optimizéei, K = 1.000007 y e w0 0 &0 10 150

Coordenada X (cm)

R =200.0003 cm, con una desviaki(error néximo de ajus- ) ) ) )
te) de 0.00003188. La Fig. 3 muestra el ajuste obtenido de |EIGURA 4. Ajuste obtenido en los puntos medido en un paraboloi-
funcion encontrada a los datos generados. de.

50

. 45+ * Datos experimentales
E]emp|0 2 - Superficie de ajuste
40+

Se generaron las coordenadas de 50 puntos distribuidos ho-
mogeneamente sobre toda la superficie de un paraboloide,

con constante de conicidad K=-1 y radio de curvatura pa- g1
raxial R = 200. El programa implementado obtuvo los si- =25}
guientes parmetros geoktricos de la superficie que mejor Sl
se ajush en el proceso de optimizaci: K =-0.9999990 vy |

R = 200.00004 cm, con una desviawei(error naximo de
ajuste) de 0.00000498. La Fig. 4 muestra el ajuste obtenido
de la funcén encontrada a los datos generadosiaocaimen-

0
te. -150 -100 -50 0 50 100 150
Coordenada X (cm)

Ejemplo 3. FIGURA 5. Ajuste obtenido en un paraboloide a partir de puntos

o medidos con errores aleatorios.
Se generaron las coordenadas de 50 puntos distribuidos hgs que esperamos que se pueda presentar). El program:

mogeneamente sobre_ tpda la superficie_de un parabomidﬁnplementado obtuvo los siguientes @aetros geoktricos
con constante de conicidad K= -1, y radio de curvatura pagq |4 superficie que mejor se ajastn el proceso de opti-

raxial R = 200, pero a las coordenadas (X, Y) se les intmd”j‘?nizacbn: K =-1.09312179 y R = 199.848025 cm, con una
un error estaidtico del 10 % en sus valores de manera aleayaqjiachn (error néximo de ajuste) de 58182250, La Fig. 5

toria (utilizando la fundn random, ya que este tipo de error 1, et el ajuste obtenido de la fumiencontrada a los da-

tos generados ariitamente.

anl | Ejemplo 4.

* Datos experimentales Se generaron las coordenadas de 100 puntos distribuidos ho-
80r - Superficie de ajuste T mogéneamente sobre toda la superficie de un elipsoide, con
. constante de conicidad K= 3, y radio de curvatura paraxial
R =200, nuevamente se introdujo un error efstigcb de ma-

nera aleatoria en las coordenadas (X, Y) del 10 %. El progra-
ma obtuvo como pametros geoktricos K =-2.8019045626

1 y R =203.69327196 cm, con una desvé@acierror naximo

de ajuste) de 0.42730835. La Fig. 6 muestra el ajuste obteni-
do.

Z sagita (cm)

Ejemplo 5.
y . . De manera experimental, se midieron las coordenadas de
0 50 100 150 49 puntos distribuidos homégeamente sobre una super-
Coordenada X (cm) ficie real. El programa implementado obtuvo los siguiente
pa@metros geogtricos K = 3.247771y R = 144.801855 con
FIGURA 3. Ajuste obtenido en los puntos medido en un elipsoide. un error maximo de 0.623220. Las Figs. 7 y 8 muestran el
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ajuste obtenido de la furim encontrada y los datos experi-
perficie de ajuste

mentales.

Otra €cnica que se utiliz para conocer la forma de la
superficie que mejor se ajusta a los datos experimentales fu
la técnica fibrida de algoritmos géaticos y minimos cuadra-
dos amortiguados, donde los resultados fueron muy simila-
res, con la diferencia que eséxhica requiere as tiempo de

2 : :
: : \

=]
*

Z sagita (cm)

=]
*

-

+

computo.

N
]

T T T

N
o

* Datos experimentales
- Superficie de ajuste

Z sagita (cm)
-t N N w w
m o (8] o m

o

m

1 L
-

0
-150 -100 -50 0
Coordenada X (cm)

FIGURA 6. Ajuste obtenido en un elipsoide a partir de
didos con errores aleatorios.

14 T T T

Coordenada Y (cm)

Coordenada X (cm)

FIGURA 8. Ajuste obtenido en los puntos medido en una superficie
real vista espacial.

5. Conclusiones

El algoritmo implementado permite conocer la forma
analtica de la superficie que mejor se ajusta a los datos pro-
porcionados, con excelente predisi como se logra ver en
los resultados obtenidos de los ejemplos presentados. Esto se
logro, debido a que el problema de ajuste se pudo modelar

puntos me- COMO un problema de aproximaai polinomial y se resol-

1L * Datos experimentales
- Superficie de ajuste

Z sagita (cm)

-80 60 -40 -20 0 20 40 60
Coordenada X (cm)

80

vio utilizando el nétodo de programatn lineal. Este ratodo
permite caracterizar a la superficie bajo prueba relativamente
rapido pues el tiempo empleado al evaluar las superficies que
se presentaron en los ejemplos previos fue de unos cuantos
segundos (se utilizuna computadora con procesador pen-
tium 4 y memoria RAM de 256 MB).

El programa implementado se digeespecialmente para
ajustar con superficie$nicas puntos medidos en superficies
opticas. Si la distribuéin espacial de los datos no se acerca a
un patbn de este tipo, o si se pretende obtener una superficie
de ajuste con una forma aitada diferente, debén probar-
se otras funciones; en (7), diferentes a las empleadas, pa-
ra encontrar una represeniatiadecuada. Sin embargo, esta
metodoloda se puede generalizar a cualquier tipo de superfi-
cies siempre y cuando sea factible modelar el ajuste como un
problema de aproximatn polinomial en norma uniforme.

En lo futuro se persigue que el proceso de captura y ma-
nejo de la informadin sea de manera autatita para que la
prueba sea lo &s sencilla posible. Se busagambén gene-

FIGURA 7. Ajuste obtenido en los puntos medido en una superficieralizar el método propuesto a superficiesé&rstas de revolu-

real.
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