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Se formula la diamica de una pddula puntual relativista con respecto al tiempo propio sobre los cascaronehguesh— 72 = M2y
eskricopi +5° = £2/c*. Estelltimo se obtiene cuando consideramos el movimiento bajo un potencial escalar de Lorentz. Las ecuaciones
Hamilton-Jacobi del movimiento, bajo este potencial escalar de Lorentz, son formuladas tanto fratapadn masa\(?> = m?, m > 0),

como para pafrtulas sin masa/ = 0, m > 0), y para el neutrino. Se presenta una primera éerde cuantizaéin del modelo de acuerdo

al esquema camico de cuantizabn de Schadinger.

Descriptores: Extensiones de la telas chsicas de la mémica; Hamilton-Jacobi; Newton; marco relativista yantico; tiempo propio;
parfculas masivas y sin masa; neutrino.

The dynamics of a relativistic point particle is formulated using the proper time as evolution parameter on the hygesSlie: M2¢? and
spherigp? +p% = &3 /* shells. This last case corresponds to considering the motion under a Lorentz invariant potential. The Hamilton-Jact
equations of motion under this Lorentz scalar potential are formulated both for makEive (m?, m > 0) and massless\{ = 0, m > 0)
particles, and for the neutrino. We present additionally a first quatization version of the model following theiSgér canonical quatization
scheme.

Keywords: Extensions of the classical theories of the mechanics; Hamilton-Jacobi; Newton; to the relativistic and quantum frame; pro|
time; massive and massless particles; neutrino.
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1. Introduccion el cascadn hiperlblico H: p3 — 5* = (Mc)?. Para el segun-
do tipo, manejamos el movimiento sobre el caSnasérico

En dios recientes, la formulam en tiempo propio de la S p3+p? = E2/ 3.
dinamica chsica, ascomo de la diamica c@ntica relati-
vista, ha sido de intés en varias investigaciones. La tear En la Sec. 2 partimos de la fuerza de Lorentz para for-
cuantica relativista para una pentila singular, propuesta por mular las ecuaciones dimicas relativistas en tiempo propio,
Stueckelberg [1], ha siddia mas generalizada por Horwitz validas tanto para paculas masivas como para gattlas sin
y Piron [2] para sistemas de muchos cuerpos. Collins y Farmasa. Mostramosoeno a traes de un potencial efectivo es
chi [3] han considerado la ley de consengacde la corrien-  posible darle a estas ecuaciones una forma newtoniana. Inver-
te relativista, realizando muchos estudios sobre las propissamente, mostramos el algoritmo mediante el cual extende-
dades de la te@. En particular, Fanchi [4] ha demostrado mos sisteraticamente las ecuacionegsicas de Hamilton-
gue no existe la paradoja de Klein. Igualmente, Young-Sedacobi al terreno relativista. En la Sec. 3 derivamos las ecua-
Huang [5] formularon la ecualh de movimiento de onda ciones de Hamilton-Jacobi sobre la parte positiva del hiper-
relativista del tipo de Schdinger, en el contexto de una re- boloide H para paiiculas tanto con masa como sin masa.
presentadin de potencial efectivo. Tarén demostraron que Mostramos tamli@in que una caracfstica del impulso relati-
la solucbn del problema de una densidad de probabilidad nevista es lafactorizacony como la formulacbn relativista en
gativa, la del problema del movimiento de Zitt&itferbewe-  las nuevas variables corresponde alternativamente al forma-
gung, y la de la paradoja de Klein, pueden establecerse elismo del espacio fase de Nambu. En la Sec. 4 se presentan las
términos de esta formulami. soluciones de las ecuaciones relativistas de Hamilton-Jacobi

En este trabajo formulamos las ecuaciones relativistasn el campo de un potencial con fronteras Gtonamente
de Hamilton-Jacobi con respectot@mpo propiocomo un  crecientes. Mostramos que, en particular, es posible resolver
parametro de evolu6in para el movimiento bajo un potencial para el potencial del oscilador abmico. En la Sec. 5 formu-
tanto escalar como vectorial (de Lorentz). Para el primer tipolamos las ecuaciones relativistas de Hamilton-Jacobi sobre la
obtenemos las ecuaciones relativistas del movimiento sobresfera, esto es, cuando el potencial es considerado como ur
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escalar de Lorentz. En la Sec. 6 desarrollamos las ecuacionBsr tanto, en una formulam manifiestamente covariante de
de Hamilton-Jacobi en la representatide las matrices de Lorentz, contamos con una constante de movimiento en la
Pauli, aplicando las ecuaciones sin masaj esp= 1/2y  dinamica dada por (5), la que, al introducir las relaciones (4)
doble helicidad para el neutrino. En la Sec. 7, las ecuacione=n la brmula (5), se traduce igualmente a |latnca
cuanticas tipo de Scbdinger se formulan tanto para gad- A2
las masivas con esp un medio como para el neutrino. En (cdt)? — (dE)? = —2(ch)2. (7)
el caso del movimiento espacial en una dimensen un po- m
tencial estacionario, reproducimos las ecuaciones relativistass claro que necesitamos determinar el valor de esta constan-
de cuasipotencial en el espacio de configdracelaboradas te M, lo cual debdra lograrse a trads de alguna caractsti-
en la Ref. 6. cafisica de la paftula. Supongamos que # 0. Se encuen-
tra facilmente que al tomar einhite no relativistac — oo,
2. Ecuaciones de la diamica relativista para obtenemos las ecpaciones de movimiento de Newton. De es-
ticulas con masa y sin masa ta correspor)de_nma,_ encontramos que Ig constante de movi-
par miento debdra identificarse con la masa;j agie M? = m?.

. ) ) , . H 2 __ 2 pa o
En la meé@nica csica no existe el concepto de fieuta sin S tomamosl/= = m~ en (6), obtenemos de esta expoese|

masa. Nuestro primer objetivo es el de establecer las eculfitervalo nétrico para paftulas masivaststa es una rém

ciones relativistas del movimiento, que incluyan el casi-| ~ 9e0netrica para identificats conm. _ _

te de una paftula sin masa. A continuami discutimos la Si suponemos qué/ = 0, ya no necesitamos determinar
fuerza de Lorentz, de la que obtendremos directamente 18! Valor, sin embargo, en este caso se rompe la corresponden-
ecuaciones del movimiento. Consideremos unaiqdet de 1@ con lameanica de Newton. Esto significa que, en el caso
cargae que se mueve bajo la a6 de un campo electro- M = 0,_ pgrdemos la posibilidad de mterfpretar Ia} co[‘\stante
magretico {57 g}_ El cuadripotencial de Lorem(zb,ff) se de movimientoM como la masa de la patla. Mas ain,

relaciona con el campo eIectromz’agino{E, g} mediante perdemos todo argumento para identifisaiconm. Por tan-
to, dentro de la diamica relativista, tratamos con dos clases

. . 104 - - de parfculas caracterizadas por los valoresdgm dados
E=-Vd--_—-, B=[VxA]. (1)
c ot por
El movimiento de la partula relativista bajo el campo elec- ) M\? B fcul _
tromagrético, con respecto al tiempo propig es descrito i) |5, ) =1 pariculas masivas

por la ecuadn de fuerza de Lorentz [7], la que en su forma

covariante expresamos como m) % =0, parﬁculas sin masa
m
d e dz¥ . . L.
TP = —F, "Dy, D= G m——. (2) De aqgu que resulta importante mantener la distimcien-
T mc T

tre M como constante del movimientory como paametro
Ob<rvese que no es posible escribir covariantemente la fuegle las ecuaciones dimicas. Una realizah importante de

za de Lorentz, prescindiendo del tiempo propio. una parficula con “masa cero” es &ton.
Esta misma ecua@n deseamos escribirla en componen-  Procedemos a continuéci a escribir las ecuaciones del
tes: movimiento relativista bajo la admn del potencial/ (r):
d e = d_, e = L = dp dV po dpo av p
—po=—(F p), —p=—(Epy+[pxB]), (3 =2 D _(Z=. 1 8
g-Po mc( P) ey mc( po + [P D, Q) I Fome dr ( e mc) (8
dr _p dt _ po dr p dt
T=L ZoB @) T2 2K )
r  m' dr mc dr m’ dr mc
Es notorio que nuestras ecuacionesdiicas poseen una pri- Estas ecuaciones son consecuencia de las mismas ecuacio-
mera integral de movimiento nes de Lorentz [Ecs. (3) y (4)]cah = 0y V(7)) = e® (7).
N - Asi escritas, exfititamente en componentes, es claro que es-
py—p =M. (5)  tas Ecs. (8) y (9) no son expitamente covariantes de Lo-

rentz, por lo que debemos saber distinguir entre invariancia
y covariancia de Lorentz. Obssese, sin embargo, que es-
cribirlas en tiempo propio significa reemplazar el tiempo del
observador por el tiempo de la patla. En el caso del mo-
vimiento estacionario, a saber cuardd¢,t) = V(7), de la
segunda de las Ecs. (8) y (9) encontramos que la &négg
corresponde a una segunda integral del movimiento:

(poc - Z‘I))Z - (ﬁc - Z/T)Q = M?c. (6) cpo + V(7)) = &o.

Las componentes del cuadriimpulso éaito {po.,p.} Se
definen como

e L L e
DPoc = po + Ecba Pe =D+ EA-

En estas variables, la relaci (2.4) toma la forma
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Usando la expreén (1/c)(& — V(r)) en vez depy en la  Introduzcamos ahora la furisi de acdn S = S(7,t) me-
primera de las Ecs. (8) y (9), obtenemos diante la reladn
oS

dp _ dW(&,r) .
T dF (10) Pi= o (16)

donde elpotencial efectivdo definimos como . . . .
En este caso la fun@n de acdn resulta ser un invariante de

Lorentz. Notemos que de (16) se siq@x p] = 0. Final-

W (1) = =— (28 V(r) — V3(r)). . L
(€0, 7) 2m02( o Vi(r) () mente, con esta misma defirdoi (16) podemos escribir
Nos percatamos que la Ec. (10) es una expresewtoniana. 9
Nos damos cuenta que podemos escribir las ecuaciones re- ~Z1Z= Jr e/ (me)2+p2+V(r
lativistas en forma newtoniana gracias al tiempo propio. De or

inmediato surge la idea de que esta generafimapodemos
también emprenderla para Hamilon-Jacobi; o que siétém
camente desarrollaremos en el presenfeudd.

La otra constante del movimiento tiene la forma de una rr + v/ (me)? +p* +V(r) = (1),
energa newtoniana bajo el potencial efectivo

o bien

donde la functn f(¢) puede tomarse como cero [10], o sea

f+c\/ me)? +p2 4+ V(r

Nuevamente, tomando en cuenta (16), obtenemos la siguiente
1 P ; ; Ai Y
& = T (E2 — (Mc?)?). ecuaodn diferencial para la funén de acdn:
mc

2
& =L W&, r). (11)
2m
La relacbn entre la pareja de constantes del movimiento

{&, M}y {&, &} est dada por

Por tanto, al introducir el potencial efectivo, podemos trans- 1 <35 i 6¢(T)>2 _ (88 _ eg( )>2 = (me)?, (17)
formar las ecuaciones relativistas (8) y (9) en ecuaciones del 2\ ot or ’
tipo de Newton (10). Deber enfatizarse, sin embargo, que
la representadn del potencial efectivo funciona solamente & cual es una primera formuldci relativista de Hamilton-
en el caso del movimiento estacionario. Jacobi en tiempo coordenado.

De lalltima de las ecuaciones en (9) obtenemos

4 _pod 12) 3. Ecuaciones relativistas de Hamilton-Jacobi
dr  meadt sobre el hiperboloide
Con esta relaéin, podemos reformular las Ecs. (8) y (9) con
respecto al tiempo coordenado, obteniendo En la secdn previa mostramos el @&odo para derivar las
dp v dP o5 ecuaciones de Hamilton-Jacobi a partir de las ecuaciones re-

- =——, —_— = (13) Ilativistas de movimiento, escritas como ecuaciones de New-
dt dr dt (me)? +p? ton, en érminos del tiempo coordenado. Con el @sipo de

Con estas ecuaciones, estamos ya en condiciones de pag&ar este @todo para las ecuaciones relativistas en la formu-
a las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, las que formularemdgcion del tiempo propio, podemos usar las Ecs. (10) y (11)
primeramente con respecto al tiempo coordenado. Para corgara el potencial efectivo [5]. Sin embargo, esta representa-
truir las ecuaciones de Hamilton-Jacobi, usaremosaébdo  cion es alida Hlamente en el caso de movimiento estaciona-
elaborado en la Ref. 10 para la eciéscile Newton. rio. Podemos evitar esta restriénihaciendo uso del valgy

Suponiendo para el vector de impulso una dependencide la relacdn (5). De esta forma arribamos a las ecuaciones
tanto del tiempo coordinado como de las coordenadas espée movimiento sobre el hiperboloide.
cialesp' = p(7,t), podemos entonces escribir la derivada total Empecemos con el caso de una fata masiva
temporal como M? = m?. De (5) tomemos parp, el valor definido por la

d. 0 o i - 0 p hoja positiva del cascan hipertdlico H:

at? =~ o ( V)p= at? (

. Do =+
+w (me)? +p2) — [ x [V x ], (14)
- Al introducir este valor en la primera de las Ecs. (2.6a), obte-
dondeV := (9/0x,0/0y,d/0z). Usando la Ec. (13), tene- namos

mce)? + p2. (18)

mos
d - = av
op R . _me e .= 19
S+ V(/me? +7) — [ [V % ] + YV = 0. (15) mer a0 v W
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Esta ecuaéin puede desdoblarse para la pareja de valorestondeV := (8/dx,d/dy, d/9z). Usando la Ec. (19), obte-

p = /(P p)y i := p/p. La ecuaddn parap se obtiene al nemos

realizar una proyecoh de la Ec.(3.2) sobre la direéei del me op c ~

momento. Obtenemos — + V(p?
Vmer 20 2 mep i )
d . S -
0= U-7). (20) o [Gx[Vx ]+ VV =0. (28)
(me)® + p?
Aquihemos introducido la nueva variable Usando un ratodo formal de integragn, esta ecuaén pue-
I e arcsinh(ﬁ) 21) de reescribirse como
mc

. — (ﬁ me arcsinhﬂ) + ﬁ(c (me)2 + p?)
La ecuacbn paraii se obtiene usando las Ecs. (19) y (20). 97 mc

Obtenemos e [x[Vx @+ VV =0. (29)
. (me)? + p?
& orn (AL [ x [U x ] (22)
ar me ’ Ahora introduzcamos la funiin de acdn .S = S(r, 7) como
En terminos de los valore§i, p} las ecuaciones de la fuerza .= ‘15: — 7 meArcsinhZ- (30)
de Lorentz (3) pueden ser reescritas como sigue: or me
d Inversamente, el vector de impulso puede ser definido me-
= e(E - ), (23) diante
-
1,08
= . H N _': n i h — = 31
B _ o1t x B + coth () i x [Ex /). (24) p=nmesi (mc o ) ’ (1)
dr mc
o donde el &mbolo || denota la longitud dé&. Notemos que,
Invirtiendo (21) encontramos de (30) y (31), se sigue qU& x p] = 0. Introduciendo la

1 definicion (30) en la Ec. (29), obtenemos
p = mc sinh <mcH> . (25) 5 1S

77 [87 + ¢/ (me)? + p? + V(r)} =0.
Podemos extender lagrimulas (21) y (25) para el caso vec-
torial. Definamos el vectdl como 0 bien

i 2 eI+ 4 V() = (),

Entonces, se cumplen tardhilas siguientes expresiones:  donde la functn f(7), como en la secon anterior, puede
tomarse como cero. Finalmente, tomando en cuenta (30), ob-

7= 7 mesinh <1H> ’ teneimos la siguiente ecuanidiferencial para la funoh de
accbn:
- ) 1 08 1 08
IT = 7 mc arcsinh| —p | . (26) — +mc® cosh | — [ |== +V(r)=0. (32
mc or me \ | OF
Usando las Ecs.(20) y (22), podemos comprobar que el ve&n el caso del movimiento estacionario,
tor de impulsq@’ definido por (25) efectivamente satisface las oS
Ecs. (19). 5 = &.

A fin de construir las ecuacionesHi@milton-Jacobien
tiempo propio, empleamos nuevamente étmdo elaborado
en la secdin precedente.

: . . Pr m hor rivar | oacde Hamilton-
Suponiendo para el vector de impulso una dependenui\ cobci)cia';::\1 Iaosai{:ltucl)aasiﬁ1I riisaa F;rﬁﬁ;ﬁ?ﬁos a(@alstatsoecua
tanto del tiempo propio, como de las coordenadas espacialesa P P '

entonces podemos escribir la derivada total con respecto é\Ohfsjgjeimgerdo al gogcept(t) de masaimia\,/eqsta(?le(gdo me-
tiempo propio, como sigue lante M =0, m > 0. En €sle casp, = =y/p~, donde

los signos(+/—), posteriormente cuando emprendamos la

Hasta ahora hemos manejado el movimiento de un&péat
con masa.

d_ 0 ' =\ _. 0. 1=, , cuantizaddn, correspondén a los casos de helicidad positi-
P o + <d7‘ : V) p=5p + %V(p ) va/negativa, respectivamente (ver Sec. 6). Tenemos
1 = me d R
- = ———p=(7- = *£p.
—lpx [Vl (@27) by ar? = U)s po=Ep (33)
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Al integrar, la Ec. (32) se transforma como En terminos de{n, ¢} la Ec.(31) se descompone en las
d . dos ecuaciones no relativistas
I = (U -7i), (34)
dr H. .= 875 2 2 +V( )
donde T T T T oy, T -
p 08
IT:= +mec In (—) (35) H, :=—2"4+m?= 2
D= = q +V(r).
. me ' ' e or 2my

Debef a enfatizarse que la fur@ logaf tmica en es-
ta formula posee una expadbsi en la vecindad del punto De esta manera recobramos de manera alternativa la for-
p = mec. Para la paftula sin masa, la ecuaci defi es inde-  mulacibn del espacio fase tridimensional de laaditica rela-
pendiente dél: tivista (para nas detalles ver la Ref. 11). En esta formubexi

i B el triplete de variable$q: = 7, ¢o = ¢, g3 = r} obedece
- = [ x [U x 7]]. (36) las ecuaciones de Nambu [12]:

El método anterior de construéei de la ecuadin de dga OH, 0H5 b 40
Hamilton-Jacobi para la pacula masiva puede usarse igual- dr T % 8g, ag. P CT 1,2,3. (40)
mente para el caso sin masa. Introduzcamos comodnie
accbn Definiendo las funciones de Nambu-Hamilton por

9S D H, :=H,, H, :== H,, obtenemos de (40) como ecuaciones
II:= (ﬁ' 8*) =mc In—. (37)  dinamicas relativistas
T mc
Inversamente, el impulso de la gartla sin masa para ambas dr _ dV ¢
helicidades queda definido como dr dr mgyc’
1 /., 0S8 dg  dV w
p = mc exp (j:mc (n 8?)) . (38) dr ~ drom.c’
Con el empleo de las expresiones anteriores (36) y (37), de dr _ T 4q (41)
manera similar como ya se hizo, obtenemos la siguiente ecua- dr mgx mgc

cion de Hamilton-Jacobi para la padla sin masa: _
las que en su naturaleza podemos comparar con el conjunto

_95 me? exp (il (ﬁ- 86:)) +V(r). (39 de Ecs. (7) y (8).
or mc or

Como ejemplo mostramos a continuatiel esquema de
Nambu. Para el caso del movimiento de unaipart enuna 4. Movimiento relativista bajo un potencial
dimenson, la Ec. (31) puede descomponerse en dos ecuacio- con fronteras monbtonamente crecientes
nes del tipano relativistascomo sigue. ltese que el impul-
so de la paitula masiva, dado por l@fmula (30) puede ser Como un ejemplo de la Ec. (31) obtenida, consideremos el

factorizado como sigue: movimiento unidimensional de una patrila relativista den-
1 1 tro de un campo de potencilll(z) con fronteras madtona-
p = 2me sinh {H} cosh {H} . mente crecientes.
2mc 2mec

La ecuaddbn de Hamilton-Jacobi para la parila masiva
Introduciendo los dos pametrosm, m,, mediante la )/ = m en movimiento estacionario es
relacon

1d
/Mg Eo = mc? cosh <S> +V(x), (42)
m= =, mc dx
encontramos que el impulso queda factorizado como siguei| cyal integramos de inmediato
1
p =T qig - V
2¢\/Mzmyg S =—-ET+ /arccostw + const.  (43)
mc
donde
1 Tomando la derivada parcial decon respecto &, obtene-
T = 2¢y/mym sinh {H} , mos
2me
) . 1 - o8 N me dx (44)
= :_T ’
q c/mgm cos {ch } : 0& \/(gO_mCZ_V(x))(80+m02—V(96))
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Tomando Las soluciones (47) se reducen a las bien conoci-
das soluciones no relativistas del oscilador, en igdi-|
— = —Tp, te ¢ — oo, haciendo uso del comportamiento aStido
estndarg: £ — me? + &,,., dondeg,,,. es enertp en el Imi-
obtenemos te no relativista. Por tanto, einlite ¢ — oo corresponde a

x = 0. Notando que para = 0 las funciones épticas de Ja-
() cobi se reducen a las funciones seno-coseno [13], obtenemos

\/(€—mc2—V(x))(€+mc2—V(:c))' (45) ad las soluciones del oscilador no relativista:

(7o)
2 =\ 2% sin(6), p= v/2em cos(0), 6 = wlt ~ to).

Hay que notar que para un campo de potencial escalar con mw?
fronteras moatonamente crecientes, las soluciones son fun- ) o ) _
ciones doblemente piedicas. La parte real e imaginaria del 5. Ecuaciones relativistas de Hamilton-Jacobi

peifiodo de las soluciones quedan definidas por las siguientes  sobre |la esfera

T—To=—

integrales:
En la meénica relativista no se cuenta con una deforidel
(2) potencial, tan rigurosa, como en el caso de laanaa de
me dx . . L
Ty =2 ) Newton. En general, existen dos versiones relativistas de de-
ol V(€ —me2 =V (2))(€ +me2 - V(z)) finicion, diferentes: el potencial es considerado como la com-
ponente temporal de un cuadrivector, o bien como un escalar
(1) de Lorentz.
T =2 / me dz , Hasta ahora hemos venido describiendo el movimiento de
V(€ —me2 =V (2))(€ +me? - V(z)) una paricula dentro del potencial que representa la compo-
nente temporal de un cuadrivector.
dondex(1), x(2), (3), 2(4) son soluciones de la ecuéni Como consecuencia, la fuldci de acdn S transforma
algebraica de la misma manera que la componente temporal de un cua-
drivector ante las transformaciones de Lorentz.
(& —mc? =V (2))(E +mc* —V(x)) =0. Ahora, en cambio, procedamos a derivar la ecuade

Hamilton-Jacobi del movimiento, tomando el potencial co-
En el caso del potencial del oscilado(r) = (mw?x?)/2,  mo un invariante de Lorentz.
la integral (45), que hemos resuelto previamente [11], se re- Algo generalmente aceptado es que un potencial escalar
duce a la integral gtica de Lorentz se encuentra acoplado a la masa en reposo de la
parfcula, de tal manera que la reléanirelativista eneiig-
momento viene dada como [11-13]

/ V( 1 2y’ (46)

— — K 2
y(¢o0) Y & —pie
dondeV (r) es una fundn invariante de Lorentz. Diferen-
ciando esta ecudami con respecto al tiempo propio y toman-
do en cuenta la$fmulas (18), obtenemos

= (mc® +V(r))* = ?pj, (48)

cong = Qr — 1), @ = w\/(E+me2)/(2me?) y
k= (£ —mc?) /(€ +mc?). Esta integral éptica nos sumi-
nistra la soludn del oscilador ar@nico relativista, via las

funciones dbpticas de Jacobi dp\ _ dv =
., ap p
— (7 =) = = mP+ V() —.
dr ) dr m
=2 g,
= mw & Con base en esta ecuaij formulemos las ecuaciones del

movimiento relativista bajo el potencial escalar de Lorentz

pP= 2(5 - mc2) Cn(¢|"€) dn((b“%)v (47) V(r):

Las formulas para los peydos esin dadas por las integrales djp AV py  dps v §
elipticas v = () @
! i P dt
fz/ yPE_ D (50)
9 Ky2)7 T m T mc
Estas ecuaciones admiten dos constantes del movimiento:
1/k
T 4 / dy cpy — V(r) = me?, £ = p*c® + *pj.
L= — .
O VO -y?)(1 - ry?)

Estas relaciones son equivalentes a la réfaprincipal (48).
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De (48) tomemos como valor gg el definido en el cas- 6. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi en la repre-

caron esérico de radicty:

cps = \/EF — pPc2.

sentacdn de las matrices de Pauli

En la Sec. 3 dedujimos las ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Al introducir este valor en la primera de las Ecs. (49), obte-sobre el hiperboloid@{, descomponiendo las ecuaciones del

nemos
mc? d ~ ~ dav
———p=U U.=——. (b1
VG _pEdr’ T a7 ©Y
- . I = Y
p=1imecsinh | — |, Il =7 me arcsmh(—) . (52)
me me

vector de impuls@’ en €rminos de las ecuaciones para la
pareja:{p, 7i}. Hicimos uso de la reladh p = (p'- 1), la
cual, con la elecéin del signo apropiado, es equivalente a
P = (7).

Debemos notar que una relaoisimilar puede obtener-
se en la representdei de las matrices de Pauli. Esta base

A fin de construir las ecuaciones de Hamilton-Jacobide matrices de Pauli se define cogio= (o,,0,,0;) con

usaremos el @todo elaborado en la seénianterior.

7 =1y oo, = —oy0y, k # 1, de tal forma que

Suponiendo para el vector de impulso una dependencia,

tanto del tiempo propio como de las coordenadas espaciales, 2= (5-3)%.

(58)

entonces podemos escribir, usando la Ec. (51), la derivada

total con respecto al tiempo propio como sigue:

mc? op c? -

—+ V(p?
Ve —paor aji—pa’ )

C2

e [px[Vxp]+VV =0
T V7]

Usando un ratodo formal de integra@n, esta ecuaén pue-
de reescribirse como

9 (. . €D = 2 2.2
g <nmc arcsu?()) + V(y/& — p?c?)

CQ

—— [Fx [V X +€V:0. 54
s X 19 1 (54)

Ahora introduzcamos la funin de acd@n S = S(r, 7) como

Il:=VS =i me arcsinz,ﬁ. (55)
0

(53)

En esta base de Pauli, las Ecs. (7) las escribimos como

i(*.g)f, av. 2\ Po

dr P = dr mc’
dpo L[ _(dV _\ (dV _\,. .
—_— {(p 0)((17:, O')-‘r(df, J)(p 0)]. (59)

dr 2
De acuerdo a estas ecuaciones, podemos construir la siguien-
te representach para las componentes del cuadriimpulso

po = mc cosh {1(6’ . ﬁ)} , (60)

Inversamente, el vector de impulso puede definirse mediantdondell queda definido como

1 -
cp = & sin <mc|VS|> , (56)

donde el ambolo |d| denota la longitud d&. Obsrvese que

(Il - &) = me arcsinit? %)

e
me

de (55) y (56) se sigue quU& x j7| = 0. Introduciendo la  y satisface la ecuasi de evoludin que a continuadh ob-

definicion (55) en la Ec. (54), obtenemos

0 [0S
877? |:(97' + ¢/ (mc)2 +p2 + V(T):| = O,

tendremos.

El lector debe ser cuidadoso al evaluar las derivadas de
una funcén matricial(¢ - I1), porque

o bien
oS dro _ ppe & 1z
5 TVE (@) + V() = f(7), dr = Megpeosh { el I
donde la functn f(7) es ahora un invariante de Lorentz. Fi- . 1 =) d(@-I)
nalmente, tomando en cuenta (5.8), obtenemos la siguiente = Mc sinh {mc(a : H)} I
ecuacbn diferencial para la funén de acdn:
av
oS 1 = =—(- F— .
— + & cos <|VS|> +V(r)=0. (57) (7-7) (U df’)
or me
En el caso del movimiento estacionario Esto es una contradidm, porque la parte del lado derecho
05 — e depende de&’, mientras que el lado izquierdo es un escalar.
or ' A fin de evitar esta contradidmi, es necesario recordar que
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aqu estamos manejando una diferendigcno-conmutativa,
dondex y dx no conmutan. Esto es, debemos usaotaiula

d(@-p)* = d(G - p)) (& -p) + (& p)d(7 1),
en vez ded( - p)? = 2(¢ - p)d(F - p). Al usar esta regla,

obtenemos entonces
dpo 1 ( . L dv _oavy .
=z (en(0F)+ (0 F)en)

dr ~ 2
sV
P )
Luego resulta
d = . av

Tomando en cuenta laérimulas (58) y (60), la ecudm de
Hamilton-Jacobi (31) puede escribirse como sigue:

95 | e 1 (598 _
o -+ mc” cosh { — |7 5 +V(r)=0. (62)

Las Ecs. (31) y (62) son equivalentes. Esto puéddrhente
verse tomando en cuenta queh(x) es una fundn par.

Como ya se &b, la funcbn logaitmicaln(p/mc) po-
see una expart@ en la vecindad de = mc. Por el contrario,
la funcibn logaitmicalu(1 4 p/mc) posee una exparisi en
la vecindad del puntp = 0. Este tipo de fundn logaftmica
aparecda en la ecuaciones de movimiento si definieramos
como

(61)

(63)

Esta Hbrmula nos sirve como prototipo de la refatiopera-
cional

po =mc+ (p-n).

Poszi(ﬁ’f_f)a

R.M. YAMALEEYV, A.L. FERNANDEZ OSORIO Y A.R. RODRGUEZ DGZ.

Introduzcamos la fundn de acdn mediante la reladh

50) (s

mc
Al substituir esta definiéin en la Ec. (6.8), obtenemos

92
or

(Il -#) := —mc In <1 - s> . (66)

g—f—i—c (7~ &)+mc* In (1— (Zjnf)> +V(r)=0. (67)
De (66) se cumple
(7-) = me(1 — exp(—1-2))

Asi arribamos a la siguiente ecuanide Hamilton-Jacobi
para el neutrino de izquierda:
ﬁ—&—mcz 1—ex b g @
or P me or
<4 oS
el

-— V(r)=0. (68
5 V=0 ©8)

De la misma forma, podemos derivar la ecoaci
de Hamilton-Jacobi en el caso del neutrino de derecha

po = mec+ (p'- 7). Obtenemos
1 /., 08
(%))
oS

—c (&‘- 8F> +V(r)=0. (69)

aS ) (
— + mc exp
or

Ob<rvese que si bied = 0, m > 0 es mas que nada un

la que corresponde al neutrino de derecha/izquierda con magglametro dimmico de las ecuaciones.

(ver Sec. 7).

Consideremos ahora el movimiento de un neutrino ba- . , . lativi b |
jo un campo potencial. Este campo puede ser, por ejemplg,' Ecuaciones canticas relativistas sobre e

el campo gravitacional newtoniano, el cual aparece eimalg
modelo fenomendigico de la fsica nuclear.

Consideremos primeramente el cago= mc — (§ - 1)
(del neutrino de izquierda). La ecuéanidiramica para este
neutrino se obtiene de la Ec. (32) de la fara sin masa.

Usando (63) tenemos
- —1
e d av
me (1= 4 () =(==.7). (69)
mc dr dr
Para obtener la ecu@ci de Hamilton-Jacobi, como se hizo
anteriormente, supondremos quie= 7(r, 7). Entonces, la

Ec. (64) puede reescribirse como sigue:

0 [mc (12D e (7. 2)

or
- (a (,ff,) V(r)=0. (65)

(7-7)
mc

—(7- )

3

")

—mec In <1—

hiperboloide

Haremos a continua@n una generalizagn relativista de la
ecuacbn de Pauli. En el esquema de cuantiaadie la ecua-
cion de Schidinger, las derivadas de la a@eison reempla-
zadas por los correspondientes operadores diferenciales. Con
base en este esquema

o8
or

Ll %

or’

0

_inZ
or

_}—)
or

Al introducir esta correspondencia en nuestro formalismo, la
Ec. (62) se transforma en una ecuacte onda axloga de
0

Schibdinger, pero relativista:
()}

XU (r,7)+ V(r)¥(r,7).

L0 9 .k
zhglll(r, 7) = mc” cosh {_zmc

(70)
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Aqui ¥(,7) se entiende como un espinor de Pauli de doslonde®;,,r es una funén de onda para el neutrino de iz-

componentes.

La funcion de onda semiakica se define en la forma or-

dinaria:
U(r,7) = p exp (;S(r, 7‘)) .

Inversamente, si introducimos esta fuartien la Ec. (70) y

tomando elimite clasicoi — 0, obtenemos nuevamente la d
Ec. (62) de Hamilton-Jacobi. Hay que notar que la Ec. (701e

no depende de las matricésle Pauli. Ello es debido a que
cosh(x) es una fundn par. En un campo electromagito
externo, escribimos la ecuéai araloga de Sclidinger:

L0 o,
<zha7_ - e@) U(r,7) = me

x cosh {ﬂ}w (&- (-ih; - iﬁ)) } U(r,7). (71)

Por otro lado, podemos pasar @hite no relativista de nues-
tra ecuadn, obtenemos entonces la ecaacde Pauli para
una paricula de espn un medio, haciendo uso défrite

lim & =&, , +mc®:

L 0 0 5
zhgkll(r, T)— (zha +me*)U(r,t)+ ...,
Llegando, de esta manera a la bien conocida e6nals Pau-

(mgt - ed)) O(r,t) =

x { (5- (—m% - ii) }2 o(r, 1).

2m

quierda/de derecha, respectivamente.

Tomando este hecho en cuenta, haremos nuevamente las
mismas correspondenciasatiicas establecidas al principio
de la secdn, en el esquema de Sdédinger:

oS L 0 ) L (., O
a—TH—Zha—T, (n-af,)S—»—zh<o~aF),

ondes son las matrices de Pauli de esd /2. Entonces, las
cuaciones (38) de Hamilton-Jacobi dan lugar a las siguientes
ecuaciones de ondaauticas:
L, 0
O’ Py—
or

+V(r)] ®r/R-

ih
ihﬁbe/R = [:l:ch exp <:i:Z
or me

(73)

Por ejemplo, para el movimiento estacionario unidimensio-
nal, la Ec. (70) se reescribe como

EoV(r)=mc* cosh {—zn{;i} U(r)+V(r)¥(r). (74)

Definamos ahora el siguiente operador de diferencia-
diferencial:

mce Ch od
Vi = iﬁ (exp (ily’ncdr> — 1> s
en &rminos del cual la Ec. (74) se reescribe como
1
(& — mc2)<1>(r):mc§(v+ —V_)®(r)+V(r)®(r). (75)
Por tanto, la Ec. (74), o bien Ec. (75), es una edwaci

de diferencia-diferencial con un “desplazamiento” dado por
—i(h/mc). Esta ecuaén coincide con la ecuam del cua-

Debemos enfatizar que la Ec. (70) es realizada sobre §fPotencial relativista en el espacio de configusacde

cascabn positivo del hiperboloidé{. En el esquema de in-

Kadyshevsky, Mir-Kasimov y Skachkov [6]. Posteriormente,

terpretacbn de Dirac, la Ec. (70) describe esclusivamente esR-Mir-Kasimov [16] elabod un aralogo del modelo del osci-
tados de paftula. Para incluir en este esquema estados de al@dor para esta ecuaxi de cuasipotencial unidimensional en

tiparticula, necesitamos considerar la parte negativa del ca§! €spacio de configuram y mosto que el modelo de osci-
caon hipertblico H, para el cual obtenemos lador de esta ecudn araloga de Sclirdinger con operador

de diferencia-diferencial no es otra cosa queascilador.
L 0 9 Ch (. O
zhg‘l/,(r, 7) = —mc” cosh {_ch (0~ 817)}

xU_(r,7)+ V(r)¥_(r,7).

8. Conclusiones
(72)
Con la ayuda de las ecuaciones de Lorentz, en el esquema
del tiempo propiar, podemos construir ecuaciones de movi-
de Dirac, obtenida mediante la transforndmcide Foldy-  miento relativistas, &lidas tanto para paculas masivas, co-
Wouthuysen [14,15]. mo sin masa; distinguiendo entre los valores posibles para la
Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi (38), (68) y(69) deconstante del movimientd/ y su relacbn con el paametro
penden del vector unitario en la diretoidel impulso. Re-  m de las ecuaciones dimicas. Dado el hecho que la dii-
cordemos que el espde la paficula sin masa yace en la ca relativista, a trads de un potencial efectivo, es expresa-
direccon del impulso. Para la pactla de esjm s = 1/2, el ble como una ecuasn del tipo de Newton, de igual manera,
valor (77 - p) es el autovalor del operad(¥ - ). Asi que nos vimos invitados a sistematizar la generalizadie las
~ ~ ecuaciones de Hamilton-Jacobi al marco relativista. Primera-
(@-p)Pr/r = £(7-P)PL/R, mente en tiempo coordenado, luego, al incorporar el tiempo

Las Ecs. (70) y (72) juntas contienen a la ecdaci
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propio, se@n que el potencial sea considerado como un cuaksta misma ecuan tomada doblemente, resulta equivalen-
drivector, o bien, como un escalar de Lorentz, formulamos lage a la ecuaéin de Dirac, a la vez que, en @lrlite no rela-
ecuaciones sobre el casgarhiperltblico de enerta o alter-  tivista se reduce a la ecuaci de Pauli. Las ecuaciones sin
nativamente, sobre el casoaresérico. Luego incluimos en masa, esip s = 1/2 y doble helicidad fueron aplicadas al
la generalizadin, la representatn de las matrices de Pauli, neutrino. Notamos adems facilmente que la ecudm de on-

con el objeto de incorporar el éspe incursionar en el terre- da cuantica del tipo de Scbdinger es coincidente, en el caso
no de la meanica ciéntica. Con la ayuda del esquema deunidimensional, con resultados de otros trabajos, como el for-
Schibdinger ganamos, de la ecuawcirelativista obtenida de malismo del cuasipotencial relativista, o bien con ecuaciones
Hamilton-Jacobi, una ecudxi de onda del tipo Schdinger.  de diferencia-diferencial asociadasabscilador.

x De visita en el Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, 8. E. Schidinger, Space-time structuréCambridge University
Russia Press, 1950).
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