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Demostramos que es posible encontrar eigenestados exactos de la iomwed®ccin dn atrapado oscilando en dos dimensiones y que
cada uno de los eigenestados exactos son estados entrelazadoénTéentmstramos que el hamiltoniano que describe dicha inténacci
puede ser mapeado a un escenario tipo Radmtico (unatomo de dos niveles y dos campos electrordtigos cuantizados) mediante una
transformadin unitaria.

Descriptores: lones atrapados; estados entrelazados.

We show that it is possible to find exact eigenstates in the interaction between a trapped ion oscillating in two dimensions and they will be
entangled states. We also show that the Hamiltonian that describes this interaction may be mapped to a quantum Rabi interaction Hamiltonian
(for a two-level atom and two quantized fields) by means of a unitary transformation.
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1. Introduccion dos [10], que consiste en un arreglo lineal de iones atrapados
enfriados a un estado de movimiento fundamental. Usando
Uno de los candidatos&s viables para la realizéei de pro-  haces de luziser enfocados, los estados individuales @l i
cesamiento de informai clantica son los iones atrapados. en la cadena pueden ser rotados, y la intetacentre dos
Debido a queestos pueden ser manipulados individualmen4iones individuales de la cadena pizoir ser implementados
te, los hace excelentes candidatos para un 8meno de mediante el acoplamiento de los estados internos de los iones
fenbmenos que van desde la genebadie estados vibracio- individuales con el movimiento colectivo de un modo parti-
nales no-dsicos [1], pasando por el modelado de efectos reeular. Adenas, recientemente se ha mostrado que es posible
lativistas [2, 3], hasta la ingeniarde hamiltonianos de inter- generar compuertas &aticas estables [11] @pidas [12], en
accibn espefficos [4]. este tipo de sistemas.

La utilizacion de estos efectos &nticos genera una va- El estudio de iones atrapados interactuando con haces de
riedad de herramientas infinitamente superiores a sus prgyz |aser [13, 14], produjo una serie de avances no solamente
decesoras &bicas. Uno de tales efectosanticos de mayor e g intento de elaborawi de computadoras &aticas, sino
aralisis es sin duda alguna el entrelazamientantico. Va-  que trajo consigo investigdmi de fsica fundamental. El tra-
rias implicaciones tanto éeicas como pacticas generan este tamiento térico que se realiza en iones atrapados no es nada
tipo de efectos. La generaci de estados entrelazados puedeyiyial, en general es demasiado complejo, incluscatrdo-
encontrarse en los estados propios deamatrapado inter-  se de uriinico in atrapado, las aproximaciones requeridas
actuando con haceéder, lo cual estudiamos a detalle en eIpara poder dar una soléci fisicamente aceptable no son del
presente manuscrito. todo generosas. La aproximanide Lamb-Dicke [15, 16] es

En el siglo pasado surgieron muchas propuestas para {ga de las primeras que se tienen que utilizar para poder sim-
realizacon de computadoras aaticas, Feynman propuso la plificar el problema, donde dicha aproximaciconsidera re-
utilizacion de sistemas @nticos controlables como instru- giones espacialesas pequias que la longitud de onda del
mentos para producir o simular la dimica de otros siste- |aser. Otro tipo de aproximaciones taébidelatan la com-
mas nas tradicionales [5]. La idea de utilizar a la ragita  plejidad del tratamiento general de @miatrapado, por ejem-
cuantica como punto de partida para la realidadile proce-  plo, un acoplamiento&bil del ibn-laser puede simplificar el
sos demasiado complejos como algoritmos de factofimaci problema sin prdida de generalidad. Debido a la compleji-

y blsqueda [6, 7], dio paso al nacimiento de la inforrdaci dad para resolver este tipo de problemaslisis perturba-
cuantica, que incluye el d@fisis de diversos protocolos, como tivos han sido realizados para intentar obtener mejores re-
la distribucbn clantica de claves secretas [8], y de aspectosultados an#icos [17]. Tambén el uso de transformaciones
fundamentales de la m&eica céntica, como el entrelaza- unitarias conduce a un escenario donde parece simplificarse
miento cintico [9]. el problema, yésto ayuda a obtener una sofutie interpre-

De hecho, ya en 1995, Cirac y Zoller hicieron una pro-tacion de sistemas tan complejos como los iones atrapados
puesta de una computadoraatica basada en iones atrapa-interactuando con hacesskr.
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En trabajos realizados por Moya-Cessa y colaboradoresiendo un comportamiento similar esistico en cadaato-
[18, 19], utilizan una transformam unitaria que ayuda a li- mo del ensamble, ague, la necesidad de un conjunto de
nealizar el hamiltoniandn-laser. La transforma@n unitaria  herramientas que pudieran atrapar y manipulafiq@aes in-
lleva el hamiltonianodn-laser a un hamiltoniano tipo Ra- dividuales se hace necesaria para poder estudiar a detalle el
bi que incluye los&rminos contra-rotantes, esta equivalenciacomportamiento de uatomo o iones individuales.
genera interpretaciones que enlazan aamatrapado inte- Diferentes trampas como la de Kingdon [23] y Pen-
ractuando con hacefder y unatomo de dos niveles inter- ning [24] fueron desarrolladas para poder atrapar iones o ca-
actuando con untdo modo de un campo electromagico  denas de iones utilizando campos electrongtigos, sin em-
cuantizado. bargo, los cortos tiempos de almacenamiento y potenciales
Por otro lado, recientemente ha habido iégeen la gene- no arndnicos hicieron que una trampa adicional fuera reque-
racion de modelos de Rabi anticos [20-22]. Debido a que, rida. La trampa de Paul [25] puede confinar fgatas carga-
mediante una transformaxi unitaria se puede mostrar que das (iones por ejemplo) a una régien el espacio utilizan-
los hamiltonianos de Rabi y dén-laser son asogos, porlo  do campos éctricos oscilantes para formai as potencial
gue comparten el mismo espectro de efeesgas modelar adecuado para que esto pueda ocurrir.
hamiltonianos tipo Rabi (@nticos) es directo de realizar en La trampa de Paul puede atrapar frafas cargadas utili-
la interaccdbn ibn-laser. Esta correspondencia es extremadazando campos electromagfitos constantes, sin embargo, las
mentedtil ya que nos permite mapear propiedades interesarpariculas se desenfodan y producian choques con algunos
tes de un modelo al otro. componentes de la trampa y al tener potenciales phcals
En este trabajo enfocamos nuestra atemail estudio de atractivos y repulsivos en direcciones radial y en ekejes-
un ion atrapado, vibrando en dos dimensiones e interactuangmctivamente, se imposibilita el atrapamiento deipalds en
con hacesdser (por simplicidad, consideramos el caso en re3 tres dimensiones. Por eso, en la trampa de Paul se utilizan
sonancia), y utilizamos una transformatiunitaria aplicada campos dctricos que oscilan amnicamente y que produ-
al hamiltoniano®n-laser para encontrar una correspondenciaen situaciones en las cuales las jgatas cargadas pueden
con el hamiltoniano de la interaéci entre uratomo de dos ser confinadas debido al cambio @mico de la fuerza que
niveles y un campo cuantizado. Tar@biobtenemos eigenes- ejerce el campo éttrico sobre la péaitula cargada, ya que se
tados exactos del hamiltoniarni-laser utilizando el @todo  puede llegar a alternar el enfocamiento y el desenfocamiento
descrito en [19], pero en este caso vemos que la viimaan  para asatrapar a las pddulas cargadas. Para un tratamiento
dos dimensiones genera un rompimiento de la degeidgraci detallado de la trampa de Paul puede consultarse la referen-
en el espectro de enéag del sistema, aders, la combina- cia [26].
cion de los paametros que gobiernan la interameion-laser
puede generar un rompimiento parcial de la degenmaci ~ 2.2. Hamiltoniano tipo Rabi

Por Glltimo, encontramos estados entrelazados del hamill-E | b . ior habl de | h
toniano que caracteriza la interameide bn atrapado y dos EN 1& sub-secon anterior hablamos de la trampa que hace

haces ortogonales, estos estados entrelazados son integralﬁ){%@ble atrapaatomos o iones individuales, y como el movi-

de una familia de eigenestados exactos de dicho hamiltoni&)/€Nto debe ser un movimiento abmico, por lo que pensar
o en un oscilador ardnico clantico para representar el movi-

Una vertiente que tambn analizamos es la genei@mti (rjmentovde utrunlcg lo_ntes neceszrlo. As"“,'e gl hamlltonllanlo
del modelo de Rabi para la interaggide unatomo de dos € un on atrapado Interactuando con wisér contemp'a fa

niveles y dos campos electroméjicos cuantizados. enerda vibracional del centro de masa de) la enera in-
terna del mismo y la eneigde interacé@n entre elasery el

ion, por lo tanto:

2. Hamiltoniano del sistema R . . N
Hion = Hvibra + I{inter + HI- (1)

En esta secon describimos someramente las diferentes
mos de una en espiéico que es la trampa de Paul. Tagpi dor arnonico ciantico y la ener interna pude considerarse
abordaremos uno de los puntos esenciales del trabajo, ya q@mo |a ener de transidn entre dos niveles de todo su
recurrimos al hamiltoniano que describe la interanade un ~ ©spectro, mientras que la parte de la inte@t@s una inte-
ion atrapado con dos haces de fdr, y émo aplicandouna  raccon dipolar eéctrica—er - E, dondeer” es el momento

transformadn unitaria a este hamiltoniano podemos obteneflipolar del bn y £ es el campo ékctrico generado por el
un hamiltoniano tipo Rabi. laser (onda plana). Ague el hamiltoniano puede escribirse

explicitamente de la siguiente forma

2.1. Trampa de Paul w21

ﬁion =vata + 702

La posibilidad de atrapar p&ttlas individuales abiiun aba-

nico de estudios con menor incertidumbre ya que anterior- +\E, (U+ei(kwwt) + Uei(ka:wt))’ (2)
mente se contabanicamente con valores promedio, supo-
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coni = 1y masa deldn igual a 1. Al trasladarnos a un el ibn atrapado interaga con dos haces ortogonales y estos
escenario rotante aplicando una transforimaaiomo la si- dos hacesdser ortogonales pueden ser interpretados como

guiente: dos ondas planas ortogonales en direcciangg, respecti-
T =e'37:t, (3) vamente, Yy las frecuencias de los dos haces ortogonades est
I sintonizadas a la frecuencia de transiciel estado interno
el hamiltoniano se transforma en )
del ibn.
- ) El modelo descrito por (4) indica un movimiertaica-

—vata+ 2
H=va'a+ 57z mente en una diredmn (direccén z), por lo que podemos

utilizar el mismo razonamiento y considerar una direaar-
+ AEp <U+€i"(a+df) + oei”(HdT)), (4)  togonal adicional para el movimiento déhi (direccony) y
una interac@n con un hazdser en esa misma direooi Esto
donded = w, 1 — w es la desintor entre la frecuencia del puede ser representado por operadores que indican un modo
laser y la frecuencia de transiginidel bn, y aderas hemos ~ adicional de movimiento, los cuales @&stdefinidos como si-

considerado las definiciones, gue:
N S R L P N S BT:\/;A_iA_ -
y Por lo tanto, el hamiltoniano que describe la interacaie
n==ky1/2v (6)  union atrapado con dos haces ortogonales de luz siguiendo

para poder expresar el argumento de cada fumekponen- la Ec. (4) puede escribirse como

cial en rminos de los operadores de créacy aniquilacbn b= V(&Ta n BTb) 0@ b(in )ﬁ(in )
del oscilador arranico. ) ’ + = y
El hamiltoniano de undn atrapado interactuando con un +6_D(in,) D (in,)), 8)

haz Bser cerca de resonancia, teniendo en cuéitalss ni- o

veles internosg) y |e), y un modo de oscilaon (digamos — dondeD (in,)D(in,) = e+ +a)¢iny(b'+b) es el operador
orientado en direcon x) ha sido estudiado en [4,18,27-29]. de desplazamiento representando a dos ondas planas ortogo-
En este aitulo concentramos nuestra até@ntien hamilto- nales en direcén = y y respectivamentey,. y o_ las ma-
nianos de este tipo, donde 6hiatrapado interaigh con dos trices de Pauliy es la frecuencia inherente de la tramf2a,
haces de luz ortogonales (orientados en direccionegres-  es la frecuencia de Rabi del acoplamiertin-laser,n; con
pectivamente). En la Fig. 1 presentamos un esquema dondg = {z,y} el paémetro de Lamb-Dicke respectivamente, y
consideramos la desinttandel bn-laserd = 0. Reescribien-

do expicitamente las matrices de Pauli el hamiltoniano (8)
toma la forma

_ - - (v(AtA+ BiB) Qein(AT+4) )
Qe inAT+A4) I/(ATA + BTE) ’

—— %_ .,_’ ________ donde hemos definido a
L N =mncosh, ny =nsind, n=/n2+n2,  (10)

D@m\
- y un par de nuevos operadores como:

a)

ceee

y- . )

A =acosf+ bsinb (12)

b) B =asind — beos#. (12)
S=wir —w.n =0 1 le) En lo que resta de este @rilo haremos referencia a los ha-

on T,y . . . .
3 miltonianos (8) o (9) como el hamiltonianori-laser.

Wion La transformadn unitaria que encuentran en la referen-
. |9) cia [18] despés de aplicarla a un hamiltoniano similar a (9)

FIGURA 1. Diferentes trampas existen hoy efagara poder atra- genera un nuevo hamiltoniano tipo Rabi [30], tal transforma-
par iones, pero en nuestro caso estamos pensando en una trampa@lén unitaria tiene una represeniatimatricial de la siguien-
Paul. En a) El&n se encuentra atrapado y&siteractuando con  te forma,
dos hacesdser de luz ortogonales en direccionegy respectiva- ) N
mente. b) La frecuencia de tranginiinterna delén coincide con 7 1 < Dt(in/2) D(z’n/Z)) (13)

- )

la frecuencia conjunta de los dos haces ortogonales. V2 \=Dft(in/2) D(in/2)
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dondeﬁ(in/Z) = M/2(AT+4) gg g operador de desplaza- pueden ser estados separables, pero al aplicar la transforma-
miento. Utilizando esta idea, podemos aplicar la transformaeion unitaria estos estados son mapeados a estados entrelaza-
cion unitaria definida por (13) al hamiltonianantlaser (9),  dos de uratomo de dos niveles en una cavidad y este sistema
pero antes debemos recordar que los nuevos operadorescorresponde a una cavidad QED.
y B son generadores de waigebra Heisenberg-Wey! res-
pectivamente, y adeas aprovechar que los operadorey .
B conmutan. Bajo estas consideraciones podemos definiracl' Eigenestados exactos
H = THTT:Tune ?IT aplicar el lema de Hadamard sobre l0sg) ratado que haremos en la sércijue comienza ades la
operadorest’Ay BB respectivamente, se llegadimente oo fundamental del trabajo realizado, ya que encontramos
ala siguiente expresi: eigenestados exactos del hamiltoniano (8), es decir, estados
) UN + Q4+ VTUQ WTV(A ) que di_agonalizan el hamiltonianéri-léser._Ya en un traba-
= iﬂ([l _ AT) UN — Q4 v | (14)  jo realizado en [19], encuentran una familia de eigenestados
2 4 pero cuando elén atrapaddinicamente interaga con un

dondeN = AtA + BtB. Regresando a la notéci implici- r_laz hser (_una onda plana), y aiq'mcon.t.raremos ung fami-
ta de matrices d@ x 2, la Gltima ecuadin puede escribirse lia que la incluye. Un tratado nuémico fijando los pame-
como: tros que gobiernan la interadci ibn-laser es necesario para

. . inv L v poder encontrar a toda la familia de eigenestados exactos. Y
H=vN+Q6, + 7(@ + 6 )(A— A + - (15)  finalmente explicaremos como la elgmtide un valor en par-
ticular de alguno de los dos anetros de Lamb-Dickey(

0 7y), haa que parte de la degener@eien los eigenestados
exactos disminuya.

donde eldltimo término (cuadatico) solamente agrega un

corrimiento en los niveles de enéag/ se cancela cuando se

calculan valores promedio.

q qu otro _Iado el hamiltoniano gue modela a}alnmo de 3.1. Familia de eigenestados de udn atrapado interac-
0s nlyeles mteraqtuando con un campo cuar’ltlzgdo, es el ha- tuando con dos haces de luz

miltoniano de Rabi, dado por la siguiente expdesi

Los eigenestados y los eigenvalores de cualquier hamiltonia-
no juegan un papel fundamental para establecer la egoluci

El modelo de Rabi descrito por la la ecuati(16) a pri-  del sistema, sin embargo, encontrarlos no es una tama f
mera vista se encuentra desligado del comportamiento de w&mn la mayoia de los casos y el hamiltoniano de la interénci
ion atrapado interactuando con ondas planas definido por lan-laser no es la exceyei.
ecuacbn (8), pero al utilizar la transformdui unitaria (13) El hamiltoniano dn-laser puede escribirse como la suma
podemos llegar a un hamiltoniano tipo Rabi (15), donde evide dos hamiltonianos don@éA, ﬁB] =0, as que
dentemente por un lado tenemos el hamiltoniano de Rabiy ) . )
por el otro lado tenemos un hamiltoniano que modela situa- H=Ha+ Hp, (17)
ciones fsica distintas, pero que podemos considerar como
equivalente. Haciendo una compatacie estos dos hamil- donde
tonianos entendemos queldfimo termino del hamiltoniano ( JATA Qei"’(ATJ"A))

)

Hp = wi + %&z FiNes +o)@a—ah). (1)

H corresponde a una enéagconstantey, se convierte en la Hy =
frecuencia de la cavidad, 22 es la frecuencia de transici
atbmicawy y 7 la razdn entre la frecuencia de Rabh y la y
frecuencia de la cavidad.

Es importante decir que la transform@eiunitarial’ ma- . vBiB 0
pea propiedades de un modelo al ofre, los eigenestados Hp = ( 0 Vgr];:) :
de la interac@n ibn-laser y por supuesto la correspondencia
uno a uno que se establece mediante una transfobmeani- Para poder encontrar uno dameigenestados exactos del
taria como la vista anteriormente, traslada las propiedades d@miltonianodn-laser es necesario imponer una serie de con-
H a™. Naturalmente, diy) es un eigenestado déentonces diciones para quésto se pueda cumplir. En [19] una familia
T |1) se@ un eigenestado d¢. En este sentido es importante de eigenestados es encontrada para un hamiltoniano similar
mencionar que, a pesar de qliey { describen sistemas que al hamiltonianoH 4, por lo que la idea fundamental es la si-
consisten de uatomo de dos niveles interactuando con dosguiente: expresar los operadores dmisos involucrados en
modos boénicos, no debemos identificar cada uno de estogl hamiltoniano (8 o 9), de tal manera que, al expresar estos
subsistemas con su contraparte désgle que la transforma- operadores, el hamiltoniano resultante sea un hamiltoniano
cion haya sido aplicada. Esto es debido a guadengs de  ya conocido, que es el caso del hamiltonidhg. Aqui utili-
ser una transformafn unitaria tamkén es una transforma- zaremos esta idea para poder encontrar unag ergenesta-
cibn de entrelazamiento, es decir: antes de aplicar la transfodos del hamiltonianocdin-laser. Los eigenestados del hamil-
macbn unitaria los estados de movimiento internos del i toniano Az son inmediatos ya que es una matriz diagonal,

Qe—M(AT+A) vATA (18)

(19)
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por lo que siguiendo la idea de Moya-Cessa y colaboradorgor lo que conn = 0, y todas estas consideraciones podemos

proponemos una familia de eigenestados de la forma: pasar de las relaciones (21) y (22) a las relaciones,
n+1l k
—|r¢ Iy , 20 ¢ 0 [k
donde hemos definido a k=0 5=0
) x cos® % tan® 0 |k — s, |s), , (27)
s
|F5L,m> = - Ck |k>A |m>B ) (21) n Kk )
v k;o \’y,,gL,o> = Z Z di/ (lz) cos* ™% @ tan® 0
n k=0 s=0
T4 ) = Y dic|=in k) 4 Im) g, (22) X |=ing, k= s), |[—iny, s), (28)
k=0

donde(*) es el coeficiente binomial. Y finalmente obtener la

con|k) 4 y [m) ; estados de Fock (imero) y tambén donde  familia de eigenestados cem = 0 dada por
los estado$—in, k) , = D (in) |k) 4, son reconocidos como
estados de Fock desplazados [31]. Es importante mencionar, V) = |00 le) + 1m.0) 19) - (29)
gue, para cada valor dey m encontraremos un integrante de
la familia de eigenestados exactos del hamiltonianelaser.

Para que la reladn (20) pueda considerarse como eige-
nestado del hamiltonianém-laser, debemos de exigir que

Sin embargo debemos recalcar que (29), unicamente
se@ una familia de eigenestados del hamiltoniamo-laser
si los coeficientes y lo pametros que gobiernan la interac-
cion cumplen con las siguientes relaciones:

H|¢) = (B + BR) ). (23) o 0<k<n
O P . (30)
Dicha exigencia se traslada a los coeficientggdy., y por lo Levn+1d,, k=n+1

tanto, encontrar las relaciones que deben de cumplir cada uno

de los coeficientes es de vital importancia para poder sost@denas las condmg_nes enlge_nera[ que dlgben de Fumphr los
ner dicha propuesta. El valor d& se encuentra inmediata- P2/@MEtros que gobiernan la interameion-laser son:
mente ya qued p es una matriz diagonal, mientras que para / . -

—1
poder encontrar el valor d82, debemos aplicar el hamilto- —in sn_nl inv2 ZO
niano bn-laser al eigenestado (20) e imponer (23), e _ _ !
bajo estas consideraciones se puede encoat@miente que —iny/2 K K d =0, (31)
. e (3 n
EA4+EB—vn+m+1). (24) —inl\/ﬁ ”g\of d,
Recordemos que definimos un par de nuevos operadoré@nde hemos definido
A y B, que hicieron posible separar el hamiltoniabo-laser 02
en dos hamiltonianosi4 y H), sin embargo, desps de en=————+n —(n+1). (32)
" / v (n+1)
proponer a la familia de eigenestados exactos (20), debemos
de regresar a la base de Fock donde los operadotésb y El determinante de la matriz tridiagonal que aparece

bt viven. La conexdn entre una base y otra se encuentra eren (31) proporciona el valor de alguno de los tresipeetros
el inicio de las bases de Fock correspondientes, donde (n, Q2 ov) donde cada integrante de la familia de eigenestados
exactos pude ocurrir, can = 0.
|0) 4 10) 5 = 10),, 10}, . (25) La condiciones que los coeficientes y d; deben de
cumplir se encuentran de manera inmediata de la mis-
Para poder reproducir la familia de eigenestados ya repoma forma que las condiciones que se imponen sobre los
tada como caso particular de la familia queiancontramos, pa@metros que gobiernan la interamti ion-laser para
necesitamos hacer naturalmente= 0 en (20), es decir, de- m = 0. Sin embargo encontrar uno de losgaetros, {2 o
jamos de iluminar ekin atrapado con una de las ondas planag) fijando el resto se vuelve una tarea complicada y el grado
y sblo nos quedamos con el vaciPero tamtéin para poder de complejidad aumenta de la misma forma que aumentamos
encontrar una exprési matenatica de este hecho, es nece-€l valor den, ya que el determinante de la matriz que apa-
sario tomar en cuenta las definiciones de los operadbrés ~ rece en (31) dérecuaciones de ordenes cada vez grandes en
dadas por (11) y (12), paraig®der regresar a los operadores°. La solucbn anaitica para el paametro de Lamb-Dicke

inicialesa y b, aden@s de tomar en cuenta (25) y 1 donde ocurren los eigenestados exactos solamente puede
encontrarse en un rango fe< n < 3, y esto hace que para
(At)k (BHym 0 1o = Ik o6 valores cada vez mas grandes:dena soluddn nunérica sea
m m | >A‘ >B - | >A ‘m>B7 ( ) necesaria.
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y
cosk O tand 0
A’ = = )
! — (54 N5 4 N
" k~[m+k. (J‘*‘J‘)-(J‘FJH. (35)
gt m — j)!

Asi que sustituyendo (33) en (21) y (22) respectivamente, ob-
tenemos que

; ‘ : ‘ . ‘ ‘ | 0 n,m,k
0.0 05 L0 15 20 25 3.0 35 4.0 Vem) == D ckhrjOm;
U Y kig=0
FIGURA 2. Mostramos los primeros 8 niveles de eran@n unida- X k+m—(j+ j’)>a l7 + j’>b , (36)
des deh) de un bn atrapado interactuando con un hager como -

funcion del paametro de Lamb-Dickg, donde2 = v/2y m = 0.
El valor deE} es igual a cero ya que = 0y el grado de degene- \’)’;‘]L,m> = Z diAj,j:Om,;
racion es directamente proporcional al valor entera.de k,j,3'=0

Encontrar nuraricamente el valor del pametro de X | =iz, k+m—(j+35)), [=ing,j + '), (37)
Lamb-Dicke corf) = v/2 para cada uno de los eigenestados
exactos se hace posible al utilizar Python y una paciadter 10 cual nos permite encontrar la familia de eigenestados exac-
mada QuTip [32]. En la Fig. 2 mostramos los primeros 8 nive10s para undn atrapado interactuando con dos haces de luz
les de enefig (en unidades dk/v) en funcbn del paametro ortogonales (dos ondas planas), y que se puede escribir como:
de Lamb-Dicke, donde podemos observar que la primer cur-
va dg color rojo (de abajo hacia ar'riba) parece juntarse con la 1) = g m) 1€) + 18 m) 19) 5 (38)
siguiente curva que es de color cian, para des@epararse
y juntarse asiriticamente. Antes de juntarse asitamente ¢ jmportante decir que la familia encontrada en [19] y des-
cada curva en dicha gfica, las curvas se juntan y se Sepa-.ji; en esta seath por (29) es un subconjunto de la familia
ran, esto indica |a localizaon de cada uno de los integrantes geqcrita por (38), es natural este resultado ya que, en el ca-
de la familia de eigenestados exactos para- 0 (paranés g4 general tenemos udri atrapado que interacciona con dos
detalles, ver agndice). haces luz ortogonales, y al hacer = 0, en realidad, esta-

Hasta este punto nos hemos limitado al caso dondg,s nicamente haciendo que @ iatrapado interaige con
m = 0y n toma cualquier valor, y hemos podido encontrar . inico haz de luz

una familia de eigenestados como ya sdaale [19], ahora L an (38 ¢ | familia d
estudiaremos el caso general, domdeZ 0, es decir, eldn _-as expresn (38) represen a en geneéral una familia de
eigenestados exactos del hamiltoniabo-iaser, cada inte-

atrapado interagl con dos ondas planas. "

Para poder obtener una exptesiatenatica de la fami- grante de la familia puede ser encontrado tomando valores
lia de eigenestados exactos para cualquier valon g, del particulares de y m respectivamente. Una familia ya repor-
hamiltoniano dn-laser, necesitamos regresar a los operadoretgIda es encﬂontrada tomgndo el valor.rd& 0. ,ET‘ el caso ge-

neral, tamk&n se necesita un tratamiento renno para po-

ay b como ya lo hicimos para el caso de = 0. Entonces i )
tomando en cuenta (26) y (25) podemos pasar a las bases (a%r er_1contrar el valor del_r_mmetro de Lamb-Dicke, donde
cada integrante de la familia puede ser encontrado. Las con-

Fock donde los operadores Bogcos iniciales viven, donde diciones que se imponen sobre losametros que qobiernan
tenemos que hacer uso de una exgamsinomial sobre los . que seimp > queg
la interaccbn ibn-laser se vuelven as complejas de encon-

operadoresl y B para llegar a la relaéh siguiente: . ) :
trar y pasa lo mismo al intentar hallar expresiones generales

m_ k gque deben seguir los coeficientes de la familia de eigenesta-
B)alm)p = > Ak jOm, dos exactos.
J=04'=0 Por (ltimo, como hemos dicho necesitamos un trata-
X k+m— G+, i+, (33)  miento nunérico para poder hallar el valor del panetro de
Lamb-Dicke donde cada integrante de la familia de eigenes-
donde los coeficientes,,, ; y A ;- estn definidos por tados exactos puede ocurrir. En el caso, donden pueden
tomar cualquier valor entero positivo, es necesario fijar un
O = (—1)7 /- T Gin™ 6 cot? 0, (34) paﬁmgtro extra, que s, 07,,y en nu?stro caso fijamos
Jlm — j)! 1y, Y ad poder encontrar los valores del paretro de Lamb-
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pado ahora puede oscilar en dos direcciones, por lo tanto, un
grado de libertad es agregado y esto comienza a generar un
aumento en el grado de degenedaci

Finalizamos diciendo que alguno de los eigenestados
exactos del hamiltonianém-laser desaparecen. La conditi
que se rompe para que alguno de los eigenestados exactos de-
saparezca de cada nivel de efieygrig. 3b), muestra como la
eleccbn del paametro de Lamb-Dicke que hemos fijado ha-
ce que la condiéin impuesta sobre el otro de los dosgrae-
tros de Lamb-Dicke no se cumpla. Como podemos notar de la
Fig. 3b) el grado de degeneranidisminuye, ya que las con-
diciones impuestas sobre el paretro de Lamb-Dlcke libre,
hace que la degeneracipueda romperse en cierto grado, sin
embargo, el rompimiento de degeneéescno es total como
lo muestra la figura (para@s detalles, ver @ndice).

4. Estados entrelazados

El entrelazamiento @ntico desemg@& un rol fundamental
desde el comienzo de la m@tca cantica y actualmente es
un recurso clave en la informa&ci cliantica y computaéin
cuantica [33]. Si dos sub-sistemasa@sentrelazados (enre-
dados), el vector de estado del sistema completo no puede
escribirse como el producto de dos vectores de estado de cada
uno de los sub-sistemas. La genebadile estados entrelaza-
dos por dos o i&s pariculas, es fundamental para demostrar
_ la no localidad céantica [34].
0.0 0.5 L0 15 20 25 30 35 40 45 Los iones atrapados en diferentes trabajos como
N [10,13, 35] muestran la posibilidad de encontrar estados en-
trelazados en los estados propiosamatrapado interactuan-
FIGURA 3. a) Niveles de enefg en funcbn del paametro de  do con hacesdser. Inclusive en la Sec. 2 de el presente tra-
Lamb-Dicke fijandon, = 0.5y m = 2. b) Rompimiento de la  bajo ya hemos hablado de estados entrelazados, donde, des-
degeneradin ya quen, = 1y m = 3, pero aderass existe rompi-  pués de la transformamh unitarial’ el vector de estado evo-
miento de degenerdm debido a la presencia de dos ondas planasjyciona a estados entrelazados, donde a ciertos tiempos es-
caracterizadas pdo (ir.) y D(iny)- pedficos podemos encontrar estados gato dei®tthger y a
otros tiempos picticamente los dos sub-sistemas (el sistema
Dicke (i), donde cada uno de los eigenestados exactos puge dos niveles y el campo) logran separarse [36].iAqps-
de ser encontrado (pagaro mismo si ahora fijlamos, ¥ tramos como la parte excitada de la familia de eigenestados
encontramos los valores gg donde los otros integrantes de ayactos que encontramos en la séeanterior es un estado
la familia pueden encontrarse). entrelazado.
En la Fig. 3 fijamos;, y aden&s tomamos los dos pri-
meros valores den. Es claro que el grado de degenera-
cibn aumenta, mientras que en el caso= 0, la degene-

racibn aumenta de la misma forma queaumenta, en este . . .
- . . En la secdn anterior hallamos eigenestados exactos que per-
caso, la degeneram es directamente proporcional al valor - . k
; . : tenecen a una familia de eigenestados exactos descrita por la
den+m+1,i.e, sivemos en la la sub-Fig. 3a), la degenera-
Ec. (38). Como ya sabemos, para cada valon ¢en, cada

cibn aumenta a partir del nivel de ener@. Esto quiere decir . o .
e existen eigenestados exactos que Smegregando con- mte_grante de la fa_1m|I|a es enc_on'Frado y si tomamos la parte
9 excitada de cada integrante, siguiendo la Ec. (36) para)

forme el valor den aumenta, en la familia ya encontrada (en

4.1. Eigenestados exactos como estados entrelazados

este aficulo la llamamos, una sub-familia de la que nosotros’ " 0, entonces

encontramos) tamén existe un grado de degenetacue QO

es directamente proporcional al nivel de ef@rgero en este 16,00 = > 10)4 10}

caso, la apariéin de un nuevo eigenestado exacto para cada

valor dem en los Qiferentes niveles de en’agau.rpenta el + Z% (% 1), 10), + 7, 10), 1), >7 (39)
grado de degenerdxi. Es decir, cuandm # 0 el ibn atra-
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0,0)[0,1)[0,2)[1,0)[1,1)|1,2)|2,0)]2,1)]2,2) 10,000, 1)[0,2)[1,0)[1, 1)[1,2)|2,0)[2, 1)|2,2)
{0,0- = | (0,0
+0.4
ov-mill M gges - sHam W
(0.2 o Hllmm N
co-mll]l IR (1,0/- m o
(1,1]- (1,1]- L] B
(1,2] - (1,2] -
(2,0/- co- Hfjmm |
(2,1]- 0.4 (2,1]- —0.4
(2,2]- (2,2 -
) _ FIGURA 5. Matriz de densidagh; ;, conQ = v/2,n =~ 0.7y
FIGURA 4. Matriz de densidaghj o, conQ = v/2y n, = n, = ¢ = m/5. Los estado$2, 0) = [2), |0), ¥ |0,2) = |0),, |2), tiene
v/3/4.Los estado$l, 0) = |1),,|0), y [0,1) = |0), |1), tieneuna  una mayor probabilidad de ocurrencia, sin embargo lasidemm-
mayor probabilidad de ocurrencia, sin embargo lasaeoombi-  binaciones restantes pueden ser no-nulas y el estado se encuentra
naciones restantes pueden ta@mbocurrir y el estado se encuentra entrelazado, pero en este caso existe un magwreno de combi-
entrelazado. naciones.

donden, = ncosf@y n, = nsinf. Es importante mencionar

gue la anterior relabn no se puede escribir como el pro- . Q.

ducto de dos vectores que representan a los dos sub-sistemas oa) = (Sln9 [1)q 10}, = cos]0), 1>b)
respectivamente, lo cual p@notarse en una representaci

grafica de la matriz de densidad [dg ). + ign([siHQ 0 — cos? 9} 1), 1),
En la Fig. 4 mostramos la matriz de densidad, definida
como: +x/§cos€sin0{|2>a|0>b— |o>a|2>bD. (41)
~E 1 € € 0
Do = 96 o) (46,0l (40) Tar]to la reladdn (39) y (41) deben tom_ar los valores del del
Goo paametro de Lamb-Dicke correspondiente que cumplen con

las condiciones para que el eigenestado pueda existir (puede
o . . haber rompimiento de degenef@tipara algunos valores de
dondeG) o es una constante de normalizati En dicha fi- |\ e los dos pametros de Lamb-Dicke y el eigenestado

gura mostramos el valor de cada uno de los elementos de |, eyiste), por Io tanto, en ambas expresiones hacemos uso
matriz de dens!dad ya que_cuando el estado es completamenyg |os valores de, y 7,, que cumplen con las condiciones
separable, la simé& en la figura desapare@@y tendfamos  ,ocesarios (ver @ndice)

unlestadp no enFreIazzdo. Existen diferentes medlgas de en- podemos nuevamente construir la matriz de densidad de
trelazamiento, ‘T"n Iem a(rjgo, dno estalmos Interesado en e3fenarte excitada que corresponde a los valores de 0y
momento en calcular grados de enﬁre azamieritoigamen- . _ 1 |5 cual de (41) Acilmente obtenemos que
te nos quedamos con una represetadie los elementos de
una matriz de densidad que representa un estado entrelazado, 5, = 1 e ) (78 4| (42)
en la cual es notorio que el estado no puede escribirse como 0.1 Go,p O M0LD
el producto de dos vectores. iAgue la componente excita- L

P g ) pon ondeGy ; es una constante de normalizaci
da del primer eigenestado exacto de la familia es un estado . : .

En la Fig. 5 mostramos la matriz de densidgd , don-

entrelazado. .
de nuevamente cada elemento de la matriz es mostrado, y
Comodltimo ejemplo representativo de un estado entrecomo cada elemento es proyectado en diferentes vectores
lazado tomaremos el segundo integrante de la familia de eigés;’, k' 6 17, k), conj, ', k, k' = 0,1, 2), y como es de es-
nestados exactos que obedece la expne@8) que al tomar perarse encontramos un estado entrelazado ya que si fuera
la parte excitada definida por (36), con los valores.de 0 un estado separable, todas las posibles combinaciones para
y m = 1 tiene la forma, proyectar la matriz de densidad en un elemento que no sea
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propio de la misma, s&x ceroEsta representam graficade  alas siguientes:

la matriz de densidad ayuda a entender la cantidad de infor- 0

macbn que existe en cada termino del estado entrelazado, sin [Y50) = — (00 10), 10},
embargo, la fragilidad en el grado de coherencia hace que por v
ejemplo la construcén de ordenadores &nticos se encuen-

tre en un horizonte lejano [10].

En general cada integrante de la familia de eigenestados , )
hace posible un estado entrelazado, es decir, tomando la par- 76,00 = do[=ina)q [=iny), (A-5)
te excitada de cada uno de los eigenestados exactos podenpas lo tanto (A.1) se escribe ahora como:
encontrar estados entrelazados con las debidas condiciones

—l—cl[cos€|1>a|O>b+sin9|0>a1)4), (A.4)

_ e 9
sobre los coeficientes y los jganetros que gobiernan la inte- V) =1o0) le) + 15,0 19) (A-6)
raccibn ion-laser. El valor de la eigenenerg es
E$+ Ey) =v. (A7)

5. Conclusiones .
pero la Ec. (A.6) representaun eigenestado exacto del ha-

Demostramos que es posible mapear el hamiltoniano que de®iltoniano bn-laser, glos coeficientes;, y di, cumplen con
cribe la interacdén de un dn atrapado y dos haces ortogo- las siguientes condiciones:

nales, a un espacio donde vive un hamiltoniano tipo Rabi . 02
utilizando una transforman unitaria por lo que es posible co=do =1, c1=d\/nz+m55, (A.8)
modelar un hamiltoniano de Rabiantico para uratomo de sin embargo tamkn existe una condigi sobre los pame-

dos niveles y dos campos electromf_agcos cu_anuzados. Por tros que gobiernan la interadai ibn-laser, la cual es
otro lado, re-encontramos una familia de eigenestados exac- )

tos yésta familia de eigenestados exactos resulta ser un sub- Q° 42 2 4 _

. o . . ny+n, —1=0. (A.9)
conjunto de la familia de eigenestados exacto$ egpuesta V2 Y

y, aden&s, mostramos como las condiciones impuestas sobies importante decir que si fijamag, = 1 y tomando
los paAmetros que gobiernan la interaaeion-laser pueden Q = /2 el valor den, es complejo, por lo que el eigenes-
romper un cierto grado de degenetaciFinalmente, los ei- tado exacto para estos valores no existe | pasa diferentes
genestados exactos del hamiltoniadn-laser generan esta- valores den y m, como lo muestra la sub-Fig. 3b) se rompe
dos entrelazados ya que al tomar la parte excitada de cada uparte de la degeneraci.

de ellos, podemos encontrar y reconocer estados entrelazados Ahora paran = 1y m = 0 siguiendo el mismo procedi-
en cada eigenestado exacto de la familia. miento anterior, tenemos de la relaci(20) que

W) =111 o) l9) + T o) le) (A.10)

Agradecimientos y de la reladdbn (21) se tiene que

I. Ramos-Prieto agradece a A.ga-Segundo y A. Urza- . 9)
Pineda, por sus valiosos comentarios-sugerencias y a CO- T 0) = 5 (CO 10).410) 5
NACYT por la beca doctoral otorgada.

+«uonm+wﬂmAmm) (A11)

mientras que de la reld@m (22) tenemos que
Como ya lo hemos dicho, para cada valor particulande g . .
. . . I{,) =do|— 0 dy |—in, 1), |0 A.12
m obtenemos un integrante de la familia de eigenestados del IPio) = do|=im) 4 [0)p +di[=im 1) 4 10) 5, (A12)
hamiltoniano én-laser. Sin = 0y m = 0, entonces de la que al utilizar las relaciones (25) y (26), el eigenestado exacto

Apéndice

Ec. (20) tenemos que es
) ) ) = 5.0 le) + 10} l9) (A.13)
) = IT5.0) le) + 118 0) 19) A1)
Q
donde |vfo>::L,(co(»a|on-+c1[cose|wa|on
Q
hoh =5 (000 +er D410, ), (a2 .
v #sindl0), 11, | + % |VEco012), 0,
|F870> =do|=in) 4 |0) - (A.3)

+2cosfsinf 1), |1),
Para poder regresar a la base de Fock inicial, debemos tomar

1)
en cuenta las relaciones (25) y (26), adsmde las definicio- +V2sin200), |2>1)D7 (A.14)
nes (11) y (12), y dpoder pasar de las anteriores relaciones '
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y D 22— ; ; : ; : , ,
cgo 2.0} © : ]
|7f70> =do |=inz), |—iny), + d [0059 | =12, 1), | =11y), + 1.8} i
< 1.6}
+sinf |_7'771‘>a |—iny, 1>b ) (A.15) \;: Ldp 1
> ) (), 1| PO, PR SR ST SRS RRTREE U SRR (e
. . . mollo,, . U OSSR SRR SO
pero ahora los coeficientes deben cumplir con €3] ; -
+ 0.8 ‘ Q® »=0,m=0|
<o i @@ n=1,m=0||
60:£7 clzdl7 y 306 I I | | I I I I
2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
2
) v I
e =i\/m2 + 772@\/5(11, (A.16) L

FIGURA 6. Cuandon = 0, m = 0y Q = v/2 el valor de

(E2 + E%)/v = 1, mientras que para = 1y m = 0 el va-

lor de (B2 + E%,)/v = 2 conQ = v/2. El punto rojo muestra el
valor del paametro de Lamb-Dicke donde ocurre el primer eige-
nestado exacto y los puntos azules muestran los dos valores donde
ocurre el siguiente eigenestado exacto del hamiltoniandéser.

mientras que

E{ + E} = 2v. (A.17)

Sin embargo en este caso, al aplicar el hamiltoniandaser

al estado (A.13) e imponer géstetltimo pueda considerar- €N (Eg + Ey)/v = 1. Mientras que el valor donde ocurre

se como un eigenestado del hamiltoniabio-Bsergsta ope- el segundo eigenestado exacto (A.13) puede encontrarse cal-
racion generai un sistema de dos ecuaciones donde aparecéillando el determinante de la matrizzie 2 que aparece en

los paametros que gobiernan la interamty los coeficientes  (A.18), y as obtener que

do y dy, por lo que es posible expresar tal sistema de ecua-

ciones en forma matricial. En este ca=sia matriz tiene la 129 " 481 A.20
siguiente forma: "=\~ 16 (A-20)

2 Pero en este caso, existen dos valores délpatro de Lamb-
% +n; + 773 -2 iz + ’73) Dicke donde el eigenestado exacto puede encontrarse, ya que
: ) : , ,
—i(n3 + ;) it —1 el determinante de la matriz genera un ecbiacle segundo
d 0 grado enn?, y éste, tiene la misma eigenenierges decir,
( 0) = ( ) . (A.18) tiene un grado de degeneraei2.
h 0 En la Fig. 6 mostramos estos dos valores dehpeatro
de Lamb-Dicke donde se encuentra los eigenestados exactos
Es importante decir que, las condiciones que se imponedel hamiltonianobdn-laser. El primero donde =0y m = 0,
sobre los pa@rmetros que gobiernan la interameiion-laser  proporciona la ubicabn donde el eigenestado exacto (A.6)
son de suma importancia para poder encontrar el valor déel hamiltoniano®n-laser ocurre, mientras que el caso don-
alguno de los pametros fijando el resto, en estos dos pri-den = 1y m = 0 muestra dos puntos donde el eigenestado
meros casos, las Ecs. (A.9) y (A.18) proporcionan el valor exacto (A.13) se encuentra y existe degenéragya que el
los valores del pametro de Lamb-Dicke donde el primer y determinante de la matrizx 2 que aparece en (A.18) da una
segundo eigenestado puede ocurrir. Por ejemplo, si deseamesuacbn de segundo grado ef.
establecer una representatigafica de estos dos primeros La matriz (31) es una generalizanide la matriz (A.18)
casos donde. = 0,1y m = 0, debemos fijar los pame- para cada valon y m = 0, y mientras estemos evaluando la
tros que aparecen en las diferentes condiciones y dejar libfec. (38) para estos valores encontraremos matrices tridiago-
alguno. Sitomamo& = v/2y comor? +n; =n*en (A.9), nales de dimenénn x n, y por lo tanto, debemos calcular
entonces, el valor del pametro de Lamb-Dicke donde ocurre determinantes de la misma dimeirsi pero esto harque ob-
el primer eigenestado exacto (A.6) del hamiltoniamelaser tengamos ecuaciones de orden superioresyaima solugbn
es numeérica sea necesaria. Para el caso dend®mienza a to-
mar valores diferentes de 0, hallar una matriz de condiciones
n=/3/4, (A.19)  se vuelve una taredia mas difcil de realizar.
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