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Presentamos el cálculo del esfuerzo ideal en la dirección 〈100〉 para metales nobles (Cu, Ag y Au), mediante primeros principios. Primero se
obtienen los paŕametros estructurales (parámetros de red y ḿodulos de compresibilidad) para cada metal. Posteriormente, se deforma en la
direccíon 〈100〉, calculando la energı́a total y el tensor de esfuerzos con el teorema de Hellman-Feynman mediante la relajación de la celda
unitaria en las direcciones perpendiculares a la dirección de deformación. Las constantes de red calculadas difieren a lo máximo 1.3 % de las
experimentales. Los esfuerzos máximos ideales calculados son de 29.6, 17 y 19 GPa para el Cu, Ag y Au, respectivamente. Los módulos de
elasticidad calculados son de 106 (Cu), 71 (Ag) y 45 GPa (Au), los cuales no están muy alejados de los valores experimentales para muestras
policristalinas. El valor de los esfuerzos máximos son explicados a partir de los volúmeneśoptimos provocados por el tamaño de los radios
atómicos para cada elemento.

Descriptores:Cálculos de primeros principios; esfuerzo ideal; módulo de elasticidad.

We present calculations of the ideal strength on the〈100〉 direction for noble metals (Cu, Ag and Au), by means of first principles calculations.
First, we obtain the structural parameters (cell parameters, bulk modulus) for each studied metal. We deform on the〈100〉 direction calculating
the total energy and the stress tensor through the Hellman-Feynman theorem, by the relaxation of the unit cell in the perpendicular directions
to the deformation one. The calculated cell constants differ 1.3 % from experimental data. The maximum ideal strength are 29.6, 17 and 19
GPa for Cu, Ag and Au respectively. Meanwhile, the calculated elastic modulus are 106 (Cu), 71 (Ag), and 45 GPa (Au) and are in agreement
with the experimental values for polycrystalline samples. The values of maximum strength are explained by the optimum volume values due
to the atomic radius size for each element.
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1. Introducción

En losúltimos ãnos ha habido un incremento significativo en
el estudio del esfuerzo mecánico ideal de los materiales, tanto
por investigadores teóricos, experimentales y metalurgistas.
En el caso de los primeros, se ha retornado a este problema
debido a que parece que ahora sı́ se tienen las condiciones
de trabajo necesarias para resolverlo. Avances importantes en
teoŕıas f́ısicas y desarrollo de computadoras cada vez más ve-
loces, ha hecho posible calcular los lı́mites de estabilidad con
cierta precisíon. Por otro lado, los investigadores experimen-
tales han retornado a este problema debido a que el esfuerzo
real puede aproximarse al ideal medido localmente mediante
experimentos de nanoindentación. Adeḿas, la comunidad de
metalurgia est́a interesada en el problema porque materiales
ultraduros, importantes en dispositivos ingenieriles, son cre-
cidos con voĺumenes microsćopicos y donde el esfuerzo ideal
es relevante [1].

El esfuerzo ideal -en un cristal libre de defectos
(a T=0 K)- es el esfuerzo calculado en el punto de inflexión
en la curva de energı́a vs deformacíon, que corresponde al
máximo del diagrama esfuerzo-deformación. En este senti-
do, el esfuerzo ideal marca el inicio de la inestabilidad de la
red cristalina ante una deformación aplicada [2]. Por lo tanto,

el entendimiento de las causas y caracterı́sticas del esfuerzo
ideal pueden ayudar a identificar aspectos del comportamien-
to mećanico que son consecuencias fundamentales de la es-
tructura cristalina y del enlace quı́mico.

El cálculo téorico del esfuerzo ideal en tensión ha sido
realizado por ḿetodos semiempı́ricos por Milstein y Chanta-
siriwan [3], los cuales calcularon la respuesta mecánica de 12
metales ćubicos en varios modos de deformación. Sus estu-
dios incluyeron varios metales fcc: Al, Ni, Cu, Ag, Au y Na.
En cristales fcc, Milstein predice que el esfuerzo es mı́nimo
en la direccíon 〈110〉, una prediccíon que debe de ser corro-
borada por ḿetodos ḿas precisos tales como los métodos de
primeros principios. En el caso del Cu, Milstein obtiene un
esfuerzo ideal de 23.7 GPa, 12.7 GPa para Ag y 22.5 GPa
para Au.

Uno de los primeros ćalculos del esfuerzo ideal a ten-
sión, utilizando un ḿetodo de primeros principios, fue rea-
lizado en los 80’s por Espósito et al. [4] y fue realizado en
Cu. Ellos obtienen un esfuerzo ideal de 55 GPa y una de-
formacíon máxima de 0.55, en donde no toman en cuenta el
efecto de la relajación perpendicular y por lo tanto sobrees-
timan el valor del esfuerzo. Roundyet al. [2] ha demostrado
que no tomar en cuenta la relajación sobreestima el esfuer-
zo ideal [2]. Despúes, Sobet al. [5] obtuvo un valor para el
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esfuerzo ideal del Cu de 33 GPa, también mediante ćalculos
de primeros principios (LAPW), pero tomando en cuenta la
relajacíon. En el caso de la Ag y el Au, hasta donde tienen
conocimiento los autores de este trabajo, no existen reportes
de ćalculos del valor del esfuerzo ideal en la dirección 〈100〉
para estos metales, obtenidos con métodos de primeros prin-
cipios.

En este trabajo se presenta un cálculo téorico del esfuer-
zo ideal para los metales nobles Cu, Ag y Au mediante un
método de primeros principios. Se escogieron estos metales
por tres razones principalmente:

a) Existe un reporte téorico del valor del esfuerzo ideal
por primeros principios para Cu, lo cual nos sirve para
comparar la precisión de nuestros cálculos;

b) estos metales forman parte de una gran familia de alea-
ciones que se han estudiado por mucho tiempo; y

c) no existen ćalculos previos de primeros principios del
esfuerzo ideal para Ag y Au.

Este trabajo está dividido en las siguientes secciones: en la
Sec. 2 se expone la metodologı́a del ćalculo y los ḿetodos
teóricos utilizados en este trabajo, en la Sec. 3 se presentan
los resultados y la discusión de los mismos, y finalmente en
la ultima seccíon exponemos nuestras conclusiones.

2. Métodos de ćalculo

La metodoloǵıa del ćalculo del esfuerzo ideal es la misma
que la reportada en la Ref. 2. Se realiza cierta deformación
a tensíon (ε) en la celda unitaria en la dirección 〈100〉 y se
relajan las componentes perpendiculares a dicha dirección.
Esta nueva configuración es utilizada como entrada para la
siguiente deformación. Existen tres formas para calcular el
esfuerzo para cada deformación. En la primera el esfuerzo
puede ser encontrado a partir del cambio en la energı́a totalU
con respecto a los incrementos de la deformación:

σ(n) =
1

V (n)

[
∆U(n)
∆ε(n)

]
, (1)

dondeV (n) es el volumen actual del cristal para lan-ésima
deformacíon. Sin embargo, esta definición es muy sensible
a errores de precisión enU . Como en la mayorı́a de los ca-
sosU vaŕıa suave y continuamente con la deformación, di-
ferenciando laU con respecto a la deformación, uno puede
reducir errores en el esfuerzo calculado en cada punto:

σ =
1
V

[
∂U

∂ε

]
. (2)

En el ĺımite de pequẽnas deformaciones (gran número de
pasos para una deformación finita), esta definición converge
a la definicíon termodińamica del esfuerzo de Cauchy [1]. La
ecuacíon anterior ofrece una de las formas más precisas para
calcular el esfuerzo con la condición de que los incremen-
tos en la deformación sean pequeñas (0.1 de deformación).

La tercera forma de calcular el esfuerzo es a partir del teo-
rema de Hellman-Feynman [6]. La principal ventaja de este
teorema es que el valor del esfuerzo calculado no depende del
tamãno de deformación aplicada y por ello decidimos utilizar
esteúltimo método. En este caso se minimizan las fuerzas de
Hellman-Feynman en las componentes perpendiculares a la
aplicacíon de la deformación.

En este trabajo el esfuerzo es calculado mediante el teo-
rema de Hellman-Feynman usando la aproximación local de
densidad (LDA) de Perdew y Zunger [7] en el marco de la
teoŕıa del funcional de la densidad (TFD) [8]. Para la inte-
raccíon electŕon-ion usamos la aproximación de pseudopo-
tenciales [9]. Los pseudopotenciales usados en este trabajo
son los generados en el esquema de Troullier-Martins [10] y
la configuracíon electŕonica para cada uno de ellos es: [Ar]
3d104s1 para el Cu, [Kr] 4d105s1 para la Ag y [Xe 4f14] 5d10

6s1 para el Au. En esta notación los corchetes representan a
los electrones de capas cerradas y los restantes a los electro-
nes de valencia. La energı́a de corte para la pseudofunción de
onda fue 1200 eV, 800 eV y 800 eV para el Cu, Ag y Au,
respectivamente. El muestreo de la zona de Brillouin fue de
8×8×8 para el Cu y Ag y de 10×10×10 para el Au en el es-
quema de Monkhorst-Pack [11]. Para disminuir los altos re-
querimientos en la convergencia de puntos k en el cálculo de
propiedades elásticas [12,13], usamos un valor de 0.9 eV para
la ocupacíon parcial gaussiana en metales (parámetrosmear)
tal y como se propone en la Ref. 14. Estas energı́as de corte
y los valores de las mallas de puntos k permiten que los cam-
bios en la enerǵıa total sean menores a 5 meV/átomo, garan-
tizando con esto una buena convergencia [15]. La energı́a y el
esfuerzo fueron calculados como función de la deformación.
En este caso, los otros 5 componentes del tensor de esfuer-
zos fueron fijados a cero para permitir deformación uniaxial.
En todos nuestros cálculos usamos el programa de cálculos
electŕonicos Abinit (URL: http://www.abinit.org), un proyec-
to coḿun de Universit́e Catholique de Louvain, Corning In-
corporated y otros colaboradores, basado en pseudopotencia-
les y en la expansión de la funcíon de onda en ondas planas
para los electrones de valencia [16]. En este trabajo hemos
despreciado los efectos del acoplamiento espı́n-órbita y rela-
tivistas, mismos que serán tomados en cuenta en un trabajo
futuro.

3. Resultados y discusíon

Una primera prueba para comparar la precisión de nuestros
cálculos es la habilidad para poder predecir las propiedades
estructurales de los metales estudiados. Para la obtención de
los paŕametros estructurales (constante de red y módulo de
compresibilidad) ajustamos nuestros datos de energı́a vsvo-
lumen a la ecuación de estado de Birch-Murnaghan de ter-
cer orden [17]. En la Tabla I se muestra una comparación de
las constantes de red de equilibrio y de los módulos de com-
presibilidad calculados con datos experimentales reportados
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CÁLCULO DEL ESFUERZO IDEAL DE METALES NOBLES MEDIANTE PRIMEROS PRINCIPIOS EN LA DIRECCIÓN 〈100〉 159

en la literatura [18]. Podemos observar que en general exis-
te un buen acuerdo para las constantes de red con un error
máximo de 1.3 % para el caso del Cu. En el caso del módulo
de compresibilidad, los errores con respecto al experimento
est́an entre el 20 y 31 %, acorde a la metodologı́a utilizada
(LDA) [19]. Adicionalmente, en la Tabla I, presentamos el
volumenóptimo a cero deformación, el volumen obtenido al
máximo esfuerzo y el radio atómicos (en el śolido) téorico y
experimental. Téoricamente los valores de los radios atómico
son calculados tomando la diagonal de una de las caras de la
celda suponiendo que losátomos son esferas duras, obtenien-
do la relacíon ra=

√
2/4 a, donde ra es el radio at́omico ya

es el valor de la constante de red. Los valores de los radios
atómicos nos serviŕan para explicar los valores obtenidos pa-
ra los esfuerzos ideales de cada uno de los metales.

En las Figs. 1, 2 y 3 se muestran los resultados de la
enerǵıa y el esfuerzovs deformacíon para el Cu, Ag y Au,
respectivamente. El ḿınimo de la curva energı́a vsdeforma-
ción corresponde a la energı́a del metal en su estado de base.
El máximo de la curva esfuerzo-deformación corresponde al
punto de inflexíon de la curva de energı́a. En el caso del Cu
y de Ag (Figs. 1 y 2) podemos notar una región eĺastica bien
definida. Para el Cúesta se extiende hastaε = 0.2, mientras
que para la Ag hasta 0.25 aproximadamente. El Au muestra
un comportamiento ḿas d́uctil en acuerdo cualitativo con la
informacíon experimental que se tiene del Au. En la Tabla II
se muestran los valores para el esfuerzo ideal máximo (σ) y
para la deformación (ε) correspondiente a este punto. Pode-
mos notar que el valor que nosotros obtenemos para el caso
del Cu (29.6 GPa) es muy similar al valor de 33 GPa obte-
nido por Sobet al. [5], mostrando la precisión de nuestros
cálculos. El valor del ćalculo semiemṕırico de Milstein est́a

FIGURA 1. a) Enerǵıa totalvs deformacíon y b) esfuerzo idealvs
deformacíon para Cu.

FIGURA 2. a) Enerǵıa totalvs deformacíon y b) esfuerzo idealvs
deformacíon para Ag.

FIGURA 3. a) Enerǵıa totalvs deformacíon y b) esfuerzo idealvs
deformacíon para Au.

más alejado de nuestros cálculos. En general, podemos ob-
servar que reproducimos la tendencia obtenida por Milstein,
en dondeσCu > σAu > σAg.

En la Fig. 4 se muestra el resultado del cálculo del ḿodu-
lo de elasticidad (E) para los tres metales bajo estudio. Por
definición, el ḿodulo de elasticidad es la pendiente del es-
fuerzo en la regíon eĺastica. Por lo tanto, para obtener E se
ajust́o entonces una recta a los valores calculados del esfuer-
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TABLA I. Paŕametros estructurales calculados y experimentales para Cu, Ag y Au.

Elemento a0 (Å) B (GPa) B’ V (ε=0) x102 Bohr3 V (σmax) x102 Bohr3 r
atómico

Cu (LDA) 3.566 172.68 5.10 3.060 3.178 1.26

Exp. 3.6151 1402 1.282

Ag (LDA) 4.051 130.56 5.66 4.487 5.373 1.42

Exp. 4.0861 1002 1.442

Au (LDA) 4.080 179.77 5.75 4.585 5.227 1.44

Exp. 4.0781 2202 1.462

1Referencia [18]
2 Referencia [20]

TABLA II. Esfuerzo ideal ḿaximo (σ) y módulo de elasticidad (E)
calculados y valores experimentales reportados en la literatura para
Cu, Ag y Au (ver texto).

Elemento ε σ (GPa) E (GPa)

Cu 0.392 29.6 106

Sobet al.1 - 33 -

Milstein et al.2 - 23.7 72.5

Exp.3 - - 130, 124

Ag 0.370 17 71

Milstein et al.2 - 12.7 44.9

Exp.3 - - 83, 71, 80

Au 0.318 19 45

Milstein et al.2 - 22.5 42.5

Exp.3 - - 78

1 Referencia [5]
2 Referencia [3]
3 Referencia [20]

zo (ver Fig. 4), de donde obtuvimos la pendiente y la cual
corresponde a E. En el caso del Cu y de la Ag, dicho ajuste
arroja una desviación de±1.25 GPa y de±1.45 GPa del valor
central de E, debido a que se presenta una región eĺastica bien
definida. En la Tabla II se muestran los valores obtenidos y
los valores experimentales en la literatura para el módulo de
elasticidad, donde podemos observar que el mejor acuerdo lo
tenemos para la Ag. En menor acuerdo tenemos el caso del
Cu con un error del 14 % y finalmente tenemos al Au con un
error de aproximadamente del 42 %. Es importante mencio-
nar que los datos experimentales son para muestras policris-
talinas y por lo tanto pueden diferir de nuestros resultados.
Además, en un material real existen defectos e impurezas, las
cuales act́uan como obstáculos para el movimiento de dis-
locaciones haciendo que la fractura se produzca a mayores
deformaciones. En nuestros cálculos no tomamos en cuenta
el efecto de este tipo de variables y por esto nuestro resultado
para E puede diferir del valor experimental. Otro aspecto

FIGURA 4. Módulo de elasticidad calculado en la región eĺastica
para Cu, Ag y Au (ver texto).

que contribuye a esta discrepancia es la que tiene que ver con
la metodoloǵıa de ćalculo y en el caso del Cu tenemos el ma-
yor error (1.35 %) en la constante de red afectando el cálculo
de E. En el caso del Au, el comportamiento dúctil del material
impide una determinación precisa de E, debido a la dificultad
para ajustar los datos obtenidos a una lı́nea recta. Sin em-
bargo, la tendencia general experimental de la disminución
de E con el aumento del número at́omico es bien reproduci-
da por nuestros cálculos. Esta tendencia también es obtenida
por Milstein aunque los valores de E están ḿas alejados del
experimento.

Para explicar los valores obtenidos del esfuerzo ideal, cal-
culamos el radio atómico y presentamos los volúmeneśopti-
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mos con y sin deformación para cada metal estudiado. Sa-
bemos que el esfuerzo es inversamente proporcional al volu-
men y directamente proporcional a la derivada de la energı́a
con respecto a la deformación [ver Ec. (2)]. En el caso de los
metales estudiados encontramos que el valor de las deriva-
das para cada metal no varı́a mucho, por lo tanto, el volumen
es el principal responsable del valor del esfuerzo ideal. En
la Tabla I podemos observar que el Cu tiene el menor volu-
men de equilibrio de los tres metales, debido a que tiene un
radio at́omico menor. El valor de los volúmenes para la Ag
y Au son aproximadamente 1.4 veces del valor del Cu. Esta
tendencia en los volúmenes se observa también para la defor-
macíon a la cual el esfuerzo es máximo. Por lo tanto, el alto
valor deσ para el Cu (29.6 GPa) se debe principalmente al
volumen que origina el valor del radio atómico de Cu. Este
mismo razonamiento explica por qué los esfuerzos ḿaximos
para la Ag y Au casi son iguales. Un estudio futuro en es-
tos metales se realizará para las direcciones〈111〉 y 〈110〉
importantes en cristales fcc.

4. Conclusiones

En este trabajo se presentó el ćalculo del esfuerzo ideal pa-
ra los metales Cu, Ag y Au mediante primeros principios. El
esfuerzo calculado para el Cu está en buen acuerdo con lo
reportado en la literatura y en el caso de Ag y Au nuestros
resultados son una predicción. Los ḿodulos de elasticidad
calculados están en razonable acuerdo con los reportados en
la literatura. El valor de los esfuerzos ideales se explican de
acuerdo al valor de los volúmeneśoptimos provocados por el
tamãno de los radios atómicos de los elementos.
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