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Se describe un nuevoétodo para resolver el problema inverso 2-D de identifasadie paametros para la reconstruonide distribuciones

de la permitividad en una seéci transversal de una tuli@que contiene un fluido mulésico dieéctrico, usando tomogriafde capacitancia

eléctrica. Este retodo no es iterativo y consiste en desacoplar el problema original en cinco problemas de menor complejidad, para cada uno
de los cuales existen resultados que permiten su tratamient@igianEl metodo toma en cuenta caradgticas importantes del problema:

su no linealidad, el mal planteamiento y la necesidad de disponer de resultados de reguigtigtificados tericamente, ya que los errores

en los datos podan no permitir obtener iagenes de la se@si del flujo con la preciéin deseada. En este trabajo se estudian tres de los

cinco problemas del gtodo propuesto, para cada uno de los cuales se establecen resultados para los algoritmos empleados en cada uno d
dichos problemas.

Descriptores: Tomografa de capacitancia&ttrica; identificadn de distribudn de permitividades; mal planteado; regularidaci

A novel method is described to solve the 2D inverse parameter identification problem, for image reconstruction of permittivity distribution in
the cross section of a pipeline that contain multiphase dielectric fluid, using Electrical Capacitance Tomography. This method is non-iterative
and consists of the decomposition of the inverse problem in several simpler problems, each one of them can be solved with a numerically
stable procedure, with the necessary theoretical justification. The method takes into account important characteristics of the problem: its
non-linearity, its ill posedness and the need to perform a theoretically justified regularization because the errors in data may not allow getting
the images of the cross section with all the desired precision. In this paper three of the five problems of the novel method are studied and
results for algorithms used for each one are established.

Keywords:Capacitance tomography; identification of permittivity distribution; ill posed; regularization.
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1. Introduccion trodo de referencia y la distribuam de permitividades en la
o ) seccon transversal:

La tomografa de capacitancia exttrlc_a (TCE) ha sido pro- C = F(e). )

bada recientemente para obteneaAgmnes en una seobai

transversal de una tubaren varios problemas industriales ~ Usando esta rela@n es posible desarrollarétodos al-

que involucran materiales desdtricos. En particu|ar' estamos ternativos a fin de resolver el problema inverso de determinar

interesados en visualizar una sécctransversal de un flujo |2 permitividad a trags de las mediciones de capacitancias.

multifasico en tubéas, para poder determinar la distribbrei ~ Sin embargo, la solun del problema (2) tiene las siguientes

de permitividades y, por lo tanto, la distribanide las fases. dificultades:

Cuando la tubéa esh compuesta de un material dietri- 1. Esta reladn es altamente no lineal.

co y a su alrededor se coloca un arreglo de electrodos que

acfian como superficies equipotenciales, fijando uno de ellos

como referencia se pueden medir las capacitancias mutuas

entre dicho electrodo y los restantes. Para un electrodo arbi-

trario £ denotemos mediant€x la capacitancia mutua en-

tre dicho electrodo y el electrodo de referencia. Entonces la

relacbn entre la capacitanci@g, la distribucbn de permi-

tividadese(z, y) y el potencialV’ generado por el campo de 3. Cualquier nétodo que se utilice para obtener una so-

desplazamiento ettrico, puede expresarse como lucion particular set inestable, debido a que este pro-
8V(z)d blema de identificadin es sensible al error en las me-

S?

Cgp = f%/dz) o 1) diciones.
S De aqui se concluye que cualquieétado que intente
dondesS es la superficie del electrodo. A partirde laEc. (1) resolver este problema debe considerar su no linealidad y
se obtiene una relam funcional entre las capacitancias mu- debe incluir &cnicas de regularizam a fin de brindar una
tuasC medidas en el arreglo de electrodos al variar el elecsolucbn nunéricamente estable. En la Ref. 1 se muestra el

2. Elnimero de mediciones de capacitancia independien-
tesN(N —1)/2, dondeN es el imero de electrodos,
es mucho menor que el orden de la discretinace-
guerida para identificar la distribuei de permitivida-
des y de esta forma el problema discretizada este-
terminado, por lo cual su solum puede no sdmica.
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estado del arte del problema de la TCE y se observa que
los metodos que linealizan el problema, olvidando su com-
portamiento no lineal, han reportado resultados muy malos.
Ademas, los netodos iterativos necesitan resolver un proble-
ma de contorno en cada iteramj lo cual resulta en un costo
computacional elevado. Algunos problemas sobre la dacci
del padmetro de regulariza@n, cuando este problema inver-

S0 es resuelto con elétodo tradicional de mimos cuadra-

dos para lograr el mejor ajuste entre la expredidrica de

la capacitancias y los datos experimentales, pueden hallarse
en la Ref. 2. Una descripm detallada sobre la necesidad de FIGURA 1.

proponer un ratodo alternativo no iterativo para resolver este, - . . . 0
. la superficie del circulo intermedio. El potencial®) gene-

problema inverso, puede hallarse en la Ref. 3. ) - .

Este trabajo eatorganizado como sigue: En la Sec. 2 serad0 en esta configurdsi por el campo de desplazamien-
describe el m(l)delo gl roblemainvers% dé identifi&:aa.:ie’ to electrico, cuando los electrodos son considerados como
la permitividad; en IZ Sepc 3 se realizan algunas su osicioneSUperfiCies equipotenciales con potencial igual a uno en un

pe ! U 0 P tlectrodo de referencig; y con el resto de los electrodss,

adicionales sobre las caradsticas del flujo; en la Sec. 4 se

: , i #£1,5 € {1,..., N} conectados a tierra, tiene tres compo-
describe la nueva metodoliega cual est basada en el desa- I#0] (i){ (%) %i) . P
: gy . nentesl}”, V, y V3’ asociadas, de manera natural, a cada
coplamiento del problema original en cinco problemas, para .
. . una de las regione3;, k = 1,2, 3.
cada uno de los cuales existe fecsuficientemente desarro- . : N
L . . . La pantalla se modela como uriada equipotencial cir-
llada y justificada para su tratamiento; en la Sec. 5 seledect .
e . . cular, que corresponde a la frontera exterioftie con po-
una simplificacdbn del problema al desacoplar una suboagi . ! :
. - . tencial igual a cero. EI modelo que satisfacen los potenciales
anular delarea de estudio; en la Sec. 6, se estudia el proble‘-/(i) i1 NvE—193es el siquiente:
ma de Cauchy para la ecuaside Laplace en un anillo; en "% ** = 5 yr=1z225eseisigu :
la Sec. 7 se estudia el problema de recuperar la permitividad
usando los resultados de los problemas anteriores del desaco-
plamiento y se muestra un ejemplo nemgo. Las conclusio-
nes se dan en la Sec. 8.

tubo aislante

- electrodos

V() V) =0 en Quk=1,2,3, @)
dondez = (x, y) y se cumplen las condiciones de frontera

8‘/2(i)

, ) (@)
WOE = Va0 T ) = a6 @)

2. Elmodelo ony
sobre|z| = R;, donden; es el vector normal unitario exte-
rior a este @rculo.

Adicionalmente a las Ecs. (4), se tiene

En nuestro problema la configuranide la secéin transver-
sal esh formada por tresirculos conéntricos que determi-
nan tres regione8y, k = 1,2,3 (ver Fig. 1). Dentro del
circulo interiorQl_(cpn radid?,) se Fiene un fluj'o multési- Vg(i)(z):VQ(“(z):wi en || =R,

co con una permitividad desconocigda(z, y), mientras que

en las regiones anular€s y (23, con radios exterioreRs y y %(i)(z)zo en |z|=Rs;. (5)
R3, se tienen materiales con permitividades constantes y co-

nocidasss , 5. Se considera un arreglo @é (8 a 16) elec- donde; es una funén definida sobréz| = R, que, en
trodos contiguos; colocados de manera equidistante sobrecoordenadas angulares, tiene la exjnmesi

0 si g <2l b
0—0; . 27T(’i—1) (90 27’1’(i—1) 00
L4l si ——F - — << —— 4 —
to * N 2~ = N +2’
p . 27T(Z‘7 ].) 00 <g< 211 90
v =4 N B L S ©)
0;’_—0_"_1 si 271 60<9<27m'+00
0o N 2 - N 2’
0 si 27m.—i-(%<¢9-
N 27
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con durante el proceso de extraggi[4]. Con esta suposimn se
o — 2m(i — 1) @ obtlené la relamh [3]:
N2 &1 () [vv?
y
21 o (i)
S =2 [ B g9 mp—ghase|, @
La capacitancia mutua entreeésimo electrodo, consi- J€1=Fn

derado como electrodo de referencia, y-@simo electrodo

aL L la cual indica que para cada juego de mediciones con un solo
conj # i, esh dada por

electrodo de referenciaésimo, se identifica utinico valor

F1%0) de la permitividadt: (), siempre qué/l(i) y VQ(’) sean cono-
Cij= K/E(z) o ds, (7)  cidos. Posteriormente, al variar el electrodo de referencia se
3, 2 pueden utilizar diferentes procesos de ajuste para estimar el

valor des; (2) que mejor aproxime a tode$(z), calculados

don_deng es el vector unitario normal _extenor drculo d_e _mediante ladrmula (9). En la Sec. 4 se descritemo obte-
radio Ry y K es una constante con unidades de pot,encrc_ll 'nhervl(’) y VZ(Z) en este nuevo &todo y en la Sec. 7 se mues-
verso. Se observa que es posible obtener de (7) ladelaci

tran ejemplos de@mo obtener una represeniatigrafica de
e1(z) en una secoin transversal de la tubjarutilizando (9)

para un juego de mediciones de capacitancias mutuas calcu-
ladas con uriinico electrodo de referencia.

8‘/3(1')

€3
6n2
Sy

CZ'_’]'

K

Vij ds — (8)

8n2 135

Sj

Del hecho de qué’; ; = C;; y que, como veremos en la
Sec. 4, el élculo deV3(Z) puede realizarse de forma indepen-
diente en el modelo (3)-(5), se considera el problema inversgn el nuevo ratodo se calcula primerUSi), despiés VQ(’?)

4. Descripcbn del méetodo

de la manera siguiente:
Dados losl /2N (N — 1) valoresv;; (i, =1,2,...,N)

para obtener finalmenﬁél(i), lo cual permite el &lculo de la
distribucibn de permitividades deseagaa traes de la rela-

(i < j), obtenidos usando los datos de capacitancias (7), d@jon secundaria dada por (9). EBtodo consiste en los pasos

terminar de forma aproximada el valor &gz, y) teniendo
el cuenta el modelo (3)-(5).

siguientes:

a) Obtener V3i) en (3 resolviendo un problema de

3 en el anillo

3. Suposiciones adicionales

El método tradicionalmente usado para resolver el problema
inverso de identificadin consiste en minimizar un funcional

de minimos cuadrados no lineales que depende;ddonde

se minimiza la diferencia entre los valoreérieamente cal-
culados y las mediciones experimentales de las capacitancias
mutuas.

La principal desventaja de esta metoddogs que en
cada paso de la iterasi para resolver el problema de mi-
nimizacbn debe resolverse un problema de contorno del ti-
po (3)-(5), lo cual implica un alto costo computacional. Por
otra parte, debido a la no linealidad del funcional que debe
minimizarse y al mal planteamiento del problema de identi-
ficacion, no hay un criterio fundamentado para obtener una
solucbn nunerica estable de este proceso de optimiaci
cuando no hay informan a priori sobre el tipo de flujo [2].

Por esta rain, en el presente trabajo se propone un nuevo
método, el cual utiliza un algoritmo no iterativo, bajo la supo-
sicion adicional de que el campo de desplazamieréctgto
JO = vV es irrotacional. Esta condim puede ser
considerada como un criteriogmtico aceptable para la apli-
cacbn de inteés en este trabajo, ya que la misma significa
que el egimen de flujo no tiendreas de corriente espira-
les lo cual ocurre en el caso del flujo de pé&o en tubdas

contorno para la Ec. (3) con
R, < |z| < R3 y las condiciones de contorno de Di-
richlet (5) paraVs(i). En la Sec. 5, usando series de
Fourier, se Calculag(i) junto con el valor de

8‘/;3(i)
ds.
/ any
S;
b) Obtener un valor aproximado de
8‘/2(0
6%2
sobre el circuldz| = Ry usando un algoritmo de inter-
polacibn estable como el indicado en la Ref. 5 a partir
de los datos conocidas ; dados en (8).
¢) Usando los valores calculados de
8‘/2(i)
ang

en el inciso anterior y la exprési dev); sobre el @rcu-

lo de radioR,, se resuelve un problema de Cauchy pa-
ra la ecuadn de Laplace en la regn anular, con el
objetivo de obtener el valor déz(”.
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d) Vl(i) es obtenido a tr@s de un ratodo variacional entonces, desgs de realizar las manipulaciones adecuadas,
usando una base conveniemte= {W W2 } de seencuentraque
funciones en el espacio de SoboléV (€, ) junto con @) ~
la expresdbn obtenida dég(” en c) y teniendo en cuen- / AL dy = agln (R3> — bo Z iRk sen (k%)
ta las condiciones de frontera (4). Los primefdsco- /. ony Ry 1 k? 2
eficientes del desarrollo en serie(d,é” conrespectoa %

la based se obtienen resolviendo un problema deim Lk T b 2k(i — )
X sen <> sen k < - 2) cos <) ,

S

mos cuadrados lineales que se deduce a partir de un sis- N N
tema de ecuaciones integrales equivalente al problema
(3) paraj = 1 con las condiciones de contorno (4) [7]. donde
El problema de rimimos cuadrados se resuelve sujeto a R¥F4+RZF 1 (or 8
restricciones cuadticas, las cuales dependen de la in- szw» a0="%7 < ) =
formacbn a priori sobre las cotas pag. El nimero 3 2 0
M se determina en fun@n del error de medion [7].  Esta expreéin se calcula una vez y puede sustituirse en (8).
El funcional asociado a este problema de optimizaci De esta forma, el gtodo propuesto permite reducir el pro-
tiene la forma siguiente: blema de identificaéin al Glculo deVl(’) y Vz(”) para poste-
riormente obteneri (z)a partir de ladrmula (9).

2

1

2 L2 ,
filx)= ‘A(z)x‘ + ‘Baz—b(z) + ‘Cx—d(l)

)

6. El problema de Cauchy para la ecua@n de
=1,2,...,N (10) Laplace en el anillo circular

con restricciones cuadicas. donde las matricet™ De acuerdo con el inciso c) de la Sec. 4, el tercer problema
y los vectores(® y () dependen de los datos de capa-que debe resolverse para poder aplice}r el algoritmo propuesto
citancia, mientras que las matricBsy C' no dependen es un problema de Cauchy para la ecoade Laplace en un
de ellos [7]. El vector: est formado por los coeficien- anillo circular, a saber, hallar la furasi v, que satisfaga el

tes desconocidos del potencigl” en la bases [7]. siguiente problema de contorno:
AV =0 en Q, (11)

e) Una vez queVl(“ ha sido obtenido, elaculo deeﬁi) PG
puede hacerse afitidamente a traés de (9), lo cual -2
esh en dependencia de los valores obtenidos m&?a 6”?
y V7, respectivamente. Se muestran ejemplos de redondeg”) representa el valor recuperado de
cuperadbn dee(z) en la Sec. 7 de este trabajo. PO

2

677,2

=, W=y en |=R, (12

. (i por medio del proceso de interpolasiindicado en el inci-
5. Sobre el desacoplamiento del potenma{g( ) so b) de la Sec. 4.
‘ El problema (11)-(12) es un problema mal planteado [8] y
Para desacoplar el potenclégfz) basta observar queste sa-  por ello su soludn es sensible al error cometido en la deter-
tisface el problema minacbn de¢(®). Buscaremos la solumn de (11)-(12) como
la suma de las soluciones de los problemas siguientes:

AV:,)(")zo en g,

Augy =0 en 927 (13)
, —=0¢" en |z| =Ry,
A Ona )
g =0 en |Z| = Rl,
Si Vz,fi)se expresa en coordenadas polares en la forma Aty =0 en Qo, (15)
‘ ‘ ‘ 0 . ‘ Oty _0 _n
V3(Z) (r, 9):@81)4—()(()1) In(r)+ Z (a,(;)rk—kb,(;)r*k) cos kO Ong en |z] = Ry, (16)
k=1 ﬂQZf en ‘Z| = Ry,
+> (D% +d ) sen k), donde f debe elegirse de manera qitg + > = ¢ en

ES
I
—

|Z| = RQ.
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El problema (13)-(14) es un problema bien planteado [8]La solucbn del problema (15)-(16) éstada por

De hecho si denotamos la serie de Fourieptiemediante
¢ = ho + Zk:l hi cos k@ + h2 sen k6,

entonces la soluoh de (13)-(14) estdada por

Ug = ag + bo In(r) + (arr® + bpr ") cos ko

NE

1

Me 7

+ (err® + dpr—F)senkf,  (17)
k=1
donde
apg = 7h0R2 ln(Rl), bo = hoRQ,
&k _ h}lch—k-i-l Bk _ 7h11€R,1€+1
v Dk ) v Dk )
5 = MR g - MR
D, D,
Dy, =k [RiR;" + RERT*] . (18)
Por otra parte, existe un operador lineal
K : LQ(‘Z| = Rl) d L2(|Z‘ = RQ)
tal que '
K(f)=g=9" —h, (19)
donde

g= thz\:Rz Yy h = 17,2“2‘232.

Una vez obtenida la solum f de (19), se debe resolver el
problema de contorno (15)-(16) y la solacidel problema
de Cauchy (11)-(12) se expresa en la forvéé? = Uz + Us.

El operadorK est bien definido, es inyectivo y compac-
to. Para ver estaltimo basta notar qu&’ es el operador que
a cada condiéin de contorng’ sobre|z| = R; le asocia la
traza sobrez| = R, de la solucdnu € H! () del proble-

u(r,0) = ag + Z (@pr® 4 bpr=") cos kO

k=1
e —
+3 (@ + dpr*) sen ke, (20)
k=1
2fAR;F  _ 2fLRk
a/O = f07 ak = fl‘CEkz 3 bk = fgk 27
o 2ERE L 2fiRS
“k Ek 5 Ek )
Ey = RERT* + RYR;". (21)

Sustituyendo (21) en (20) y evaluandorer R, se ob-
tiene

o0 1 o0 2
g:f0+22%005k9+22%sellk9, (22)
k=1"" =1 "F

con lo cual describimos la adn del operadoik’ sobref,

ya que se han expresado los coeficientes de Fourigrete
terminos de los d¢. De (22) se obtiene que los coeficientes
de Fouriergy, gi y g7 deg permiten determinar los respecti-
vos coeficientes d¢por medio de las relaciones

_ Evg}
2 b

Erg:
2 b

fo=g0. fi= 7 (23)

en el caso en que la Ec. (19) tenga sduci

El operador inversd< —! queda definido a partir de (23).
En nuestro casg = 1) — h, donde los coeficientes de Fou-
rier deh se determinan por medio de la exptesen serie de
Usz|,|= g, obtenéndose

h=ho + Z:; Al coskO + Z:; W2senkd, (24)

ma (15)-(16). De los resultados conocidos sobre operadoremnde

compactos, se tiene que el operador inveksd no es con-

tinuo y, por lo tanto, resolver la Ec. (19) es un problema mal ho = —hoRaIn(Ry) + hoRo In(Ry),

planteado. Describamos el operaddusando series de Fou-
rier.
Supongamos que

FO)=fo+ ) facoskO+ ) fisenko

k=1 k=1
con

fo= g Af Vs, fh = (fcoskt),,

L WLRPMVIRE - niRbRt
k Dk: )

L, WRUMVIRE - RERH
Dr :

Dy, =k [RYR;* + RER*] = kEy, (25)

Por otra parte, los coeficientes de Fourger g; y g7

dey(?) se obtienen poraiculos directos y usando (24) y (25)
se encuentran finalmente para los coeficientes de Fourier de

1
2
= —(f,senkf), . . -
y I 7r<f sen kb, g las relaciones siguientes.

Rev. Mex. 5. 51 (3) (2005) 236-242



UN ALGORITMO NO ITERATIVO PARA LA TOMOGRAFA DE CAPACITANCIA ELECTRICA 241

Sustituyendo (25)-(26) y (27) en (24) encontramos los coproblema (3)-(4), donde(r, #) y e2se eligen apropiadamen-

eficientes de Fourier para= g — h:

R
9o = o — hoRaIn =2,

Ry
gl — Dygp + hi RV Ry® — ) RTFTRE
k 2k ’
o _ Digi + Wi R Ry" — hiRT*IRE
9k = % . (26)

te y por simplicidad, sobre la frontefg = R, se toma una
condicbn de contorno park; diferente de)(?). El caso en el
cuale; es constante y los potencialgsy V> son conocidos
ha sido presentado en la Ref. 3.

Para construir el ejemplo se toma

e1(r,0) = Vi(r,0) = (2 - r?Ry? cos(29))% ,

ea =1, R = 1y Ry = 1.1. En este caso, se cumple que
V x (WVVi) = 0, es decir, el vector de desplazamiento

Sustituyendo ahora (26) y (23) en (21) obtenemos los cogjactrico cumple la condion de irrotacionalidad requerida

eficientes de la serie de Fourier (20)w@e

R
Go = go — hoR21n R72’
1
_ DpgpRy" + hiRYTIRy — R
ar = 2k 3
5 Dy.giRE + L RYT — hi Ry FTI R3F
kE — 2]6 9
_ DpgRy" 4+ R2RYTR? — 2R
k= 2% ’
P Dyg?RE + iRy — h2 Ry FTI R3F 7
K= % . (27)

en la Sec. 3.
Para la elecd@n del potencial’z, se supone que

Va(r,0) = @ + Zszl (&krk + l;kr*k> cos kO

2
+ Zszl (ékrk + Jkr_k) sen k6

y usando las condiciones de contorno (4) se encuentra que
ao = ag Y queay, by, ¢, di. satisfacen los sistemas de ecua-
ciones:

&lef + EkR;k = ag
apRET — bR =0

bz

aaR? 4+ byR7? = ay,

Sumando (18) y (27) se obtienen los coeficientes de Fou-

rier de la soludn del problema de Cauchy (11)-(12). 4yRy — 52R1—3 _ _L7
Finalmente, a partir de las condiciones de solubilidad 2Ry

débil de los problemas de contorno (13)-(14) y (15)-(16), ob- élelc + dAkRIk — by,

tenemos el resultado siguiente:
La condicbn sobre¢ y () para que exista la solu- eRREY — dpRTF = 0, (29)

cion debil del problema de Cauchy (11)-(12) en el espacio de

SobolevH! () es que
00 € Loz = Ra), fe B2/ =R)  (28)

donde los coeficientes de Fourigy, f\ y fZ de f se repre-
sentan a trads de los coeficientes de Fourigr g; y g7 deg
por medio de (23) y estadtimos eshn dados por la$Hfmu-

las (26) que dependen de los coeficientes de Fourier de |
condiciones de contorng® y (9, Si (28) se cumple enton-

donde

1
ak = P <V1 |r2317COS k9> |L2(|Z|:Rl)

1
by, = p (Vi lr=pyssen k) | Ly(z1=Ry) »

Parak > 0 son los coeficientes de Fourier 8], _p -

Para recuperar; mediante la formula (9), en este ejem-

ces la soludin del problema de Cauchy (11)-(12) se expresay|q consideramos dos casos:
como la suma de las soluciones de los problemas de contor-

no (13)-(14) y (15)-(16).
De esta forma se ha encontrado la exjnesixpicita de

1. Tomando la expreéh exacta pard’; y una expre-
sibn aproximada de la serie de Fourier ¥ con

la solucbn del problema de Cauchy (11)-(12) usando series & =0,1,...,20 términos que se calculan por medio

de Fourier.

7. Unejemplo de larecuperaddn des; atraves
delaEc. (9)

En esta secbn se muestra un ejemplo sétito para ver la

efectividad de ladrmula (9) para obtener la permitividad

de (29). Como condion de contornd; sobre la fronte-
ra|z| = Ry se hatomado la restrid@m deVs, obtenido

de esta forma a dicha frontera. Los coeficientey b,

han sido calculados usando las formulas de cuadratura
de Lobato (de MATLAB).

2. Agregando a los coeficienteg y b, obtenidos en el
caso anterior, un error del orden de 20y obtenien-

cuando ya se obtuvieron de manera aproximada los poten- ~ do los coeficientes aproximados pataresolviendo el

cialesV; y V5. Para ello se construye una sofuti/, Vs, del

sistema correspondiente (29).
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FIGURA 3. Permitividad recuperada por medio de la Ec. (9) para

datos con error.

Posteriormente se recobra la permitividad, en ambos ca-
sos por medio de (9). En las Figs. 1y 2 se muestra la permi-
tividad exacta y la recuperada a tesvde (9), para datos con

error.

Para el caso 1 la permitividad recuperada coincide con la

exacta y en este caso el error relativo es igual a cero.

En el caso 2 se observa la influencia del error en la per-
mitividad recuperada. En este caso se calcula el error rela-
tivo con la norma uniforme, es decir, mediante la formula
siguiente:

i,
1, recuperada 1

i, B

5l,ecracta

Erel = max
0,J

b

donde los indiceg, jrepresentan los nodos de la red en
los que ha sido efectuado el calculo de En este caso
E..; = 0.34. Se concluye de estos ejemplos que debe incluir-
se ecnicas de regularizam en el proceso de identificaci

de la permitividad.

8. Conclusiones

1. Este netodo permite la descompogiai del problema
inverso en varios problemasas simples, y cada uno
de ellos puede resolverse de forma i@uicamente es-
table con la justificadin tedrica necesaria y no es ne-
cesario resolver el problema directo en cada itéraci

2. Se ha establecido un algoritmo para encontrar la solu-
cion del problema de Cauchy para la ecoadie La-
place en el anillo circular usando series de Fourier. El
estudio del efecto del error en las mediciones sobre la
solucbn encontrada se estudiagen trabajos posterio-
res. Tambin se muestra, a tras de un ejemplo, que la
formula (9) permite recuperar la permitividad en forma
aproximada. De esta forma, el primero, tercero y quin-
to problema del ratodo propuesto han sido estudiados
en este trabajo. En trabajos futuros se estadiganto
el segundo como el cuarto problemab) y d) de la Sec. 4
deéste netodo.
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