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Se describe un nuevo método para resolver el problema inverso 2-D de identificación de paŕametros para la reconstrucción de distribuciones
de la permitividad en una sección transversal de una tuberı́a que contiene un fluido multifásico dieĺectrico, usando tomografı́a de capacitancia
eléctrica. Este ḿetodo no es iterativo y consiste en desacoplar el problema original en cinco problemas de menor complejidad, para cada uno
de los cuales existen resultados que permiten su tratamiento y análisis. El ḿetodo toma en cuenta caracterı́sticas importantes del problema:
su no linealidad, el mal planteamiento y la necesidad de disponer de resultados de regularización justificados téoricamente, ya que los errores
en los datos podrı́an no permitir obtener iḿagenes de la sección del flujo con la precisión deseada. En este trabajo se estudian tres de los
cinco problemas del ḿetodo propuesto, para cada uno de los cuales se establecen resultados para los algoritmos empleados en cada uno de
dichos problemas.

Descriptores:Tomograf́ıa de capacitancia eléctrica; identificacíon de distribucíon de permitividades; mal planteado; regularización.

A novel method is described to solve the 2D inverse parameter identification problem, for image reconstruction of permittivity distribution in
the cross section of a pipeline that contain multiphase dielectric fluid, using Electrical Capacitance Tomography. This method is non-iterative
and consists of the decomposition of the inverse problem in several simpler problems, each one of them can be solved with a numerically
stable procedure, with the necessary theoretical justification. The method takes into account important characteristics of the problem: its
non-linearity, its ill posedness and the need to perform a theoretically justified regularization because the errors in data may not allow getting
the images of the cross section with all the desired precision. In this paper three of the five problems of the novel method are studied and
results for algorithms used for each one are established.

Keywords:Capacitance tomography; identification of permittivity distribution; ill posed; regularization.

PACS: 87.63.Pn

1. Introducción

La tomograf́ıa de capacitancia eléctrica (TCE) ha sido pro-
bada recientemente para obtener imágenes en una sección
transversal de una tuberı́a en varios problemas industriales
que involucran materiales dieléctricos. En particular, estamos
interesados en visualizar una sección transversal de un flujo
multifásico en tuberı́as, para poder determinar la distribución
de permitividades y, por lo tanto, la distribución de las fases.

Cuando la tuberı́a est́a compuesta de un material dieléctri-
co y a su alrededor se coloca un arreglo de electrodos que
act́uan como superficies equipotenciales, fijando uno de ellos
como referencia se pueden medir las capacitancias mutuas
entre dicho electrodo y los restantes. Para un electrodo arbi-
trario E denotemos medianteCE la capacitancia mutua en-
tre dicho electrodo y el electrodo de referencia. Entonces la
relacíon entre la capacitanciaCE , la distribucíon de permi-
tividadesε(x, y) y el potencialV generado por el campo de
desplazamiento eléctrico, puede expresarse como

CE = − 1
V

∫

S

ε(z)
∂V (z)

∂n
ds, (1)

dondeS es la superficie del electrodoE. A partir de la Ec. (1)
se obtiene una relación funcional entre las capacitancias mu-
tuasC medidas en el arreglo de electrodos al variar el elec-

trodo de referencia y la distribución de permitividades en la
seccíon transversal:

C = F (ε). (2)

Usando esta relación es posible desarrollar métodos al-
ternativos a fin de resolver el problema inverso de determinar
la permitividad a trav́es de las mediciones de capacitancias.
Sin embargo, la solución del problema (2) tiene las siguientes
dificultades:

1. Esta relacíon es altamente no lineal.

2. El número de mediciones de capacitancia independien-
tesN(N − 1)/2, dondeN es el ńumero de electrodos,
es mucho menor que el orden de la discretización re-
querida para identificar la distribución de permitivida-
des y de esta forma el problema discretizado está inde-
terminado, por lo cual su solución puede no seŕunica.

3. Cualquier ḿetodo que se utilice para obtener una so-
lución particular seŕa inestable, debido a que este pro-
blema de identificación es sensible al error en las me-
diciones.

De aqui se concluye que cualquier método que intente
resolver este problema debe considerar su no linealidad y
debe incluir t́ecnicas de regularización a fin de brindar una
solucíon nuḿericamente estable. En la Ref. 1 se muestra el
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estado del arte del problema de la TCE y se observa que
los métodos que linealizan el problema, olvidando su com-
portamiento no lineal, han reportado resultados muy malos.
Además, los ḿetodos iterativos necesitan resolver un proble-
ma de contorno en cada iteración, lo cual resulta en un costo
computacional elevado. Algunos problemas sobre la elección
del paŕametro de regularización, cuando este problema inver-
so es resuelto con el ḿetodo tradicional de ḿınimos cuadra-
dos para lograr el mejor ajuste entre la expresión téorica de
la capacitancias y los datos experimentales, pueden hallarse
en la Ref. 2. Una descripción detallada sobre la necesidad de
proponer un ḿetodo alternativo no iterativo para resolver este
problema inverso, puede hallarse en la Ref. 3.

Este trabajo está organizado como sigue: En la Sec. 2, se
describe el modelo y el problema inverso de identificación de
la permitividad; en la Sec. 3 se realizan algunas suposiciones
adicionales sobre las caracterı́sticas del flujo; en la Sec. 4 se
describe la nueva metodologı́a la cual est́a basada en el desa-
coplamiento del problema original en cinco problemas, para
cada uno de los cuales existe teorı́a suficientemente desarro-
llada y justificada para su tratamiento; en la Sec. 5 se efectúa
una simplificacíon del problema al desacoplar una subregión
anular deĺarea de estudio; en la Sec. 6, se estudia el proble-
ma de Cauchy para la ecuación de Laplace en un anillo; en
la Sec. 7 se estudia el problema de recuperar la permitividad
usando los resultados de los problemas anteriores del desaco-
plamiento y se muestra un ejemplo numérico. Las conclusio-
nes se dan en la Sec. 8.

2. El modelo

En nuestro problema la configuración de la sección transver-
sal est́a formada por tres cı́rculos conćentricos que determi-
nan tres regionesΩk, k = 1, 2, 3 (ver Fig. 1). Dentro del
ćırculo interiorΩ1 (con radioR1) se tiene un flujo multif́asi-
co con una permitividad desconocidaε1 (x, y), mientras que
en las regiones anularesΩ2 y Ω3, con radios exterioresR2 y
R3, se tienen materiales con permitividades constantes y co-
nocidasε2 , ε3. Se considera un arreglo deN (8 a 16) elec-
trodos contiguosSj colocados de manera equidistante sobre

FIGURA 1.

la superficie del circulo intermedio. El potencialV (i) gene-
rado en esta configuración por el campo de desplazamien-
to eĺectrico, cuando los electrodos son considerados como
superficies equipotenciales con potencial igual a uno en un
electrodo de referenciaSi y con el resto de los electrodosSj ,
j 6= i, j ∈ {1, . . . , N} conectados a tierra, tiene tres compo-
nentesV (i)

1 , V
(i)
2 y V

(i)
3 asociadas, de manera natural, a cada

una de las regionesΩk, k = 1, 2, 3.
La pantalla se modela como una lı́nea equipotencial cir-

cular, que corresponde a la frontera exterior deΩ3, con po-
tencial igual a cero. El modelo que satisfacen los potenciales
V

(i)
k , i = 1, . . . , N y k = 1, 2, 3 es el siguiente:

∇(εk(z)∇V
(i)
k ) = 0 en Ωkk = 1, 2, 3, (3)

dondez = (x, y) y se cumplen las condiciones de frontera

V
(i)
1 (z) = V

(i)
2 (z), ε1(z)

∂V
(i)
1

∂n1
(z) = ε2

∂V
(i)
2

∂n1
(z) (4)

sobre|z| = R1, donden1 es el vector normal unitario exte-
rior a este ćırculo.

Adicionalmente a las Ecs. (4), se tiene

V
(i)
3 (z)=V

(i)
2 (z)=ψi en |z|=R2

y V
(i)
3 (z)=0 en |z|=R3. (5)

dondeψi es una funcíon definida sobre|z| = R2 que, en
coordenadas angulares, tiene la expresión

ψ(i)(θ) =





0 si θ ≤ 2π(i−1)
N − θ0

2 ,
θ − θ−i

θ0
+ 1 si

2π(i− 1)
N

− θ0

2
≤ θ ≤ 2π(i− 1)

N
+

θ0

2
,

1 si
2π(i− 1)

N
+

θ0

2
≤ θ ≤ 2πi

N
− θ0

2
,

θ+
i − θ

θ0
+ 1 si

2πi

N
− θ0

2
< θ ≤ 2πi

N +
θ0

2
,

0 si
2πi

N
+

θ0

2
≤ θ;

(6)
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con

θ−i =
2π(i− 1)

N
+

θ0

2
y

θ+
i =

2πi

N
− θ0

2
.

La capacitancia mutua entre eli-ésimo electrodo, consi-
derado como electrodo de referencia, y elj-ésimo electrodo
conj 6= i, est́a dada por

Ci j = K

∫

Sj

ε(z)
∂V (i)

∂n2
ds, (7)

donden2 es el vector unitario normal exterior al cı́rculo de
radioR2 y K es una constante con unidades de potencial in-
verso. Se observa que es posible obtener de (7) la relación

νij
def
=

∫

Sj

∂V
(i)
2

∂n2
ds =

1
ε2



ε3

∫

Sj

∂V
(i)
3

∂n2
ds− Ci,j

K



 . (8)

Del hecho de queCi j = Cj i y que, como veremos en la
Sec. 4, el ćalculo deV (i)

3 puede realizarse de forma indepen-
diente en el modelo (3)-(5), se considera el problema inverso
de la manera siguiente:

Dados los1/2N(N − 1) valoresvij (i, j = 1, 2, . . . , N)
(i < j), obtenidos usando los datos de capacitancias (7), de-
terminar de forma aproximada el valor deε1(x, y) teniendo
el cuenta el modelo (3)-(5).

3. Suposiciones adicionales

El método tradicionalmente usado para resolver el problema
inverso de identificación consiste en minimizar un funcional
de ḿınimos cuadrados no lineales que depende deε1, donde
se minimiza la diferencia entre los valores teóricamente cal-
culados y las mediciones experimentales de las capacitancias
mutuas.

La principal desventaja de esta metodologı́a es que en
cada paso de la iteración para resolver el problema de mi-
nimizacíon debe resolverse un problema de contorno del ti-
po (3)-(5), lo cual implica un alto costo computacional. Por
otra parte, debido a la no linealidad del funcional que debe
minimizarse y al mal planteamiento del problema de identi-
ficación, no hay un criterio fundamentado para obtener una
solucíon nuḿerica estable de este proceso de optimización,
cuando no hay informacióna priori sobre el tipo de flujo [2].

Por esta raźon, en el presente trabajo se propone un nuevo
método, el cual utiliza un algoritmo no iterativo, bajo la supo-
sición adicional de que el campo de desplazamiento eléctrico
J (i) = ε1∇V

(i)
1 es irrotacional. Esta condición puede ser

considerada como un criterio práctico aceptable para la apli-
cacíon de inteŕes en este trabajo, ya que la misma significa
que el ŕegimen de flujo no tiene lı́neas de corriente espira-
les lo cual ocurre en el caso del flujo de petróleo en tubeŕıas

durante el proceso de extracción [4]. Con esta suposición se
obtiene la relacíon [3]:

εi
1(z)

∣∣∣∇V
(i)
1

∣∣∣

=
ε2

π

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|ξ|=R1

∂V
(i)
2

∂n1
(ξ)∇z (ln |z − ξ|) dsζ

∣∣∣∣∣∣∣
, (9)

la cual indica que para cada juego de mediciones con un solo
electrodo de referenciai-ésimo, se identifica uńunico valor
de la permitividadεi

1(z), siempre queV (i)
1 y V

(i)
2 sean cono-

cidos. Posteriormente, al variar el electrodo de referencia se
pueden utilizar diferentes procesos de ajuste para estimar el
valor deε1(z) que mejor aproxime a todosεi

1(z), calculados
mediante la f́ormula (9). En la Sec. 4 se describe cómo obte-
nerV (i)

1 y V
(i)
2 en este nuevo ḿetodo y en la Sec. 7 se mues-

tran ejemplos de ćomo obtener una representación gŕafica de
ε1(z) en una sección transversal de la tuberı́a utilizando (9)
para un juego de mediciones de capacitancias mutuas calcu-
ladas con uńunico electrodo de referencia.

4. Descripcíon del método

En el nuevo ḿetodo se calcula primeroV (i)
3 , despúesV

(i)
2

para obtener finalmenteV (i)
1 , lo cual permite el ćalculo de la

distribucíon de permitividades deseadaε1 a trav́es de la rela-
ción secundaria dada por (9). El método consiste en los pasos
siguientes:

a) Obtener V
(i)
3 en Ω3 resolviendo un problema de

contorno para la Ec. (3) conj = 3 en el anillo
R2 ≤ |z| ≤ R3 y las condiciones de contorno de Di-
richlet (5) paraV

(i)
3 . En la Sec. 5, usando series de

Fourier, se calculaV (i)
3 junto con el valor de

∫

Sj

∂V
(i)
3

∂n2
ds.

b) Obtener un valor aproximado de

∂V
(i)
2

∂n2

sobre el circulo|z| = R2 usando un algoritmo de inter-
polacíon estable como el indicado en la Ref. 5 a partir
de los datos conocidosνi,j dados en (8).

c) Usando los valores calculados de

∂V
(i)
2

∂n2

en el inciso anterior y la expresión deψi sobre el ćırcu-
lo de radioR2, se resuelve un problema de Cauchy pa-
ra la ecuacíon de Laplace en la región anularΩ2 con el
objetivo de obtener el valor deV (i)

2 .
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d) V
(i)
1 es obtenido a trav́es de un ḿetodo variacional

usando una base convenienteβ =
{
W 1

nm,W 2
nm

}
de

funciones en el espacio de SobolevH1(Ω1) junto con
la expresíon obtenida deV (i)

2 en c) y teniendo en cuen-
ta las condiciones de frontera (4). Los primerosM co-
eficientes del desarrollo en serie deV

(i)
1 con respecto a

la baseβ se obtienen resolviendo un problema de mı́ni-
mos cuadrados lineales que se deduce a partir de un sis-
tema de ecuaciones integrales equivalente al problema
(3) paraj = 1 con las condiciones de contorno (4) [7].
El problema de ḿınimos cuadrados se resuelve sujeto a
restricciones cuadráticas, las cuales dependen de la in-
formacíon a priori sobre las cotas paraε1. El número
M se determina en función del error de medición [7].
El funcional asociado a este problema de optimización
tiene la forma siguiente:

fi(x)=
∣∣∣A(i)x

∣∣∣
2

+
∣∣∣Bx−b(i)

∣∣∣
2

+
∣∣∣Cx−d(i)

∣∣∣
2

i,

= 1, 2, . . . , N (10)

con restricciones cuadráticas, donde las matricesA(i)

y los vectoresb(i) y c(i) dependen de los datos de capa-
citancia, mientras que las matricesB y C no dependen
de ellos [7]. El vectorx est́a formado por los coeficien-
tes desconocidos del potencialV

(i)
1 en la baseβ [7].

e) Una vez queV (i)
1 ha sido obtenido, el ćalculo deε

(i)
1

puede hacerse analı́ticamente a trav́es de (9), lo cual
est́a en dependencia de los valores obtenidos paraV

(i)
1

y V
(i)
2 , respectivamente. Se muestran ejemplos de re-

cuperacíon deε1(z) en la Sec. 7 de este trabajo.

5. Sobre el desacoplamiento del potencialV (i)
3

Para desacoplar el potencialV
(i)
3 basta observar quéeste sa-

tisface el problema

∆V
(i)
3 = 0 en Ω3,

V
(i)
3 = 0 |z| = R3 y

V
(i]
3 = ψi |z| = R2

si V (i)
3 se expresa en coordenadas polares en la forma

V
(i)
3 (r, θ)=a

(i)
0 +b

(i)
0 ln(r)+

∞∑

k=1

(a(i)
k rk+b

(i)
k r−k) cos kθ

+
∞∑

k=1

(c(i)
k rk+d

(i)
k r−k) sen kθ,

entonces, después de realizar las manipulaciones adecuadas,
se encuentra que

∫

S+
j

∂V
(i)
3

∂n2
ds = â0 ln

(
R3

R2

)
− b̂0

∞∑

k=1

1
k2

Rk sen
(

kθ0

2

)

× sen
(

kπ

N

)
sen k

(
π

N
− θ0

2

)
cos

(
2k(i− j)π

N

)
,

donde

Rk=
R2k

3 +R2k
2

R2k
3 −R2k

2

, â0=
1
N

(
2π

N
−θ0

)
y b̂0=

8
πθ0

.

Esta expresión se calcula una vez y puede sustituirse en (8).
De esta forma, el ḿetodo propuesto permite reducir el pro-
blema de identificación al c̀alculo deV

(i)
1 y V

(i)
2 para poste-

riormente obtenerεi
1(z)a partir de la f́ormula (9).

6. El problema de Cauchy para la ecuacíon de
Laplace en el anillo circular

De acuerdo con el inciso c) de la Sec. 4, el tercer problema
que debe resolverse para poder aplicar el algoritmo propuesto
es un problema de Cauchy para la ecuación de Laplace en un
anillo circular, a saber, hallar la función V

(i)
2 que satisfaga el

siguiente problema de contorno:

∆V
(i)
2 = 0 en Ω2 (11)

∂V
(i)
2

∂n2
= φ(i), V

(i)
2 = ψ(i) en |z| = R2 (12)

dondeφ(i) representa el valor recuperado de

∂V
(i)
2

∂n2

por medio del proceso de interpolación indicado en el inci-
so b) de la Sec. 4.

El problema (11)-(12) es un problema mal planteado [8] y
por ello su solucíon es sensible al error cometido en la deter-
minacíon deφ(i). Buscaremos la solución de (11)-(12) como
la suma de las soluciones de los problemas siguientes:

∆ũ2 = 0 en Ω2, (13)

∂ũ2

∂n2
= φ(i) en |z| = R2,

ũ2 = 0 en |z| = R1,





(14)

∆ū2 = 0 en Ω2, (15)

∂ū2

∂n2
= 0 en |z| = R2,

ū2 = f en |z| = R1,





(16)

dondef debe elegirse de manera queũ2 + ū2 = ψ(i) en
|z| = R2.
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El problema (13)-(14) es un problema bien planteado [8].
De hecho si denotamos la serie de Fourier deφ(i) mediante

φ(i) = h0 +
∑∞

k=1
h1

k cos kθ + h2
k sen kθ,

entonces la solución de (13)-(14) está dada por

ũ2 = a0 + b0 ln(r) +
∞∑

k=1

(ãkrk + b̃kr−k) cos kθ

+
∞∑

k=1

(c̃krk + d̃kr−k) sen kθ, (17)

donde

a0 = −h0R2 ln(R1), b0 = h0R2,

ãk =
h1

kR−k+1
1

Dk
, b̃k = −h1

kRk+1
1

Dk
,

c̃k =
h2

kR−k+1
1

Dk
, d̃k = −h2

kRk+1
1

Dk
,

Dk = k
[
Rk

1R−k
2 + Rk

2R−k
1

]
. (18)

Por otra parte, existe un operador lineal

K : L2(|z| = R1) → L2(|z| = R2)

tal que
K(f) = g = ψ(i) − h, (19)

donde

g = ū2||z|=R2
y h = ũ2||z|=R2

.

Una vez obtenida la solución f de (19), se debe resolver el
problema de contorno (15)-(16) y la solución del problema
de Cauchy (11)-(12) se expresa en la formaV

(i)
2 = ũ2 + ū2.

El operadorK est́a bien definido, es inyectivo y compac-
to. Para ver estóultimo basta notar queK es el operador que
a cada condición de contornof sobre|z| = R1 le asocia la
traza sobre|z| = R2 de la solucíon u ∈ H1(Ω2) del proble-
ma (15)-(16). De los resultados conocidos sobre operadores
compactos, se tiene que el operador inversoK−1 no es con-
tinuo y, por lo tanto, resolver la Ec. (19) es un problema mal
planteado. Describamos el operadorK usando series de Fou-
rier.

Supongamos que

f(θ) = f0 +
∞∑

k=1

f1
k cos kθ +

∞∑

k=1

f2
k sen kθ

con

f0 =
1
2π
〈f, 1〉L2

, f1
k =

1
π
〈f, cos kθ〉L2

y f2
k =

1
π
〈f, sen kθ〉L2

.

La solucíon del problema (15)-(16) está dada por

ū2(r, θ) = ā0 +
∞∑

k=1

(ākrk + b̄kr−k) cos kθ

+
∞∑

k=1

(c̄krk + d̄kr−k) sen kθ, (20)

ā0 = f0, āk =
2f1

kR−k
2

Ek
, b̄k =

2f1
kRk

2

Ek
,

c̄k =
2f2

kR−k
2

Ek
, d̄k =

2f2
kRk

2

Ek
,

Ek = Rk
2R−k

1 + Rk
1R−k

2 . (21)

Sustituyendo (21) en (20) y evaluando enr = R2 se ob-
tiene

g = f0 + 2
∞∑

k=1

f1
k

Ek
cos kθ + 2

∞∑

k=1

f2
k

Ek
sen kθ, (22)

con lo cual describimos la acción del operadorK sobref ,
ya que se han expresado los coeficientes de Fourier deg en
términos de los def . De (22) se obtiene que los coeficientes
de Fourierg0, g1

k y g2
k deg permiten determinar los respecti-

vos coeficientes defpor medio de las relaciones

f0 = g0, f1
k =

Ekg1
k

2
, f2

k =
Ekg2

k

2
, (23)

en el caso en que la Ec. (19) tenga solución.

El operador inversoK−1 queda definido a partir de (23).
En nuestro casog = ψ(i)−h, donde los coeficientes de Fou-
rier deh se determinan por medio de la expresión en serie de
ũ2||z|=R2

, obteníendose

h = h̃0 +
∑∞

k=1
h̃1

k cos kθ +
∑∞

k=1
h̃2

k sen kθ, (24)

donde

h̃0 = −h0R2 ln(R1) + h0R2 ln(R2),

h̃1
k =

h1
kR−k+1

1 Rk
2 − h1

kRk+1
1 R−k

2

Dk
,

h̃2
k =

h2
kR−k+1

1 Rk
2 − h2

kRk+1
1 R−k

2

Dk
,

Dk = k
[
Rk

1R−k
2 + Rk

2R−k
1

]
= kEk (25)

Por otra parte, los coeficientes de Fourierg̃0, g̃1
k y g̃2

k

deψ(i) se obtienen por ćalculos directos y usando (24) y (25)
se encuentran finalmente para los coeficientes de Fourier de
g las relaciones siguientes.
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Sustituyendo (25)-(26) y (27) en (24) encontramos los co-
eficientes de Fourier parag = g̃ − h̃:

g0 = g̃0 − h0R2 ln
R2

R1
,

g1
k =

Dkg̃1
k + h1

kRk+1
1 R−k

2 − h1
kR−k+1

1 Rk
2

2k
,

g2
k =

Dkg̃2
k + h2

kRk+1
1 R−k

2 − h2
kR−k+1

1 Rk
2

2k
. (26)

Sustituyendo ahora (26) y (23) en (21) obtenemos los co-
eficientes de la serie de Fourier (20) deū2:

ā0 = g̃0 − h0R2 ln
R2

R1
,

āk =
Dkg̃1

kR−k
2 + h1

kRk+1
1 R−2k

2 − h1
kR−k+1

1

2k
,

b̄k =
Dkg̃1

kRk
2 + h1

kRk+1
1 − h1

kR−k+1
1 R2k

2

2k
,

c̄k =
Dkg̃2

kR−k
2 + h2

kRk+1
1 R−2k

2 − h2
kR−k+1

1

2k
,

d̄k =
Dkg̃2

kRk
2 + h2

kRk+1
1 − h2

kR−k+1
1 R2k

2

2k
. (27)

Sumando (18) y (27) se obtienen los coeficientes de Fou-
rier de la solucíon del problema de Cauchy (11)-(12).

Finalmente, a partir de las condiciones de solubilidad
débil de los problemas de contorno (13)-(14) y (15)-(16), ob-
tenemos el resultado siguiente:

La condicíon sobreφ(i) y ψ(i) para que exista la solu-
ción d́ebil del problema de Cauchy (11)-(12) en el espacio de
SobolevH1(Ω1) es que

φ(i) ∈ L2(|z| = R2), f ∈ H1/2(|z| = R1) (28)

donde los coeficientes de Fourierf0, f1
k y f2

k def se repre-
sentan a trav́es de los coeficientes de Fourierg0, g1

k y g2
k deg

por medio de (23) y estośultimos est́an dados por las fórmu-
las (26) que dependen de los coeficientes de Fourier de las
condiciones de contornoφ(i) y ψ(i). Si (28) se cumple enton-
ces la solucíon del problema de Cauchy (11)-(12) se expresa
como la suma de las soluciones de los problemas de contor-
no (13)-(14) y (15)-(16).

De esta forma se ha encontrado la expresión expĺıcita de
la solucíon del problema de Cauchy (11)-(12) usando series
de Fourier.

7. Un ejemplo de la recuperacíon deε1 a través
de la Ec. (9)

En esta sección se muestra un ejemplo sintético para ver la
efectividad de la f́ormula (9) para obtener la permitividad
cuando ya se obtuvieron de manera aproximada los poten-
cialesV1 y V2. Para ello se construye una soluciónV1, V2 del

problema (3)-(4), dondeε(r, θ) y ε2se eligen apropiadamen-
te y por simplicidad, sobre la frontera|z| = R2 se toma una
condicíon de contorno paraV2 diferente deψ(i). El caso en el
cualε1 es constante y los potencialesV1 y V2 son conocidos
ha sido presentado en la Ref. 3.

Para construir el ejemplo se toma

ε1(r, θ) = V1(r, θ) =
(
2− r2R−2

1 cos(2θ)
) 1

2 ,

ε2 = 1, R1 = 1 y R2 = 1.1. En este caso, se cumple que
∇ × (V1∇V1) = 0, es decir, el vector de desplazamiento
eléctrico cumple la condición de irrotacionalidad requerida
en la Sec. 3.

Para la elección del potencialV2, se supone que

V2(r, θ) =
â0

2
+

∑N

k=1

(
âkrk + b̂kr−k

)
cos kθ

+
∑N

k=1

(
ĉkrk + d̂kr−k

)
sen kθ

y usando las condiciones de contorno (4) se encuentra que
â0 = a0 y queâk, b̂k, ĉk, d̂k satisfacen los sistemas de ecua-
ciones:

âkRk
1 + b̂kR−k

1 = ak

âkRk−1
1 − b̂kR−k−1

1 = 0

}
k 6= 2

â2R
2
1 + b̂2R

−2
1 = a2,

â2R1 − b̂2R
−3
1 = − 1

2R1
,

ĉkRk
1 + d̂kR−k

1 = bk,

ĉkRk−1
1 − d̂kR−k−1

1 = 0, (29)

donde

ak =
1
π
〈V1 |r=R1 , cos kθ 〉 ∣∣L2(|z|=R1)

y

bk =
1
π
〈V1 |r=R1 , sen kθ 〉

∣∣
L2(|z|=R1) ,

parak ≥ 0 son los coeficientes de Fourier deV1||z|=R1
.

Para recuperarε1 mediante la formula (9), en este ejem-
plo consideramos dos casos:

1. Tomando la expresión exacta paraV1 y una expre-
sión aproximada de la serie de Fourier deV2 con
k = 0, 1, . . . , 20 términos que se calculan por medio
de (29). Como condición de contornôψ sobre la fronte-
ra |z| = R2 se ha tomado la restricción deV2 obtenido
de esta forma a dicha frontera. Los coeficientesak y bk

han sido calculados usando las formulas de cuadratura
de Lobato (de MATLAB).

2. Agregando a los coeficientesak y bk obtenidos en el
caso anterior, un error del orden de 10−2 y obtenien-
do los coeficientes aproximados paraV2 resolviendo el
sistema correspondiente (29).
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FIGURA 2. Permitividad exacta.

FIGURA 3. Permitividad recuperada por medio de la Ec. (9) para
datos con error.

Posteriormente se recobra la permitividad, en ambos ca-
sos por medio de (9). En las Figs. 1 y 2 se muestra la permi-
tividad exacta y la recuperada a través de (9), para datos con
error.

Para el caso 1 la permitividad recuperada coincide con la
exacta y en este caso el error relativo es igual a cero.

En el caso 2 se observa la influencia del error en la per-
mitividad recuperada. En este caso se calcula el error rela-
tivo con la norma uniforme, es decir, mediante la formula
siguiente:

Erel = máx
i,j

∣∣∣∣∣
εi,j
1, recuperada

εi,j
1, exacta

− 1

∣∣∣∣∣ ,

donde los indicesi, jrepresentan los nodos de la red en
los que ha sido efectuado el calculo deε1. En este caso
Erel = 0.34. Se concluye de estos ejemplos que debe incluir-
se t́ecnicas de regularización en el proceso de identificación
de la permitividad.

8. Conclusiones

1. Este ḿetodo permite la descomposición del problema
inverso en varios problemas más simples, y cada uno
de ellos puede resolverse de forma numéricamente es-
table con la justificación téorica necesaria y no es ne-
cesario resolver el problema directo en cada iteración.

2. Se ha establecido un algoritmo para encontrar la solu-
ción del problema de Cauchy para la ecuación de La-
place en el anillo circular usando series de Fourier. El
estudio del efecto del error en las mediciones sobre la
solucíon encontrada se estudiará en trabajos posterio-
res. Tambíen se muestra, a través de un ejemplo, que la
fórmula (9) permite recuperar la permitividad en forma
aproximada. De esta forma, el primero, tercero y quin-
to problema del ḿetodo propuesto han sido estudiados
en este trabajo. En trabajos futuros se estudiarán tanto
el segundo como el cuarto problema b) y d) de la Sec. 4
deéste ḿetodo.
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