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En este aitulo se presenta uné&todo para determinar los j@anetros del atractor dedRsler de forma muy aproximada, por medio de

la observadn de una variable disponible. Se demuestra que el sistema es algebraicamente observable e identificable con respect:
salida elegida. Este hecho permite construir una paramebtizalferencial de la salida y de sus respectivas derivadas. A partir de esta
parametrizadin, se establece un esquema de identifirabasado en el @odo de rmimos cuadrados y la soldri es encontrada por un
algoritmo ge#tico.

Descriptores: Sistemas caoticos; problema inverso; estibacie paametros y estados.

This article presents a method to determine the parameterdssiét’s attractor in a very approximated way, by means of observations of an
available variable. It is shown that the system is observable and identifiable algebraically with respect to the chosen output. This fact all
to construct a differential parametrization of the output and its derivatives. Using this parametrization an identification scheme based on |
mean squares is established and the solution is found with a genetic algorithm.

Keywords: Chaotic systems; inverts problem; parameters and states estimation.
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1. Introduccion salida en particularvériable y del modelo de Bssler). El
esquema propuesto se basa en las propiedades algebraicas ¢

En las @cadas recientes se ha prestado gran @ertipro-  observabilidad e identificabilidad que el sistema desser

blema de la identificadn y/o reconstrucoin de los sistemas  satisface. Estas propiedades permiten encontrar una parame

cebticos a partir del conocimiento de una @snde sus va- trizacion diferencial de la salida y urimero finito de sus res-

riables; el inteés se debe a que estos sistemas pueden sggctivas derivadas. La parametriZzatios permite proponer

aplicados en una amplia variedad de problemas disieaf  un esquema de identificéci no lineal en los pametros, ba-

la ingeniefa, la ecologa y la biologa, por mencionar algu- sado en el ratodo de rinimos cuadrados, el cual es resuelto

nas [6,7,12,14,15]. La reconstrugnide un sistema 6HCO  eficientemente por un algoritmo g&tito GA).

a partir del conocimiento o dlSpOﬂlbl'ldad de una o algunas El trabajo se organiza como Sigue: en la Sec. 2 se estu-

de sus variables (mensurables), consiiesso modpen en-  dian las propiedades algebraicas del sistema @sIBr, en

contrar el modelo inverso de tal sistema. Dicho de otra fOHa Sec. 3 se propone un observador proporciona| integra| de

ma, al tener un conocimiento parcial del atractor, se deseagtden reducido@PIOR), que permite estimar las derivadas

extraer las variables y pametros desconocidos éste. Cabe e |a salida. Las conclusiones se presentan en la Sec. 4, y er

resaltar que la motivagn para buscar solumi a este proble- | aendice se incluye una breve introdutide GAs y la

ma se debe a que, en muchas aplicacionastioas o reales, demostradn de la proposiéin.

no todas las variables se pueden medir ni todos |asnper

tros eshn disponibles. Generalmente este problema puede ser . . .

resuelto a trags de dos enfoques: el primero se basa en ef- Propiedades del sistema de &ssler

teorema de la reconstruéci de Takens o sistemas embebi- . : . .

dos [1-3,15], y el otro se basa en el uso de observadores geonmderemos el sistema dégzler RS) [11] descrito por

estado y sistemas de identificiej desarrollados por la téar i=—(y+2),
de control [8-10, 13]. Ambos enfoques permiten reconstruir § =z +ay, (1)
o estimar las variables faltantes, asumiendo que se dispone i=b+z(z — o).

de una o algunas de sus variables.

En este trabajo resolvemos el problema de la identificaSe sabe que en una vecindad de logpeatros{a = b = 0.2,
cion de paametros y la estimagn de variables de estado pa- ¢ = 5} este sistema presenta comportamientdica (nbtese
ra el sistema de &ssler, mediante el conocimiento de unaque $lo se cuenta con uetmino no-lineal) [12].
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Definicion 1: Consicerese un sistema indeterminado de S1.Los estados del sistema no-lineal (1) se mueven alrededor
ecuaciones diferenciales ordinarias de cero.

S2.Se dispone del conjunto de variables

G(tvxivyayv"'vy(m)ap):01 (2) .

VF:{F(tk)v 7F(3)(tk)}
dondeX T = [zy,.. ,z,] € R™ es un vector de estado y
PT = [py,...,pm] € R' es un vector de pametros constan-
tes. Supngase que existe una correspondencia suave, loc
y uno a uno entre la soluoh X (t) del sistema2) y una
funcion arbitraria y(t) = h(t, X(t)) € R, entonces se dice
que el estada; es observable algebraicamente con respectdado que el conjunto de variablgs”!), F(?) F®3)} no
ay(t), si satisface la siguiente reldm algebraica estn disponible, se propone un observador de estado redu-

cido para estimar estas variables, como se presenta a conti-

fL(y7 s ,y(m)’ P)

nuacbn.
gi(ya ey y(s)a P)

dondef;, g; y h son mapas suavés;, m son enterosy*) es
la k-ésima derivada dg. La variabley es la salida. Sic; es  Basandonos en el trabajo de la Ref. 10 se presenta el siguiente

en los instantes, € S = (¢r,tar,...,tN), CON UN tiempo
E(ﬂe muestrea, seleccionado de tal manera que

T:tj+1—tj ;j:{l,2,...,n—1}.

T = ; m < s; con coeficientes eR,

3.1. Observador de orden reducido (OPIOR)

observable para tode = 1,...,n, entonces se dice que el estimador:
sistema es completamente observable. S0 P ~(0)
Definicion 2:Consicrese nuevamente el sistema (2) bajo las £ = Yk + kpF’ i k={1,..,m}, con IV =y,
mismas condiciones de la Defirai 1. Si se puede encontrar (6)
un mapa suavé/ : R/ — R! tal que donde

0=W(y,g,..y9, P), Yo = —kp (v + kpFED) + pp 4+ K FED 0 (7)

. i . - o (k-

entonces se dice que el vector dedraetrosP es identifica- pr = =iy + kp D), 8
ble algebraicamente con respecto a la salida Seael errog, = F(®) — F®) | = {1,2,...m}, la siguiente

Una interpretadin intuitiva de lo anterior es que un siste- on0sicon nos permite calcular el error.
ma es algebraicamente observable si existe una variable Mgroposicion 1: Sea el sistema (1) bajo la supoginiS1,en-
dible y, tal que todas las variables del sistema se puedan exsnces el estimador propuesto en (6) a (8) es capaz de recu-
presar como parametrizaciones diferenciables exclusivameRerar |as derivadas de la salida con un error,
te en érminos dey. Si el vectorP es raz de una fundn
parangtrica diferencial de la salida decimos que el sistema 1€k ()] < Brngrpa) /A" 9)
es identificable con respecto a dicha salida [10, 13].
A continuacbn verificamos qudRS satisface las defini- dondeA* est dada por
ciones previas cuando tomamps- F'. Este sistema es alge- 1
braicamente observable con respecigya que las variables AT = §RW (—kp +\/ k3 — 4ki),
x Yy z pueden reescribirse como,
0B, €s una constante positiva que depende de las condicio-
r=F—-aF ; z=-F+aF-F . (3)  nes inicialest;,(0) y £,,(0), y ny, satisface| F()(t)| < ny,
k=1{1,2,..,m}".(Ver el Apendice para la demostraci.
De > obtenemos”®) :

5 . . ) L 3.1.1. Simulaciones niaricas
FG) — b+ (F—aF+F)(F—aF —c¢)+aF —F. (4)

La eficiencia deOPIOR se verifi® mediante simulaciones,
Por lo tanto, el sistema (1) es identificable con respecto a lgsando el algoritmo de Runge-Kutta-4. Ellaulo se rea-
salidaF,_porque labltima parametrizadin diferencial puede iz con una preciéin de8 digitos decimales, desde= 0
ser escrita como at = 10 segundos. Se daun paso de integrami de0.0001.
Los valores de los pametros delRS se eligieron como
a = 0.2, b=0.2yc = 4,y las condiciones iniciales se
establecieron como(0) = —1, y(0) = 1y 2(0) = 0. Las
3. Estimacibn de estados e identificadn de ganancias del observador fueron tomadas céme- 1000

parametros y k; = 250100, con condiciones iniciales igual a cero. Des-

pués det =~ 0.5 segundos se obsérgue los errores prome-
Antes de abordar los problemas de identifibacy estima-  dios de estimadin estaban alrededor gg(t) ~ 0.1 x 107,
cibn se deben establecer las siguientes suposiciones. &(H) ~ 0.5 x 1075,y &5(t) ~ 5 x 1075,

0=W(F, F,F,F® P);con P2 [a,b,d. (5)
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3.2. Identificacion de parametros por medio de minimos

cuadrados

La estimaddn del vectorP est basada en la parametrizaci
diferencial propuesta en (4) y la minimizanide la siguiente
funcién cuadatica:

k=N

S(N) = mg%
pE

~ i . 2
(FO(t,0) - FO))
0

conty € S, (20)
donde el ambolo “F®)( , )” denota al estimador paranico
de la tercera derivada con respecto al tiempd'diado por

FO(t,p) = —p1 + (F(t) — poF(t) + F())(F(t)
—poF(t) — ps) + poF(t) — F(t), (11)

conp = [po, p1,pa] € R®.

Enfatizamos que si el vectprtoma los valores reales da-
dos porp, = [a, b, ¢], entoncesS(N) = 0. Esto significa que
encontrar vector de pametros desconocidps®s equivalente
a resolver un problema deimimos cuadrados.

Cabe resaltar que para poder calcular los puntbsas
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TABLA |. Los mejores individuos de algunas generaciones.

Generadn a b c

1 0.1675 0.0541 3.6851
3 0.1972 0.3352 4.7275
10 0.1973 0.1624 3.7922
32 0.2000 0.2005 4.0067
100 0.2000 0.1999 3.9999

ot a=0.2 . b=0.2 c=4

0.20 ’_/\J; 03l . .

o e
0.170 S 01 s N

Generation Generation Generation

FIGURA 1. Pa@metrosz,by c.

4. Conclusiones

El enfoque algebraico diferencial nos permite resolver el pro-
blema de identificadin para el sistema dedRsler. Bagndo-
nos en el hecho que el sistemadsRler es algebraicamente

de la funcon de costo (10), es necesario resolver tres eCU;pservable e identificable respecto a la variableace posi-

ciones para@tricas no-lineales con respecto a losgae-
tros{a, b, c}, las cuales no presentan una sabncalgebrai-
ca; esto conduce a un problema de optimiaagomplejo.
Si Gnicamente se cuenta con la salida= F, no es posible
obtener anédlicamente los pametros del sistema déBsler.
Sin embargo, es posible obtener una expresigebraica pa-
ra los paametrosa, b y ¢ siempre y cuando los estadosy

y z esen disponibles [14]. Para superar este problema, utili

zamos UrGA para calcular el vectgy que minimiza la ex-
presbn (10). Este ratodo esad-hog porque evitamos la ne-
cesidad de calcular las derivadas con respecto a |@snear
tros y tener que encontrar lagees de la fundn parangtrica
no-lineal. Adenas, se pretende evitar caer emimos loca-
les [16-18].

3.2.1. Simulaciones nuiticas del GA

Para evaluar la eficiencia debtodo de identificadin, elGA

estind el vectorp minimizando (10). Empleando los mismos

valores utilizados en la simuldni anterior, se establécin
tiempo de muestreo dado en segundos- 0.08, numero de
muestrasV = 25, la aptitud (funcbn de costo) fue elegida

comoa = 1077. Las muestras se tomaron en el intervalo de

8 a10 segundo$. El espacio de isqueda del vectgrse es-
tablecd dentro de un cub&? con centro ep = [0, 0, 0] con
aristas de longitudo.
La Fig. 1 muestra el proceso de evolutide los paametros
a,byec.

Finalmente, en la Tabla | se muestra la evdinaile cada
parametro a lo largo de cada genefati

ble obtener una parametrizanidiferencial de la salida y sus
respectivas derivadas con respecto al tiempo. Cabe resaltar
que esta parametrizdxi contiene la informadin necesaria
para recuperar los estados restantes y loarpatros desco-
nocidos. A partir de esto se propone un esquema de identifi-
cacbn que utiliza el rétodo tradicional de mimos cuadra-
dos, el cual fue resuelto por medio de@A. Es importante

mencionar que la parametrizani depende de combinacio-

nes no-lineales de los @anetros, la salida y las derivadas de
ésta. Estafiltimas no edin disponibles, sin embargo pueden
estimarse con mucha preginia traes de un observador de
orden reducido.
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Apéndice A

Breve introduccion a GA[17]

1. Los individuos en elGA son vectores eni{®) de la
formag; = [go.i,q1,:,92,:]. Se entiende que la codifi-
cacibn en est&A es real (en contraste con la codifica-
cion binaria).

2. Todas las poblaciones astformadas po500 indivi-
duos.
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3. El individuo con la mejor aptitud,,, (evidentemente

i. Debemos notar que;, se puede tomar comanaz | )F(i)(t)‘

clasificado en 1lugar), de la generagn P; pasa a la
generadn P;4, sin cambios.

. La creacdn de una generam P;; incluye los si-

guientes pasos:) selecobn; ii) apareamientdiji) mu-
tacion.

i ) La mitad superior de?; pasa a la pobladn P;
mientras que la mitad inferior es descartada. &
se queP], ; Unicamente tiene a los 250 mejores indi-
viduos deP;.

i) Para lograr el apareamiento de parejas, los padres
son generados de la siguiente manera: a cada individuo
enP; ., se le asigna una probabilidad que es calculada
proporcionalmente de acuerdo a su aptitud. La selec-
cion de los individuos se realiza mediante la generap,
cion de rumeros aleatorios dentro del ran@o1] (di-
gamosy;) Y se comparan con la probabilidad acumula-
da, Ap(g;), de cada individuo. El individug; es selec-
cionado para ser parte déﬂ cuandow; < Ap(g;).

En una primera ronda un determinado miembro de ca-

da pareja es seleccionado, mientras que en una segun-

de la vecindad especificada. Este es el paso final en la
creacon de la generaén P; ;.

. La aptitud de cada individuo fue calculada mediante

S(N) dondeN es el imero de muestras. El algorit-
mo se detiene cuando un individuo logra uaatitud’
denominaday, dondec se fija tan pequea como sea
necesario.

. Los componentes del vectgr = [qo, g1, ¢2] fueron

buscados en una “caja” previamente definida; esto sig-
nifica

|q’L - @‘ S Eiyi = {07 ]-7 2}7
dondeg; es el centro elegido y; es el radio que puede
ser elegido tan grande como sea necesario.

emostracbn de la Proposicon 1:(Unicamente para = 1)
Usando la derivada respecto al tiempo de (6), en comliinaci
con las Ecs. (7) y (8); y despa de algunas manipulaciones
obtenemos

~

F® = g, (F — ) — ki(F — ).

da ronda el otro miembro es elegido. El algoritmo dep| restary(®) en ambos lados de la ecuacidiferencial ante-

apareamiento empleado en e&tA es una ligera mo-
dificacion del algoritmo conocido comoperador de
apareamiento plango apareamiento aritréticg. Un
“ descendienteh = [hy, h1, ho] €S generado como

rior y sustituyendo el erraf; = F- 1y, llegamos a

W= Aw + 5, (12)

donde

hi = Bqiqx + (1 — B)qi2

donde los “padres” son

q1 = [QO,l,Q1,1,Q2,1] ;42 = [(JO,2,Q1,2,6]2,2]7

g1 es mejor individuo ques (i.e. g1 hace la fundn
de error mas peqii@ quegs) y 5 €s un fimero aleato-
rio elegido uniformemente dentro del intervld, 1].
Este intervalo es utilizado con el objeto de marcar co-
mo mas “influyente” la informadin acarreada por el

[51
w=| -

fTo 171 . [ o
&1 7A_{_ki _kp}’ 5‘1/_[—3/(3)].

Entonces es claro que el erroft) satisface

t

w(t) = A1) | (0) + /eA(tO_s)éy(s)ds

to

Puesto qued es exponencialmente estable y |&ae(t) es

mejor de los padres. Este proceso se repite hasta 9Yotada, tenemos la siguiente desigualdad:

un conjuntoP/,; con 249 “ descendientes” es com-

pletado. Entonces una nueva pobierca sido creada: w(t)| < Be A
P o= p 4 p -

AR ES! FARS
iii) El operador de mutagn tomalnicamente el 15% dondens se elige de tal forma qu|@(3) (t)| < ns. Los otros
de la pobladn PJ’/}rl y modifica un componente de ca- casos dondé = {2,..,m} pueden hacerse de la misma for-
da uno de estos individuos de forma aleatoria dentrana.

[w(0)| +8ns(1—e™"*) /X" — Bns/X",

transcurrido.
te[t; ty

Aun as, en la mayoia de los casos no es necesario calcularla. ; 1. Alligood, T.D. Sauery J.A. YorkeGhaos: An Introduction

to Dynamical Systen(Springer-Verlag, New York, 1997).

7. Las muestras fueron tomadas despule ocho segundos, de-

bido a las caractéesticas asiriiticas del estimadorQPIOR)
i.e. el estimador recupera con mayor exactitud a mayor tiempo

2. D.Hand y M. Berthold|ntelligent Data Analysis: An introduc-
tion, 2nd edition (Springer-Verlag, 2002).
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