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En este artı́culo se presenta un ḿetodo para determinar los parámetros del atractor de Rössler de forma muy aproximada, por medio de
la observacíon de una variable disponible. Se demuestra que el sistema es algebraicamente observable e identificable con respecto a la
salida elegida. Este hecho permite construir una parametrización diferencial de la salida y de sus respectivas derivadas. A partir de esta
parametrizacíon, se establece un esquema de identificación basado en el ḿetodo de ḿınimos cuadrados y la solución es encontrada por un
algoritmo geńetico.

Descriptores:Sistemas caoticos; problema inverso; estimación de paŕametros y estados.

This article presents a method to determine the parameters of Rössler’s attractor in a very approximated way, by means of observations of an
available variable. It is shown that the system is observable and identifiable algebraically with respect to the chosen output. This fact allows
to construct a differential parametrization of the output and its derivatives. Using this parametrization an identification scheme based on least
mean squares is established and the solution is found with a genetic algorithm.
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1. Introducción

En las d́ecadas recientes se ha prestado gran atención al pro-
blema de la identificación y/o reconstrucción de los sistemas
cáoticos a partir del conocimiento de una o más de sus va-
riables; el inteŕes se debe a que estos sistemas pueden ser
aplicados en una amplia variedad de problemas de la fı́sica,
la ingenieŕıa, la ecoloǵıa y la bioloǵıa, por mencionar algu-
nas [6,7,12,14,15]. La reconstrucción de un sistema caótico
a partir del conocimiento o disponibilidad de una o algunas
de sus variables (mensurables), consiste,grosso modo, en en-
contrar el modelo inverso de tal sistema. Dicho de otra for-
ma, al tener un conocimiento parcial del atractor, se desean
extraer las variables y parámetros desconocidos deéste. Cabe
resaltar que la motivación para buscar solución a este proble-
ma se debe a que, en muchas aplicaciones prácticas o reales,
no todas las variables se pueden medir ni todos los paráme-
tros est́an disponibles. Generalmente este problema puede ser
resuelto a trav́es de dos enfoques: el primero se basa en el
teorema de la reconstrucción de Takens o sistemas embebi-
dos [1–3, 15], y el otro se basa en el uso de observadores de
estado y sistemas de identificación, desarrollados por la teorı́a
de control [8–10, 13]. Ambos enfoques permiten reconstruir
o estimar las variables faltantes, asumiendo que se dispone
de una o algunas de sus variables.

En este trabajo resolvemos el problema de la identifica-
ción de paŕametros y la estimación de variables de estado pa-
ra el sistema de R̈ossler, mediante el conocimiento de una

salida en particular (variable y del modelo de R̈ossler). El
esquema propuesto se basa en las propiedades algebraicas de
observabilidad e identificabilidad que el sistema de Rössler
satisface. Estas propiedades permiten encontrar una parame-
trización diferencial de la salida y un número finito de sus res-
pectivas derivadas. La parametrización nos permite proponer
un esquema de identificación no lineal en los parámetros, ba-
sado en el ḿetodo de ḿınimos cuadrados, el cual es resuelto
eficientemente por un algoritmo genético (GA).

El trabajo se organiza como sigue: en la Sec. 2 se estu-
dian las propiedades algebraicas del sistema de Rössler, en
la Sec. 3 se propone un observador proporcional integral de
orden reducido (OPIOR), que permite estimar las derivadas
de la salida. Las conclusiones se presentan en la Sec. 4, y en
el aṕendice se incluye una breve introducción deGAs y la
demostracíon de la proposición.

2. Propiedades del sistema de R̈ossler

Consideremos el sistema de Rössler (RS) [11] descrito por

.
x = −(y + z),
.
y = x + ay,
.
z = b + z(x− c).

(1)

Se sabe que en una vecindad de los parámetros{a = b = 0.2,
c = 5} este sistema presenta comportamiento caótico (ńotese
que śolo se cuenta con un término no-lineal) [12].



438 C. AGUILAR IBÁÑEZ et al.

Definición 1: Consid́erese un sistema indeterminado de
ecuaciones diferenciales ordinarias

G
(
t, xi, y, ẏ, . . . , y(m), P

)
= 0, (2)

dondeX T = [x1, .. , xn] ∈ Rn es un vector de estado y
PT = [p1, . . . , pl] ∈ Rl es un vector de parámetros constan-
tes. Suṕongase que existe una correspondencia suave, local
y uno a uno entre la solución X(t) del sistema(2) y una
función arbitraria y(t) = h(t, X(t)) ∈ R, entonces se dice
que el estadoxi es observable algebraicamente con respecto
a y(t), si satisface la siguiente relación algebraica:

xi =
fi(y, . . . , y(m), P )
gi(y, . . . , y(s), P )

; m ≤ s; con coeficientes enR,

dondefi, gi y h son mapas suaves,l y m son enteros,y(k) es
la k-ésima derivada dey. La variabley es la salida. Sixi es
observable para todoi = 1, . . . , n, entonces se dice que el
sistema es completamente observable.
Definición 2:Consid́erese nuevamente el sistema (2) bajo las
mismas condiciones de la Definición 1. Si se puede encontrar
un mapa suaveW : Rj → Rl tal que

0 = W (y, ẏ, .., y(j), P ),

entonces se dice que el vector de parámetrosP es identifica-
ble algebraicamente con respecto a la saliday.

Una interpretacíon intuitiva de lo anterior es que un siste-
ma es algebraicamente observable si existe una variable me-
dible y, tal que todas las variables del sistema se puedan ex-
presar como parametrizaciones diferenciables exclusivamen-
te en t́erminos dey. Si el vectorP es ráız de una funcíon
paraḿetrica diferencial de la saliday, decimos que el sistema
es identificable con respecto a dicha salida [10,13].

A continuacíon verificamos queRS satisface las defini-
ciones previas cuando tomamosy = F . Este sistema es alge-
braicamente observable con respecto ay, ya que las variables
x y z pueden reescribirse como,

x =
.

F − aF ; z = −
..

F + a
.

F − F . (3)

De
.
z obtenemosF (3) :

F (3) = −b + (
..

F − a
.

F + F )(
.

F − aF − c) + a
..

F −
.

F. (4)

Por lo tanto, el sistema (1) es identificable con respecto a la
salidaF, porque laúltima parametrización diferencial puede
ser escrita como

0 = W (F,
.

F ,
..

F, F (3), P ); con P
4
= [a, b, c]. (5)

3. Estimacíon de estados e identificación de
parámetros

Antes de abordar los problemas de identificación y estima-
ción se deben establecer las siguientes suposiciones.

S1.Los estados del sistema no-lineal (1) se mueven alrededor
de cero.
S2.Se dispone del conjunto de variables

VF ={F (tk), .., F (3)(tk)}

en los instantestk ∈ = = (tτ , t2τ , . . . , tN ), con un tiempo
de muestreoτ , seleccionado de tal manera que

τ = tj+1 − tj ;j = {1, 2, . . . , n− 1}.

Dado que el conjunto de variables{F (1), F (2), F (3)} no
est́an disponible, se propone un observador de estado redu-
cido para estimar estas variables, como se presenta a conti-
nuacíon.

3.1. Observador de orden reducido (OPIOR)

Baśandonos en el trabajo de la Ref. 10 se presenta el siguiente
estimador:

F̂ (k) = γk + kpF̂
(k−1); k = {1, .., m}, con F̂ (0) = y,

(6)
donde

·
γk = −kp(γk + kpF̂

(k−1)) + ρk + kiF̂
(k−1), (7)

·
ρk = −ki(γk + kpF̂

(k−1)). (8)

Sea el errorξk = F (k) − F̂ (k), k = {1, 2, ..,m}, la siguiente
proposicíon nos permite calcular el error.
Proposición 1: Sea el sistema (1) bajo la suposición S1,en-
tonces el estimador propuesto en (6) a (8) es capaz de recu-
perar las derivadas de la salida con un error,

|ξk (t)| ≤ βkn(k+2)/λ∗ (9)

dondeλ∗ est́a dada por

λ∗ =
1
2
Re(−kp +

√
k2

p − 4ki),

βk es una constante positiva que depende de las condicio-

nes inicialesξk(0) y
·
ξk(0), y nk satisface

∣∣F (i)(t)
∣∣ ≤ nk,

k = {1, 2, ..,m}i.(Ver el Aṕendice para la demostración).

3.1.1. Simulaciones nuḿericas

La eficiencia delOPIOR se verifićo mediante simulaciones,
usando el algoritmo de Runge-Kutta-4. El cálculo se rea-
lizó con una precisión de8 dı́gitos decimales, desdet = 0
a t = 10 segundos. Se usó un paso de integración de0.0001.
Los valores de los parámetros delRS se eligieron como
a = 0.2, b = 0.2 y c = 4, y las condiciones iniciales se
establecieron comox(0) = −1, y(0) = 1 y z(0) = 0. Las
ganancias del observador fueron tomadas comokp = 1000
y ki = 250100, con condiciones iniciales igual a cero. Des-
pués det ≈ 0.5 segundos se observó que los errores prome-
dios de estimación estaban alrededor deξ1(t) ≈ 0.1× 10−5,
ξ2(t) ≈ 0.5× 10−5, y ξ3(t) ≈ 5× 10−5.
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3.2. Identificación de parámetros por medio de ḿınimos
cuadrados

La estimacíon del vectorP est́a basada en la parametrización
diferencial propuesta en (4) y la minimización de la siguiente
función cuadŕatica:

S(N) = mı́n
p∈R3

k=N∑
0

(
F̂ (3)(tj , p)− F (3)(tj)

)2

;

contk ∈ =, (10)

donde el śımbolo“F̂ (3)( , )” denota al estimador paramétrico
de la tercera derivada con respecto al tiempo deF dado por

F̂ (3)(t, p) = −p1 + (
..

F (t)− p0

.

F (t) + F (t))(
.

F (t)

−p0F (t)− p3) + p0

..

F (t)−
.

F (t), (11)

conp = [p0, p1, p2] ∈ R3.
Enfatizamos que si el vectorp toma los valores reales da-

dos porpr = [a, b, c], entoncesS(N) = 0. Esto significa que
encontrar vector de parámetros desconocidosp es equivalente
a resolver un problema de mı́nimos cuadrados.

Cabe resaltar que para poder calcular los puntos crı́ticos
de la funcíon de costo (10), es necesario resolver tres ecua-
ciones paraḿetricas no-lineales con respecto a los paráme-
tros{a, b, c} , las cuales no presentan una solución algebrai-
ca; esto conduce a un problema de optimización complejo.
Si únicamente se cuenta con la saliday = F, no es posible
obtener analı́ticamente los parámetros del sistema de Rössler.
Sin embargo, es posible obtener una expresión algebraica pa-
ra los paŕametrosa, b y c siempre y cuando los estadosx, y
y z est́en disponibles [14]. Para superar este problema, utili-
zamos unGA para calcular el vectorp que minimiza la ex-
presíon (10). Este ḿetodo esad-hoc, porque evitamos la ne-
cesidad de calcular las derivadas con respecto a los paráme-
tros y tener que encontrar las raı́ces de la funcíon paraḿetrica
no-lineal. Adeḿas, se pretende evitar caer en mı́nimos loca-
les [16–18].

3.2.1. Simulaciones nuḿericas del GA

Para evaluar la eficiencia del método de identificación, elGA
estiḿo el vectorp minimizando (10). Empleando los mismos
valores utilizados en la simulación anterior, se estableció un
tiempo de muestreo dado en segundosτ = 0.08, número de
muestrasN = 25, la aptitud (funcíon de costo) fue elegida
comoα = 10−9. Las muestras se tomaron en el intervalo de
8 a10 segundosii. El espacio de b́usqueda del vectorp se es-
tablecío dentro de un cuboR3 con centro enp = [0, 0, 0] con
aristas de longitud10.
La Fig. 1 muestra el proceso de evolución de los paŕametros
a, b y c.

Finalmente, en la Tabla I se muestra la evolución de cada
paŕametro a lo largo de cada generación.

TABLA I. Los mejores individuos de algunas generaciones.

Generacíon a b c

1 0.1675 0.0541 3.6851

3 0.1972 0.3352 4.7275

10 0.1973 0.1624 3.7922

32 0.2000 0.2005 4.0067

100 0.2000 0.1999 3.9999

FIGURA 1. Paŕametrosa,b y c.

4. Conclusiones

El enfoque algebraico diferencial nos permite resolver el pro-
blema de identificación para el sistema de Rössler. Baśando-
nos en el hecho que el sistema Rössler es algebraicamente
observable e identificable respecto a la variabley, hace posi-
ble obtener una parametrización diferencial de la salida y sus
respectivas derivadas con respecto al tiempo. Cabe resaltar
que esta parametrización contiene la información necesaria
para recuperar los estados restantes y los parámetros desco-
nocidos. A partir de esto se propone un esquema de identifi-
cacíon que utiliza el ḿetodo tradicional de ḿınimos cuadra-
dos, el cual fue resuelto por medio de unGA. Es importante
mencionar que la parametrización depende de combinacio-
nes no-lineales de los parámetros, la salida y las derivadas de
ésta. Estaśultimas no est́an disponibles, sin embargo pueden
estimarse con mucha presición a trav́es de un observador de
orden reducido.
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Apéndice A

Breve introducción a GA [17]

1. Los individuos en elGA son vectores en (R3) de la
forma qi = [q0,i, q1,i, q2,i]. Se entiende que la codifi-
cacíon en esteGA es real (en contraste con la codifica-
ción binaria).

2. Todas las poblaciones están formadas por500 indivi-
duos.

Rev. Mex. F́ıs. 51 (5) (2005) 437–441



440 C. AGUILAR IBÁÑEZ et al.

3. El individuo con la mejor aptitudIm (evidentemente
clasificado en 1◦ lugar), de la generación Pj pasa a la
generacíonPj+1, sin cambios.

4. La creacíon de una generación Pj+1 incluye los si-
guientes pasos:i ) seleccíon; ii ) apareamiento;iii ) mu-
tación.

i ) La mitad superior dePj pasa a la población P ′j+1

mientras que la mitad inferior es descartada. Obsérve-
se queP ′j+1 únicamente tiene a los 250 mejores indi-
viduos dePj .

ii ) Para lograr el apareamiento de parejas, los padres
son generados de la siguiente manera: a cada individuo
enP ′j+1 se le asigna una probabilidad que es calculada
proporcionalmente de acuerdo a su aptitud. La selec-
ción de los individuos se realiza mediante la genera-
ción de ńumeros aleatorios dentro del rango[0, 1] (di-
gamosαi) y se comparan con la probabilidad acumula-
da,Ap(qi), de cada individuo. El individuoqi es selec-
cionado para ser parte deP ′j+1 cuandoαi ≤ Ap(qi).
En una primera ronda un determinado miembro de ca-
da pareja es seleccionado, mientras que en una segun-
da ronda el otro miembro es elegido. El algoritmo de
apareamiento empleado en esteGA es una ligera mo-
dificación del algoritmo conocido comooperador de
apareamiento plano(o apareamiento aritḿetico). Un
“ descendiente”h = [h0, h1, h2] es generado como

hi = βqi,1 + (1− β)qi,2

donde los “padres” son

q1 = [q0,1, q1,1, q2,1] ; q2 = [q0,2, q1,2, q2,2] ,

q1 es mejor individuo queq2 (i.e. q1 hace la funcíon
de error mas pequeña queq2) y β es un ńumero aleato-
rio elegido uniformemente dentro del intervalo[0.5, 1].
Este intervalo es utilizado con el objeto de marcar co-
mo más “influyente” la informacíon acarreada por el
mejor de los padres. Este proceso se repite hasta que
un conjuntoP ′′j+1 con 249 “ descendientes” es com-
pletado. Entonces una nueva población a sido creada:
P ′′′j+1 = P ′j+1 + P ′′j+1.

iii ) El operador de mutación tomaúnicamente el 15 %
de la poblacíonP ′′′j+1 y modifica un componente de ca-
da uno de estos individuos de forma aleatoria dentro

de la vecindad especificada. Este es el paso final en la
creacíon de la generaciónPj+1.

5. La aptitud de cada individuo fue calculada mediante
S(N) dondeN es el ńumero de muestras. El algorit-
mo se detiene cuando un individuo logra una “aptitud”
denominadaα, dondeα se fija tan pequẽna como sea
necesario.

6. Los componentes del vectorq = [q0, q1, q2] fueron
buscados en una “caja” previamente definida; esto sig-
nifica

|qi − qi| ≤ εi, i = {0, 1, 2},
dondeqi es el centro elegido yεi es el radio que puede
ser elegido tan grande como sea necesario.

Demostracíon de la Proposicíon 1:(únicamente parak = 1)
Usando la derivada respecto al tiempo de (6), en combinación
con las Ecs. (7) y (8); y después de algunas manipulaciones
obtenemos

F̂ (3) = −kp(
..

F̂ − ..
y)− ki(

.

F̂ − .
y).

Al restary(3) en ambos lados de la ecuación diferencial ante-

rior y sustituyendo el errorξ1 =
.

F̂ − .
y, llegamos a

.
w = Aw + δy, (12)

donde

w =

[
ξ1
·
ξ1

]
; A=

[
0 1
−ki −kp

]
; δy =

[
0

−y(3)

]
.

Entonces es claro que el errorw(t) satisface

w(t) = eA(t−t0)


w(0) +

t∫

t0

eA(t0−s)δy(s)ds


 .

Puesto queA es exponencialmente estable y la señal y(t) es
acotada, tenemos la siguiente desigualdad:

‖w(t)‖ ≤ βe−λ∗t ‖w(0)‖+βn3(1−e−λ∗t)/λ∗ →
t→∞

βn3/λ∗,

donden3 se elige de tal forma que
∣∣y(3)(t)

∣∣ ≤ n3. Los otros
casos dondek = {2, ..,m} pueden hacerse de la misma for-
ma.

i. Debemos notar quenk se puede tomar comomax
t∈[ti,tf ]

∣∣∣F (i)(t)
∣∣∣

Aun aśı, en la mayoŕıa de los casos no es necesario calcularla.

ii. Las muestras fueron tomadas después de ocho segundos, de-
bido a las caracterı́sticas asint́oticas del estimador (OPIOR)
i.e., el estimador recupera con mayor exactitud a mayor tiempo

transcurrido.
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