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Este art́ıculo presenta una revisión del estado del arte de los métodos fundamentados en la geometrı́a fractal que han sido utilizados para esti-
mar la dimensíon fractal y/o el exponente de Hurst; ası́ como un ańalisis de sus parámetros de entrada, ventajas y desventajas. Posteriormente
se presenta una sección de aplicaciones, en donde se realizó un compilado de los resultados de investigaciones que aplican los métodos ante-
riores para analizar la estructura de series de precipitación y temperatura en diversas regiones del planeta. Además, se analiza la relación entre
los resultados de las investigaciones consultadas y las caracterı́sticas cliḿaticas de la región correspondiente; encontrando que el exponente
de Hurst de precipitación y temperatura permite caracterizar la precipitación promedio anual y temperatura promedio anual. Finalmente, se
presenta un mapa global de la localización de las investigaciones realizadas donde pueden apreciarse las mayores concentraciones de este
tipo de investigacíon en Europa y Medio Oriente. Las series de precipitación y temperatura con comportamiento antipersistente se concentran
cerca del Ecuador. Sin embargo, aún se requiere desarrollar investigaciones en diversas regiones del mundo para lograr obtener información
suficiente que permitan realizar inferencias de la estructura de series de precipitación y temperatura.

Descriptores:Series de tiempo; precipitación; temperatura; cambio cliḿatico; geometŕıa fractal.

This paper presents a review of the state of the art of methods with fractal geometry foundation that have been used to estimate the fractal
dimension and/or Hurst exponent; as well as an analysis of their parameters, advantages and disadvantages. Subsequently an applications
section is presented, where a results compilation of researches using these methods to analyze rainfall and temperature series’ structure
across the world is shown. Furthermore, a relationship analysis between the consulted researches results and climatic characteristics of the
corresponding region is performed; showing that rainfall and temperature seriesÂ´ Hurst exponent values can characterize average annual
rainfall and average annual temperature. Finally, a global map displaying the location of the conducted researches is presented, where
the higher concentration corresponds to Europe and Middle East. Rainfall and temperature series that display antipersistent behavior are
registered near the equator line. However, a lot of research is needed in other regions of the world in order to obtain enough information to
make inferences about rainfall and temperature series’ structure.

Keywords: Time series; rainfall; temperature; climatic change; fractal geometry

PACS: 92.40.Ea; 92.60.Ry; 92.60.Wc

1. Introducción

El ciclo hidrológico es la base fundamental de la hidrologı́a,
debido a que estudia la distribución del agua en la superficie
terrestre. Para efectos prácticos, el componente denominado
precipitacíon se constituye como la variable de entrada a di-
cho ciclo debido a la facilidad de poder registrar su magnitud,
aśı como la relevancia que posee en la evaluación del cambio
climático.

La precipitacíon es una variable aleatoria que evoluciona
en el tiempo y en el espacio [1-6], por lo tanto puede ser ana-
lizada de manera espacial y/o temporal utilizando estudios de
series temporales, el cual consiste en el análisis de la preci-
pitación para lograr comprender la evolución que presenta en
el tiempo [7]; para lo cual se han aplicado métodos estoćasti-
cos y ḿetodos fundamentados en la geometrı́a fractal. Los
métodos estoćasticos permiten realizar predicciones y obte-
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ner la relacíon existente con otras variables climáticas, tales
como temperatura y presión atmosf́erica [8-10]; sin embargo,
presentan la desventaja que una variable aleatoria, en este ca-
so la precipitacíon, no puede ser analizada a diferentes esca-
las [11,12]; por lo tanto, se han aplicado los fundamentos de
la teoŕıa fractal para el ańalisis de las series de precipitación a
múltiples escalas y dimensiones [6,13-22]. La teorı́a fractal se
basa en el concepto de fractal definido por Mandelbrot [23],
el cual establece que los fractales son objetos que poseen una
apariencia similar cuando se observan en diferentes escalas
y que poseen detalles que no pueden ser estudiados por la
geometŕıa Euclidiana. El estudio de los fractales está caracte-
rizado por la prevalencia de variables aleatorias tales como la
precipitacíon [16,24] y, la determinación de sus caracterı́sti-
cas de autosimilitud y fluctuaciones espacio-temporales en
múltiples escalas; para lo cual se han utilizado diversas me-
todoloǵıas, entre las cuales se encuentran el método de rango
rescalado (R/S) [24-26], conteo de caja [13,27], análisis mul-
tifractal de fluctuacíon sin tendencia (MF-DFA) [28], ḿetodo
de Wavelet [29], espectro de potencia [30], método de Hi-
guchi [31], ańalisis de fluctuacíon sin tendencia (DFA) [32],
fractal-multifractal [11], Hurst-Kolmogorov [33], flujo inte-
grado fraccional (FIF) [34], superficie fractal Browniana [35]
y dimensíon de correlacíon (D2) [36]. Debido a la aplicación
de los ḿetodos anteriores, se ha determinado que la precipita-
ción posee caracterı́sticas fractales [21,37-44]; sin embargo,
la distribucíon de las gotas de la misma en el espacio no posee
esta caracterı́stica dentro del cuerpo nuboso [45-50]. También
se ha encontrado que el comportamiento fractal de la pre-
cipitación, tiene relacíon con las caracterı́sticas fisiogŕaficas
del entorno, debido a que la precipitación observada en zonas
con mayor altitud, presenta una tendencia antipersistente más
fuerte que las registradas en altitudes bajas [29]; ası́ mismo,
se estableció que la alta frecuencia de ceros en el análisis de
series de tiempo es un factor importante a considerar, debi-
do a que puede influenciar la estimación de los paŕametros
fractales y multifractales de la precipitación [34,51,52].

Además de la precipitación, la temperatura se ha toma-
do como paŕametro de referencia en el estudio del cambio
climático, justificado como una consecuencia del efecto in-
vernadero que provoca la emisión de gases; razón por la cual
es una variable ampliamente estudiada [53-62]. Al igual que
la precipitacíon, la temperatura es una variable que no pre-
senta un comportamiento lineal en el tiempo ni en el espa-
cio [63], y tambíen en la determinación de caracterı́sticas
de autosimilitud y fluctuaciones, se utilizan los fundamen-
tos de la geometrı́a fractal [24,64,65]. Las investigaciones
desarrolladas al respecto revelan que la temperatura mues-
tra comportamiento no estacionario para periodos de corto
plazo que es posible expresar en función de una ley de po-
tencia [66-67] y puede cuantificarse con la función de auto-
correlacíon [68,69]; adeḿas, a mayor distancia del Ecuador
se encuentre la zona de estudio, menor será su exponente de
correlacíon [70]. Aśı mismo la memoria de las series de tem-
peratura disminuye en función de la altitud [71,72], y existe

una relacíon entre la temperatura del aire y la dimensión frac-
tal estimada [73]. De acuerdo a lo anterior, la teorı́a fractal
permite describir la estructura de las series, por lo que podrı́a
utilizarse la teoŕıa multifractal para completar la descripción
de series temporales de precipitación y temperatura [74-96].

A continuacíon se presenta una revisión de la literatura
enfocada a series de precipitación y temperatura, en donde
se consideran dos secciones principales, una teórica y otra de
aplicaciones. La sección téorica comprende la descripción de
los métodos fractales que han sido utilizados para el análi-
sis de la estructura y comportamiento persistente o antiper-
sistente en series de precipitación y temperatura en distintas
regiones del planeta, ası́ como la fundamentación téorica de
los mismos. La sección de aplicaciones, está constituida por
la compilacíon de resultados obtenidos para valores del ex-
ponente de Hurst y dimensión fractal estimados en las inves-
tigaciones consultadas.

Es importante resaltar, que las investigaciones que han
utilizado ḿetodos fractales para el estudio de series de preci-
pitación y temperatura a partir del exponente de Hurst y de la
dimensíon fractal han sido muy numerosas, de manera que el
objetivo de este documento es compilar los métodos emplea-
dos, ventajas y desventajas; ası́ como los resultados obtenidos
en diversas condiciones climáticas.

2. Teoŕıa de métodos fractales

Mandelbrot [97] describió un fractal como un conjunto para
el cual su dimensión de Hausdorff es mayor a su dimensión
topológica. Aśı mismo definío la dimensíon fractal como un
valor no entero, que permite describir la geometrı́a fractal,
aśı como la heterogeneidad de figuras irregulares; permitien-
do capturar la información perdida al utilizar representacio-
nes de geometrı́a tradicional. La dimensión fractal se relacio-
na con el exponente de Hurst, mediante la siguiente ecuación
desarrollada por Voss [98]:

2H + 1 = 5− 2D (1)

Despejando la ecuación anterior se obtiene una relación
directa entre la dimensión fractal (D) y el exponente de Hurst
(H), por lo tanto:

D = 2−H (2)

DondeD es la dimensíon fractal yH es el exponente de
Hurst.

A continuacíon se presenta una descripción de las me-
todoloǵıas ḿas utilizadas en el análisis fractal de series de
precipitacíon y temperatura.

2.1. Rango Rescalado de Hurst (R/S)

Este ḿetodo fue desarrollado por Hurst [25,26], y permite
obtener el valor del exponente de Hurst mediante el cociente
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entre la suma de rangos parciales de las desviaciones de las
medias de una serie de tiempo y la desviación est́andar.

El exponente de Hurst permite clasificar la serie de acuer-
do a la correlacíon a largo plazo de sus incrementos. De
acuerdo a Karner [99], al estudiar la dependencia a largo pla-
zo se deben tener en cuenta las siguientes consideraciones:
a) Al analizar series de tiempo cortas, la correlación a corto
plazo se considera importante y b) Es necesario detectar la
trayectoria de interés antes de realizar cualquier análisis.

Debido a su sencillez, el ḿetodo de rango rescalado ha
sido utilizado de manera satisfactoria al momento de analizar
las propiedades escalares de tiempo, estadı́sticos y el compor-
tamiento antipersistente, persistente y aleatorio para series de
precipitacíon, temperatura, nivel del mar, manchas solares,
entre otras [100]. De acuerdo a Hurst [25,26] el método con-
siste en los siguientes pasos:

Los datos de entrada son obtenidos de la diferencia entre
registros de dos puntos consecutivos:

I ′i = Ii − Ii+1 (3)

dondeIi es el registro para el tiempoi. El promedio de dife-
rencias en un periodoτ est́a dado por:

〈I ′〉τ =
1
τ

τ∑

i=1

I ′i (4)

SiX(i, τ) es la diferencia entreI ′i y 〈I ′〉τ , definida como:

X(i, τ) =
i∑

u=1

[I ′u − 〈I ′〉τ ] (5)

Finalmente, la variableR y la desviacíon est́andarS est́an
dadas por:

R(τ) = máx
l≤i≤τ

X(i, τ)− mı́n
l≤i≤τ

X(i, τ) (6)

S(τ) =

{
1
τ

τ∑

i=1

[I ′i − 〈I ′〉τ ]2
}1/2

(7)

De donde se obtiene, para cada valor de escalaτ , un valor
deR/S que obedece a una ley de potencia. Aplicando loga-
ritmos a ambos términos de la igualdad, se obtiene el valor
deH igual al valor de la pendiente:

log(R/S) = H log(τ) (8)

dondeH es el exponente de Hurst. Este generalmente toma
valores entre 0 y 1. Este análisis es robusto debido a que el
comportamiento está influenciado solamente por la persisten-
cia a largo plazo, detecta ciclos no periódicos áuun cuando es-
tos tengan longitud mayor o igual al periodo de muestreo en
estudio y adeḿas es un ḿetodo sensible para detectar corre-
laciones a largo plazo en procesos aleatorios.

2.2. Conteo de caja

Es uno de los ḿetodos ḿas utilizados, el cual consiste en ge-
nerar una cobertura del sistema y medir la densidad de dicha
cobertura [27].

Al cubrir una sẽnal binaria, con cajas de tamaño definido
δ, se procede a determinar la dimensión fractal, considerando
el número de cajas que se requieren para cubrir la señal; es
decir, se coloca una malla de cuadros de tamaño δ sobre la
sẽnal, este proceso se puede repetir para diversos tamaños de
caja; posteriormente se grafica el número de cajas con datos,
contra el tamãno de cajas (δ) de forma log-log. Si la gŕafi-
ca se comporta de manera lineal, la pendiente de la curva se
relaciona con la dimensión fractal [101].

Siguiendo a Falconer [102] y a Breslin y Belward [27], el
método se puede aplicar a conjuntos en cualquier dimensión,
por ejemplo, ha sido utilizado para el análisis de iḿagenes
que involucran desde agrupamientos menores hasta galaxias.
Una curva fractal es aquella que posee detalle infinito debido
a su autosimilitud, incrementando su resolución de acuerdo
a la exactitud del ḿetodo de medición. La dimensíon fractal
determina el incremento de resolución y por lo tanto la longi-
tud de la misma. Para un fractal, la longitudL como funcíon
de la resolucíon de la medidaδ es dada por:

L(δ)αδ−D (9)

dondeD es un exponente conocido como la dimensión frac-
tal. En el ḿetodo de conteo de caja, se determina la medición
deL(δ) para unδ variable, a partir del conteo del número de
cajas que no se sobreponen de tamaño requerido para cubrir
la curva mencionada anteriormente. Estas mediciones se ba-
san en la Ec. (9) para obtener un estimado de la dimensión
fractal, la cual se conoce como dimensión de caja.

Una dimensíon fractal, puede ser asignada a un conjun-
to de datos de una serie de tiempo al graficarlos como fun-
ción del tiempo y calcular la dimensión de caja. La Ec. (9)
tendŕa un rango finito de tamaños de caja. Las cajas más pe-
quẽnas tendŕan un ancho de ventana deτ , dondeτ es la reso-
lución en el tiempo y una alturaα, dondeα es la resolucíon
de los datos.

2.3. Análisis Multifractal de fluctuaci ón sin tendencia
(MF-DFA)

El método se basa en la identificación de los momentos de
q-ésimo orden que dependen de la longitud de la señal con la
generalizacíon deq = 2. Posteriormente se obtiene un pro-
medio de todos los segmentos para determinar la función de
fluctuacíon, el comportamiento escalar de la función se ob-
tiene mediante gráficos log-log y finalmente se establece una
ley en potencia, dondeq(2) = H [28].

Seǵun Gómez y Poveda [103] es posible identificar di-
versosórdenes de MF-DFA, los cuales se caracterizan por la
forma en la cual se remueven las tendencias de los datos. En
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el orden ḿas bajo (MF-DFA1) se determina, para cada seg-
mento, el mejor ajuste lineal del perfil, y se identifican las
fluctuaciones por medio de la varianza del perfil respecto a
la lı́nea recta. De esta forma, se elimina la posible influencia
de tendencias lineales a escalas mayores a la del segmento.
Es importante mencionar que al eliminar las tendencias del
perfil, tambíen se est́an eliminando en los datos.

El método permite generar una caracterización multi-
fractal de una serie de tiempo multifractal no estacionaria,
adeḿas permite determinar correlaciones de largo alcance
contenidas en series temporales aparentemente no estaciona-
rias, enfoćandose en eliminar las tendencias que se puedan
presentar en la señal analizada y que no están relacionadas
con sus propiedades de correlación [1].

De acuerdo a Movahedet al [28] en el ańalisis multifrac-
tal de fluctuaciones sin tendencia (MF-DFA), se supone que
xk es una serie de longitudN y que esta serie no posee valo-
res de cero en un conjunto cerrado, es decir,xk = 0 para una
insignificante fraccíon de valores. A continuación, se presen-
ta el desarrollo de la metodologı́a a seguir en el análisis de
una serie de tiempo:

Paso 1.- Se determina el perfil:

Y (i) =
i∑

k=1

[xk − 〈x〉], i = 1, . . . , N. (10)

La sustraccíon de la media〈x〉 no es obligatoria ya que
seŕa eliminada en el ańalisis de tendencia que se desarrolla en
el paso 3.

Paso 2.- Se divide el perfilY (i) enNs = int(N/s) seg-
mentos que no se sobrepongan de igual longituds, ya que la
longitudN de la serie no es usualmente un múltiplo de la es-
cala de tiempos considerada, una pequeña parte al final del
perfil puede ser residual. Para eliminar la parte residual de
la serie, se realiza el mismo procedimiento anterior, comen-
zando desde el extremo opuesto de la serie; por lo tanto se
obtienen2Ns segmentos.

Paso 3.- Se calcula la tendencia local para cada uno de
los 2Ns segmentos por medio de un ajuste de mı́nimos cua-
drados aplicados a la serie. Posteriormente se determina la
varianza de la siguiente manera:

F 2(s, ν) ≡ 1
s

s∑

i=1

{Y [(ν − 1)s + i]− yν(i)}2 (11)

Para cada segmentoν, ν = 1, . . . , NS , y:

F 2(s, ν) ≡ 1
s

s∑

i=1

{Y [N − (ν −NS)s + i]− yν(i)}2 (12)

Paraν = Ns + 1, . . . , 2Ns. En este puntoyν(i) es el po-
linomio de ajuste en el segmentoν. En el procedimiento de
ajuste tambíen se pueden emplear polinomios lineales, cua-
dráticos, ćubicos o de mayor orden. Dado que la eliminación
de tendencia de la serie de tiempo se realiza por la sustracción
del polinomio de ajuste al perfil; los análisis de fluctuaciones

sin tendencia (DFA) de diferente orden, difieren en su capa-
cidad de eliminar tendencias en la serie.

Paso 4.- Se promedia sobre todos los segmentos para ob-
tener la funcíon de fluctuacíon o fluctuacíon media deq-ési-
mo orden, definida como:

Fq(S) ≡
{

1
2NS

2Ns∑
ν=1

[F 2(s, v)]q/2

}1/q

(13)

Donde, generalmente, la variable deı́ndice q puede to-
mar cualquier valor real excepto cero. Paraq = 2, se utiliza
el procedimiento estándar del DFA.

Paso 5.- Se determina el comportamiento escalar de la
función de fluctuacíon analizando los gráficos logaritmo-
logaritmo deFq(s) contras para cada valor deq. Si la serie
de tiempoxi presenta correlaciones con una ley de potencia,
entonces se tiene que:

Fq(s) = sh(q) (14)

En general, el exponenteh(q) puede depender deq. Pa-
ra series de tiempo estacionarias tales como fGn (Ruido
Gaussiano fraccionario),Y (i) de la Ec. (10) será una sẽnal
fBm (movimiento Browniano fraccionario), por lo que,0 <
h(q=2) < 1. El exponenteh(2) es id́entico al conocido ex-
ponente de HurstH [104].

Por tal motivo se propone este método al considerar in-
vestigaciones que estiman la dimensión fractal de series de
precipitacíon y temperatura.

2.4. Espectro de Potencia

Es un ḿetodo que describe la variación de potencia de una
sẽnal respecto a la frecuencia [105]. Usualmente los fractales
con autoafinidad son analizados con métodos espectrales.

2.4.1. Espectro de potencia de Wavelet

Método desarrollado por Grossmann y Morlet [108], el cual
de acuerdo a Malamud y Turcotte [69], brinda información de
la dependencia espacio-temporal de una serie de tiempo, po-
see una base fractal y usualmente se aplica a series de tiempo
no períodicas.

De acuerdo a Torrence y Compo [148] la transformada
Wavelet permite descomponer una serie de tiempo en el do-
minio tiempo-frecuencia, y por lo tanto es posible determinar
los modos dominantes de variablidad, y cómo vaŕıan tales
modos con el tiempo. La función de tal trasnformada se defi-
ne mediante:

W (λ, t) =

∞∫

−∞
f(u)ψλ,t(u)du, para λ > 0 (15)

dondeλ es el paŕametro de escala (dilatación),t es el paŕame-
tro de localizacíon (traslacíon) yψ(t) es la Wavelet madre. Se
escoge la constante de normalización 1/

√
λ, de tal manera

que ∫
| ψλ,t(u) |2 du =

∫
|ψt |2 dt,
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para todas las escalas. En este caso se toma la Wavelet madre
de Morlet, definida medianteψ0(η) = π−1/4eiω0ηe−η2/2.
Siguiendo a Torrence y Compo [148], la transformada Wave-
let continua de una secuencia discreta,Xn, se define como
la convolucíon deXn con una versíon de la funcíon Wavelet
ψ0(η) escalada en el espacio y transladada en el tiempo:

Wn(s) =
N−1∑

n′=0

Xnψ ∗
[
(n′ − n)δt

s

]
(16)

donde (∗) indica la complejidad conjugada. Variando la es-
cala Wavelet y traslad́andola a lo largo de uńındicen de la
serie temporal, se puede construir una imagen de la ampli-
tud o cualquier otra variable que muestre cómo cambiáesta
frente a la escala de tiempo.

Debido a que la función Wavelet escalada en el espa-
cio y transladado en el tiempo en general es una función
compleja, la transformadaWn(s) tambíen es compleja. En-
tonces la transformada puede ser divivida en una parte real,
R{Wn(s)}, y una parte imaginariaI{Wn(s)}, con amplitud,
|Wn(s)|, y fase,tan−1[I{Wn(s)}/R{Wn(s)}]. Finalmente
se define el espectro de Wavelet como|Wn(s)|2.

Seǵun Veĺasquezet al [29], si la serie de tiempo posee
autoafinidad, la varianza de

W (λ, t) =

∞∫

−∞
f(u)ψλ,t(u)du,

seŕa afectada por un parámetro de escala de manera asintóti-
ca:

V (λ) = 〈W 2〉 − 〈W 〉2 ∝ λδ (17)

El exponenteδ se encuentra entre -1 y 3,−1 ≤ δ ≤ 3; de
tal manera que el exponente de Hurst quedará definido como:

HW





δ+1
2 si − 1 ≤ δ < 1(FGN)

δ−1
2 si 1 ≤ δ ≤ 3(FBM)

(18)

donde FGN es un ruido Gaussiano fractal, mientras que FBM
es un movimiento Browniano fraccionario.

2.4.2. Espectro de potencia de Fourier

Por analoǵıa con el ańalisis de Fourier, se puede definir el
espectro de potencia Wavelet como el cuadrado de la trans-
formada Wavelet. Si la función fuese compleja, su espectro
de potencia Wavelet será el cuadrado de la parte real de la
transformada Wavelet.

La frecuencia expresada en Fourier y la escala de la Wa-
velet no son cantidades recı́procas, por lo tanto es necesario
realizar un re-escalamiento con un factor que dependerá de la
Wavelet madre, para la Wavelet de Morlet esta conversión es
dada por4πs/(ω0 +

√
2 + ω2

0). Para comparar espectros de
Wavelet de sẽnales distintas, el espectro de potencia Wavelet

se normaliza con un factoró valor de expectaciónσ2/N , don-
deσ2 corresponde a la varianza yN es el ńumero de puntos
de la serie temporal [148].

Por otra parte, los fractales con autoafinidad generalmen-
te son analizados usando técnicas de espectro. La variación
del espectro de potencia con frecuenciaf sigue la ley de po-
tenciaf−β , permitiendo obtener una relación entre el expo-
nente espectralβ y la dimensíon fractalD [30], de tal forma
que se llega a la relación:

β = 2H + 1 = 5− 2D (19)

el exponenteβ de la ecuacíon anterior, puede ser un indica-
tivo de la ausencia de una escala de tiempo caracterı́stica en
el rango de la ley de potencias y por lo tanto se puede asu-
mir la presencia de un comportamiento multifractal [89,103].
Aśı mismo, el exponenteβ seŕa mayor a 1 si la serie presenta
persistencia fuerte y no es estacionaria; para valores entre 0
y 1 indicaŕa una serie estacionaria con persistencia débil; un
valor igual a 0, significaŕa una serie estacionaria sin correla-
ción; y un valor menor a 0, implicará una serie estacionaria
antipersistente [69].

La dimensíon fractal se obtiene de la pendiente del espec-
tro [106], y se estable que:

D =
5− β

2
(20)

dondeD denota la dimensión fractal estimada a partir del es-
pectro de potencia.

Seǵun Sivakumar [107] y, Ǵomez y Poveda [103], para
un proceso aleatorio, el espectro de potencia oscila aleato-
riamente alrededor de un valor constante, indicando que una
frecuencia no explica ḿas de la varianza de la secuencia que
otra. Para secuencias periódicas o casi periódicas, solo exis-
ten picos a ciertas frecuencias, el ruido medido le agrega un
piso continuo al espectro. De esta manera, en el espectro, la
sẽnal y el ruido son f́acilmente diferenciados. Señales cáoti-
cas pueden tener lı́neas espectrales muy notorias, pero siem-
pre en la ausencia de ruido ellas serán parte continua del es-
pectro [107].

2.5. Análisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA)

Es un ḿetodo introducido por Penget al [104]. De acuerdo a
Yuval y Broday [32], el DFA permite detectar correlaciones
de largo alcance contenidas en series temporales aparente-
mente no estacionarias; ası́ mismo, el ḿetodo a partir de un
ańalisis de invariancia de escala es capaz de eliminar tenden-
cias de diferenteśordenes que se puedan presentar en la señal
analizada y que no están relacionadas con sus propiedades de
correlacíon [109].

Siguiendo a Yuval y Broday [32], un conjunto de datosyi

es integrado de la siguiente forma:
i∑

j=1

yj para i = 1, . . . , N (21)

A continuacíon la serie integrada se divide en segmentos
que no se sobrepongan de igual longitudm y un polinomio
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UNA REVISIÓN DE LOS MÉTODOS PARA ESTIMAR EL EXPONENTE DE HURST Y LA DIMENSÍON FRACTAL. . . 249

de ajusteX̂ se utiliza para cada segmento. La fluctuación sin
tendencia en cada segmento es dada por:

F (m) =
1

m
∑m

j=1(Xj − X̂j)2
(22)

Posteriormente para series de tiempo con autoafinidad, la
fluctuacíon media de los segmentos está relacionada con su
escala de longitud mediante la siguiente ley de potencia:

F̄ (m) ∼ m2H (23)

donde H se puede encontrar mediante una regresión de
log(F̄ (m)) contralog(m) usando un ńumero de divisiones
con longitud de segmentom.

2.6. Modelo Fractal-Multifractal

De acuerdo a Huai-Hsienet al [11] el método fractal-
multifractal utiliza funciones de interpolación fractal para
transformar medidas multifractales a proyecciones derivadas,
con el objetivo de representar la complejidad de patrones na-
turales ḿas alĺa de las caracterı́sticas estad́ısticas. A partir de
los paŕametrosan, cn, dn, en, fn genera de manera deter-
minı́stica una serie de patrones aparentemente aleatorios, en
una o ḿas dimensiones, preservando las caracterı́sticas del
conjunto de datos.

La gŕaficaG = {x, f(x)|x ∈ [0, 1]|} de la funcíon de
interpolacíon fractalf : x → y que pasa porN + 1 puntos
ordenados a lo largo dex, {(xn, yn)|x0 < . . . < xN , n =
0, 1, . . . , N} se define como un atractor determinı́sticoúnico
deN mapas afinesWn [110]:

wn

(
x
y

)
=

(
an 0
cn dn

)(
x
y

)
+

(
en

fn

)
,

n = 1, . . . , N (24)

donde los paŕametros de escala verticalesdn satisfacen
|dn| < 1, y los otros paŕametros se definen por medio de
las condiciones iniciales:

wn

(
x0

y0

)
=

(
xn−1

yn−1

)
, (25)

wn

(
xN

yN

)
=

(
xn

yn

)
, (26)

De acuerdo a Cortiset al [77], las condiciones iniciales
anteriores, conllevan a un conjunto de ecuaciones lineales si-
multáneas que permiten encontrar los valores de los paráme-
trosan, cn, en, fn, de forma que:

an =
xn − xn−1

xN − x0
(27)

en = xn−1 − x0 · an (28)

cn =
yn − yn−1 − dn(yN − y0)

xN − x0
(29)

fn = yn−1 − cn · x0 − dn · y0 (30)

La gŕafica de funcíon fractalf , y con dimensíon fractal
entre1 ≤ D < 2, se obtiene mediante el procedimiento co-
nocido como juego del caos [110].

2.7. Dinámica de Hurst-Kolmogorov

El método se basa en un proceso estocástico, caracterizado
por propiedades invariantes de la distribución de probabilidad
multifractal [33]. Este modelo disgrega un ruido fraccional
Gaussiano mediante un proceso de cascada aditiva diádica, el
cual es posteriormente transformado de manera exponencial
para obtener la serie de tiempo. Esta serie de tiempo obtenida,
se supone que tendrá una distribucíon log-normal [50,111].

De acuerdo a Koutsoyianniset al [33] Si ⇁Z es una varia-
ble aleatoria de interés, y se asume que está definida en un
espacio bidimensional (2D) denotado por variables continuas
(x, y) o discretas (i, j) que definen un espacio del campo es-
tocástico⇁Z(x, y) o ⇁Zi,j , éstas se pueden relacionar mediante:

⇁Zi,j :=
1

∆2

i∆∫

(i−l)∆

j∆∫

(j−l)∆

⇁Z(x, y)dxdy (31)

donde∆ se expresa como un intervalo fijo que representa una
unidad de escala, utilizada en la conversión de representación
continua a discreta de la variable de interés.

Debido a su simplicidad, se asume que el campo⇁Z es
estacionario e isotrópico, denotando su media comoµ =
E[Zij ], su autocovarianza comoγk,l = Cov[Zij , Zi+kj+l] y
su correlacíon comoρk,l = Corr[Zij , Zi+kj+l] = γk,l/γ0,
dondeγ0 es la varianza. Adeḿas, se define el proceso prome-
dio a escala espacial con un entero (k = 1, 2, . . .) múltiplo de
∆, de manera que:

⇁Zij
(k) =

1
k2

ik∑

m=(i−1)k+1

jk∑

n=(j−1)k+1
⇁Zm,n (32)

denotando su autocovarianza comoγ
(k)
l,m, su varianza como

γk
0 y su autocorrelación comoρk

l,m. Esta forma de represen-

tación implica que el superı́ndice 1 puede omitirse (⇁Z
(1)
i,j ≡

⇁Zi,j).
Un proceso de Hurst-Kolmogorov en 2D, puede defi-

nirse como un proceso estocástico, el cual para lośındices
i, j, m, n y cualquier escalak y l, posee la siguiente propie-
dad:

(
⇁Zi,j

(k) − µ
)

=d

(
k

l

)2H−2 (
⇁Zm,n

(l) − µ
)

(33)

donde=d significa que las dos variables aleatorias poseen la
misma funcíon de distribucíon conjunta de orden finito. El
exponenteH se conoce como el exponente de Hurst y toma
valores entre 0 y 1. Este comportamiento Hurst-Kolmogorov
es una representación de la evolucíon de los procesos natura-
les.
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2.8. Flujo Integrado fraccional de 3 paŕametros (basado
en el Modelo Multifractal Universal)

La integracíon fraccional de ordenH de un modelo multi-
fractal universal, se conoce como el método de flujo integra-
do fraccional de tres parámetros (FIF) [34,112].

El modelo FIF se basa en el concepto de cascadas multi-
plicativas en el contexto de turbulencia, el cual fue desarro-
llado por Kolmogorov [113] y Mandelbrot [114]. De acuerdo
a este modelo, la energı́a cińetica proporcionada a un siste-
ma a gran escala, es transferida por un proceso multiplicativo
conservador a escalas cada vez más pequẽnas y finalmente
es disipada en forma de calor. Este tipo de proceso se puede
modelar al (i) distribuir uniformemente una cantidad dada en
un intervalo definido; (ii) dividir el intervalo en subinterva-
los; (iii) asignar a los subintervalos la cantidad original dada,
multiplicada por una variable aleatoria que no dependa de la
escala [115].

CuandoH es diferente de cero, el campo resultante, de-
nominado comoRλ, no es estacionario; siendoH denomina-
do como el paŕametro de no estacionariedad.H es un tipo de
exponente de Hurst que representa el grado de suavidad del
proceso, la cual se incrementa con el valor deH [34]. Para
los incrementos de campo se tiene que:

|∆Rλ| ≈ Φλ|∆~x|H (34)

donde∆Rλ(~x) = Rλ(~x + ∆~x) − Rλ(~x) y |∆~x| = L/λ,
siendoλ la resolucíon del modelo.

Si los t́erminos de la Ec. (34) se elevan a la potenciaq,
se obtiene la función de estructura deR para un ordenq y se
tiene que:

〈|∆Rλ|q〉 ≈ λ−ξ(q) (35)

dondeξ(q) = qH − k(q), es llamado el exponente de la fun-
ción de estructura.

2.9. Modelo de Higuchi

El método de Higuchi [116] determina la dimensión fractal
de una serie de tiempo. De acuerdo a Kalauziet al [31],
la sẽnal observada consiste en una secuencia de tiempo
x(l), x(2), . . . , x(N), y un ńumerok de nuevas series autosi-
milaresXm

k se construyen de la siguiente manera:

Xm
k : x(m), x(m + k), x(m + 2k), . . .

x(m + int[(N −m)/k]k) (36)

dondem es el tiempo inicial, para unm = 1, 2, . . . , k; k es
el intervalo de tiempo, para unk = 2, . . . , kmáx y int(r) es la
parte entera del ńumero realr.

La longitud de las seriesXm
k es definida como:

Lm(k) =
1
k

[( int[(N−m)/k]∑

i=1

|x(m + ik)

− x(m + (i− 1)k)|
)

N − 1
int[N−m

k ]k

]
(37)

Lm(k) es promediada para todos los valores dem, y se ob-
tiene el valor promedio de longitud de la serieL(k) para cada
k = 2, . . . , kmáx de la siguiente manera:

L(k) =
∑k

m=l Lm(k)
k

(38)

Finalmente se obtiene un conjunto de valores medios
L(k) y la dimensíon fractal se estima como la pendiente del
mejor ajuste lineal de ḿınimos cuadrados correspondiente al
gráficoln(L(k))vs ln(l/k), por lo tanto:

D =
ln(L(k))

1
k

(39)

dondeD es la dimensíon fractal obtenida mediante el método
de Higuchi.

2.10. Dimensíon de correlacíon fractal (FCD)

El método permite obtener una medida de las caracterı́sticas
de dimensionalidad del espacio ocupado por un conjunto de
puntos aleatorios [96]; además se hace la consideración que
la dimensíon de correlacíon Dc se asemeja a la dimensión
fractalD [36].

Para un conjunto de datos:

{Xi}N
i=1 con Xi ∈ Rn (40)

Se considera la integral de correlación C(R) que cuenta
el número de pares{Xi, Xj} tales que‖ Xi −Xj ‖ sea ḿas
pequẽno que un umbralR > 0, con‖ g ‖ siendo la distancia
euclidiana est́andar enRn. La integral de correlación C(R)
se expresa de la siguiente manera:

C(R)=
2

N(N−1)

N∑

i=1

N∑

j=1;j 6=1

Θ(R− ‖ Xi−Xj ‖) (41)

dondeΘ es la funcíon de Heaviside y2/(N(N − 1)) es
el factor de normalización, de manera queC(R) tienda a 1
cuandoR tiende a infinito. Esto hace que si el conjunto es
fractal,C(R) se comporte como una ley en potencia de la for-
ma:

C(R) ∝ RDc (42)

esto es:

log(C(R)) ∝ Dc log(R) (43)

De donde se podrá obtener la dimensión de correlacíon
fractalDc mediante el coeficiente de regresión de la Ec. (43).
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2.11. Estimacíon de la dimensíon fractal a partir de di-
ferencias consecutivas

De acuerdo a Kalauziet al [31], se utiliza este ḿetodo pa-
ra calcular la dimensión fractal de una señal unidimensio-
nal, considerando los valores medios absolutos de ordenn
de diferencias consecutivas finitas para una señal y(t) con
m

(n)
y = media (abs(y(n)(t))), se observa que los logaritmos

param
(n)
y , n = 2, 3, . . . , nmáx son linealmente dependientes

paran, con las pendientes estables y conY intercepciones
proporcionales a la dimensión fractal de la sẽnal, entonces:

log(m(n)
y ) = (pendiente)n + Yint (44)

Para establecer una relación entreYint y la dimensíon
fractal de la sẽnal, se utiliza la familia de funciones Weiers-
trass, con parámetros deH(0 < H < 1) y γ(γ >
1)(n!)/(r!(n− r)!) de la siguiente manera:

W γ
H(t) =

∑

i

γ−iH cos(2πγit) (45)

Estas funciones tienen una dimensión fractal definida
teóricamente,D = 2 − H. Ya que la dimensión fractalD
es linealmente dependiente deYint, se establece:

D = A(nmáx)Yint + B(nmáx) (46)

Los paŕametros de regresiónA(nmáx) y B(nmáx) se cal-
culan paranmáx. El planteamiento anterior solo es aplicable
para series monofractales.

2.12. Modelo de Superficie de interpolación Fractal
Browniana

Mandelbrot [23] estableció que la dimensión fractal de un
método fractal Browniano es invariante cuando se aplican
transformaciones.

De acuerdo a Tao y Barros [35], para procesos que pre-
sentan autoafinidad, el exponente espectralβ, la dimensíon
fractalD, y el exponente de HurstH, son tres caracterı́sticas
intercambiables;D y H pueden ser obtenidas a partir del ex-
ponente espectralβ para un campo de tres dimensiones, de la
siguiente forma:

D =
7− β

2
(47)

H =
β − 1

2
(48)

El exponente espectral, definido como la pendiente del
espectro de potencia de Fourier en un gráfico log-log en 2D,
describe la variabilidad de la serie como una función de lon-
gitud de onda y/o escala espacial; donde la amplitud de rugo-
sidad y la potencia en la longitud de onda más corta, miden
la varianza de la serie a la escala espacial correspondiente. El
exponente de Hurst, el cual también se conoce como elı́ndi-
ce de autoafinidad, mide la correlación de largo alcance. Si el

conjunto de inteŕes presenta caracterı́sticas de autoafinidad,
entonces se puede igualar la pendiente espectral con el fac-
tor de rugosidad del conjunto. El modelo de superficie fractal
Browniana, es dado por:

Z(u, v) =
Zb(u, v)

k
(β−βb)/2
r

exp

[
1
2

(
Sr,1 − β + 1

βb + 1
Sr,2

)]
(49)

dondeZ(u, v), Z(u, v)b, β, βb son las transformadas de Fou-
rier de las superficies de interpolación y del movimiento
Browniano, aśı como las exponentes del espectro de potencia
referenciados y Brownianos respectivamente;kr es el ńume-
ro de onda radial;Sr,1 y Sr,2 son los factores de rugosidad de
superficie original y del ruido Browniano.

2.13. Modelo de variacíon

De acuerdo a Dubucet al [117], Breslin y Belward [27], el
método de variación utiliza una cobertura de intervalos, en
lugar de ventanas. Es decir, se calcula la oscilación para un
conjunto de puntos que se encuentran a lo largo de la curva
X(t). La oscilacíon en un puntoX(t0) seŕa:

v(X(t0),∈) = máx
τ∈(t0−∈,t0+∈)

X(τ)

− máx
τ∈(t0−∈,t0+∈)

mı́n(τ) (50)

La ecuacíon anterior corresponde al espesor de cobertura;
∈ representa la escala de medición de la oscilacíon, similar al
tamãno de caja en el ḿetodo de conteo de caja. Al disminuir
este valor, también disminuye la cobertura. Elárea de cober-
tura se encuentra integrandov, se conoce como la variación
de X y se denota comoV (∈). Para encontrar la dimensión
fractal se calcula el rango al cual eláreaV (∈) tiende a 0,
mientras que∈ tiende a 0. La pendiente del gráfico log-log
deV (∈)/ ∈2 vs1/ ∈2 es la dimensíon fractal de la serie.

2.14. Ventajas y desventajas de los ḿetodos fractales

A partir de la revisíon de literatura realizada es evidente que
existe una gran variedad de modelos que permiten estimar el
exponente de Hurst y/o la dimensión fractal de una serie de
tiempo. Sin embargo, existen métodos que presentan ventajas
sobre otros; un factor importante al definir el método a utili-
zar, corresponde al número de paŕametros de entrada; por lo
tanto, entre mayor sea el número de paŕametros, el modelo
seŕa más complejo.

Debido a que se requiere evaluar detalladamente carac-
teŕısticas como las anteriormente mencionadas para seleccio-
nar el ḿetodo ḿas adecuado a desarrollar; a continuación se
presentan las ventajas, desventajas y parámetros de entrada
para los ḿetodos revisados previamente (Tabla I).

Baśandose en la información presentada en la Tabla I, se
han clasificado los ḿetodos de acuerdo a su complejidad con
base al ńumero de paŕametros de entrada que requieren en
dos grupos:
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TABLA I. Ventajas, desventajas y parámetros correspondientes a los modelos fractales que permiten estimar el exponente de Hurst y/o la dimensión fractal de una serie de

precipitacíon y temperatura.

Método No. De Descripción Ventajas Desventajas

paŕametros de Parámetros

Rango 2 i =valor en el • Influenciado solamente por la persistencia a largo plazo, • Debe considerarse un efecto al

rescalado tiempo de la detecta ciclos no periódicos áun cuando estos tengan estudiar dependencia a largo plazo

(R/S) serie;τ = longitud mayor o igual al periodo de la muestra en usando el método, el cual es:

periodo de estudio, además de ser un ḿetodo sensible para detectar Correlación a corto plazo juega

tiempo correlaciones a largo plazo en procesos aleatorios. un papel importante cuando se

considerado Permite deducir que muchos fenómenos naturales no son analizan series de tiempo cortas [99].

procesos aleatorios independientes, pero tienen

correlacíon a largo plazo significativa [37].

• Es una herramientáutil para analizar registros empı́ricos

en los cuales existe dependencia estadı́stica [99].

Conteo 1 δ = Resolucíon • Es un ḿetodo intuitivo y sencillo de aplicar, Si se pretende cubrir un conjunto

de caja de la medida siendo aplicable a conjuntos en cualquier dimensión [27]. utilizando ventanas bidimen-

de la ventana • Es uno de los ḿetodos ḿas efectivos ya que permite sionales, la dimensión fractal

obtener la dimensión fractal áun cuando no se poseen no puede exceder 2, debido

fórmulas nuḿericas o lograr determinar la pendiente de a que la dimensión fractal

figuras irregulares. Es adaptable a muchas situaciones, ya estimada no puede exceder la

que mientras que el objeto pueda contenerse en cajas se dimensión de la ventana utilizada [23].

podŕa encontrar la dimensión fractal [23].

Multifractal 3 S = Longitud de • No se ve influenciado por tendencias lineales que pueda • Solamente puede determinar

Detrended los segmentos; presentar la serie. Logra detectar correlaciones de largo exponentes de Hurst genera-

Fluctuation q = Orden de alcance en series de tiempo no estacionarias con lizados positivos, volviéndose

Analysis momento; ruido [103]. un poco impreciso para

(MFDFA) v = Número sẽnales fuertemente anticorre-

de segmentos lacionadas, cuandoh(q) es

obtenidos cercano a 0. Cuando

h(q) → 0, se debe de

integrar la serie antes

de aplicar el MF-DFA [1].

• El método continua considerando

asunciones estacionarias sobre los

estad́ısticos de las desviaciones

restantes después de eliminar

tendencias lineales o polinomiales [118].

Análisis 3 t = Paŕametro • Utiliza pocos paŕametros. Los resultados son sencillos de • No es sencillo interpretar las fluctuaciones

de Wavelet de posición; interpretar [118,148]. del modelo [118].

λ = paŕametro • De acuerdo con Velásquezet al [29] el método de Wavelet

de escala; es apropiado para analizar series autoafines, donde la

ψ(t)= Wavelet varianza no es constante al incrementar el

madre tamãno de ventana.

Wn(s) = transformada • No existe la necesidad de generar una cuadrı́cula sobre la

Wavelet sẽnal, en contraste con el ḿetodo de conteo de caja [107]

• Este ḿetodo es apropiado para series no

estacionarias [119].
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Método No. De Descripción Ventajas Desventajas

paŕametros de Parámetros

Espectro de 3 (4πs)/(ω0 +
√

2 + ω2
0) = • Es ideal para el ańalisis de superficies con • Es soloútil en superficies que

potencia de = Wavelet de Morlet autoafinidad y para fines de simulación [107]. exhiben un espectro de potencia

Fourier σ2/N = Valor • Es una herramienta estándar para la exponencial [107]

expectacíon investigacíon del comportamiento fractal de

β = Potencia de la serie series geofı́sicas [106].

• Es particularmente usado para el estudio

de oscilaciones de una serie [108].

Análisis de 1 m = Longitud de • Ha sido aplicado de forma satisfactoria en el • Las fluctuaciones del ḿetodo

fluctuacíon los segmentos, análisis de registros cliḿaticos a largo plazo están definidas con respecto a

sin tendencia x̂ = polinomio y secuencias de ADN [120]. desviaciones de la media

(DFA) de ajuste •Modelo ampliamente utilizado para detectar cuadrática de regresiones

propiedades de escala con comportamiento polinómiales, lo cual es una

fractal para series de tiempo no estacionarias. limitante [118].

• Permite caracterizar las propiedades fractales

sin ser influenciado por tendencias o la no

estacionariedad de la serie [121].

• Permite separar tendencias y correlaciones en

series de tiempo para posteriormente analizar

la persistencia de regı́menes cliḿaticos [122].

• Detecta correlación a largo plazo en series de

precipitacíon [56].

Fractal- 5 dn: Paŕametro de • Permite determinar el atractor de la serie • Para la realización de un ańalisis

Multifractal escala vertical. de tiempo [77]. de series de tiempo, requiere

an, cn, en y fn = proporcionarle un elevado

Paŕametros que número de paŕametros, lo cual

dependen de las incrementa la complejidad del

condiciones iniciales algoritmo al ser programado.

Dinámica 7 i, j, m, n = Índices •Presenta la opción de ampliar su campo de • Para la realización de un ańalisis

de Hurst- dependientes de estudio a dos dimensiones, facilitando la de series de tiempo, requiere

Kolmogorov los datos; comprensión de una serie de tiempo [33]. proporcionarle un elevado

k, l = Factores número de paŕametros, lo cual

de escala; incrementa la complejidad del

∆ = intervalo fijo algoritmo al ser programado.

que expresa una unidad

de la escala.

Flujo 3 λ = Resolucíon • Puede modelar las propiedades de invariancia • No puede representar

integrado del modelo; de escala de una serie de tiempo [48,123]. múltiples escalas temporales

fraccional de q = potencia de la precipitacíon [123].

3 paŕametros considerada;

(FIF) R = campo

de ańalisis.

Higuchi 2 k = Número de •Método ŕapido y confiable para determinar la correlación • El máximo grado de reducción

series autosimilares de series de tiempo, en comparación con otros ḿetodos (kmáx) se determina

generadas; tales como la densidad espectral y el DFA, debido a arbitrariamente por el

kmáx = Intervalo algoritmo sencillo y con pocos parámetros [124]. investigador [124].

de tiempo ḿaximo • Al ser aplicado a iḿagenes,

considerado se presentan dificultades

cuando la imagen posee una

baja resolucíon [125].
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Método No. De Descripción Ventajas Desventajas

paŕametros de Parámetros

Dimensíon de 1 R = Umbral • Para estimar la dimensión de correlacíon se • No es un estimador de la

correlacíon definido utiliza un śolo paŕametro. Se considera dimensión fractal, sino de la

fractal (FCD) Dc ≈ Df [126]. dimensíon de correlacíon.

Estimacíon de 2 n = Orden de • No requiere determinar un valor dekmáx. Aunque • Se vuelve inapropiado para

la dimensíon las diferencias requiere del valor den, este siempre es igual o aplicarlo a perfiles de

fractal a partir consecutivas; menor a 3 [31]. tendencia superior a la

de diferencias γ = Paŕametro de lineal [31].

consecutivas la ecuación

Weierstrass.

Modelo de 3 kr kr= Número • Puede ser modificado de múltiples maneras por • Solo puede ser aplicado a un

Superficie de de onda radial; calibración o postprocesamiento para mejorar su rango definido de escalas

interpolacíon Sr,1 ySr,2 rendimiento para lugares especı́ficos, tipos de espaciales donde los datos

Fractal Factores de tormenta y escalas [35]. poseen autoafinidad. Las

Browniana rugosidad de • Aunque se requiere generar una distribución de superficies escaladas no

la superficie superficie para determinar la superficie de son las solucionesúnicas,

original y la interpolacíon media, se pueden crear campos solamente una de las soluciones

superficie de usando una superficie de interpolación de de un proceso aleatorio [35].

ruido Browniano forma separada [35].

respetivamente.

Modelo de 1 ∈= Escala a • Dubucet al [117] afirman que se obtienen mejores • Debe ser propuesto como

variacíon la cual se resultados que el método de conteo de caja estándar, modelo discreto, para

realiza la es ḿas robusto y eficiente, debido a que no utiliza posteriormente realizar

medicíon de cubiertas, sino intervalos, obteniendo buenas un análisis de los efectos

la oscilacíon aproximaciones de la dimensión fractal. de muestreo y truncamiento

• Mide variaciones ŕapidas o śubitas a escalas pequeñas. de ancho de banda [127].

Implica un rango finito de escalas para lograr estimar

la pendiente de la variación en un gŕafico log-log [127].

a) Métodos con baja complejidad: Se incluyen aquellos
métodos que requieren de un número relativamente ba-
jo de paŕametros de entrada (menor a 3) y por ende son
sencillos de desarrollar. Sin embargo, algunos de los
métodos presentan desventajas significativas (solo pue-
de aplicarse a series con ciertas caracterı́sticas (Estima-
ción de la dimensión fractal a partir de diferencias con-
secutivas), śolo es un estimador de la dimensión fractal
(dimensíon de correlacíon fractal), debe ser propuesto
como modelo discreto (Modelo de variación), etc.) lo
cual limita su aplicacíon. Métodos que pueden asignar-
se a esta clasificación son: Rango rescalado, conteo de
caja, ańalisis de fluctuacíon sin tendencia, ḿetodo de
Higuchi, dimensíon de correlacíon fractal, estimación
de la dimensíon fractal a partir de diferencias consecu-
tivas y modelo de variación.

b) Métodos con alta complejidad: Se incluyen aquellos
métodos que requieren un número considerable de
paŕametros de entrada (mayor o igual a 3). A pesar
de ser ḿas complejos de desarrollar que métodos con
menor ńumero de paŕametros, presentan ventajas sig-
nificativas (no se ve influenciado por tendencias linea-
les (ḿetodo de ańalisis multifractal de fluctuaciones

sin tendencia), son los ḿas adecuados para series de
tiempo con caracterı́sticas especı́ficas (ańalisis de Wa-
velet, espectro de potencia), determina el atractor de
la serie (ḿetodo fractal-multifractal), etc.). Ḿetodos
que se pueden asignar a esta clasificación son: ańali-
sis multifractal de fluctuaciones sin tendencia, análi-
sis de Wavelet, espectro de potencia, método fractal-
multifractal, dińamica de Hurst-Kolmogorov, flujo in-
tegrado fraccional de 3 parámetros y modelo de super-
ficie de interpolacíon fractal Browniana.

Al desarrollar la clasificación anterior, se puede ampliar
el panorama de los ḿetodos que estiman la dimensión frac-
tal. De acuerdo a las investigaciones consultadas, usualmente
se utilizan ḿetodos que presentan baja complejidad. El méto-
do más utilizado es el rango rescalado (R/S) a pesar de que
presenta el inconveniente de tener que considerar los efec-
tos de la correlación a corto plazo cuando se analizan series
de tiempo cortas (Tabla I); lo cual es factible debido a que
es sencillo desarrollarlo y estimar la dimensión fractal de un
determinado conjunto o serie.

Referente a ḿetodos con alta complejidad, el más utili-
zado es el ańalisis multifractal de fluctuaciones sin tendencia
(MF-DFA), ya que aunque requiere de 3 parámetros (menor
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a métodos como la dińamica de Hurst-Kolmogorov y ḿeto-
do fractal-multifractal), minimiza los efectos de tendencias
lineales, caracterı́stica que ḿetodos de baja complejidad no
poseen y que puede influenciar los valores estimados de di-
mensíon fractal o exponente de Hurst. Se puede decir que es
el más recomendable por la capacidad que presenta al consi-
derar un ańalisis multifractal.

En el caso de ambas clasificaciones, se presentan méto-
dos que śolo fueron registrados una vez en las investigaciones
consultadas. Esto puede deberse a que métodos tales como
espectro de potencia, método fractal-multifractal y dińamica
de Hurst-Kolmogorov no fueron desarrollados para ser em-
pleados a series de precipitación y temperatura.

En cuanto a las similitudes, una de las más evidentes
es que ḿetodos como rango rescalado, conteo de caja, MF-
DFA, DFA y método de Higuchi, requieren segmentar la serie
considerada en intervalos o ventanas para estimar el expo-
nente de Hurst. Esta caracterı́stica puede generar cierta incer-
tidumbre al momento de estimar el exponente de Hurst con
varios ḿetodos; ya que valores del exponente de Hurst obte-
nidos a partir de un menor número de intervalos o ventanas
pueden ser menos precisos. Se recomienda obtener un valor
de exponente de Hurst promedio cuando se consideren varios
métodos en un ańalisis.

Aśı mismo, se presentan diferencias entre los métodos;
algunos se desarrollan con base a una imagen o gráfico de
la serie (conteo de caja, análisis de Wavelet, espectro de po-
tencia, ḿetodo de Higuchi, Modelo de Superficie de interpo-
lación Fractal Browniana y modelo de variación), mientras
que otros ḿetodosúnicamente requieren la serie de datos pa-
ra estimar el exponente de Hurst (rango rescalado, MF-DFA,
DFA, fractal-multifractal, dińamica de Hurst-Kolmogorov,
FIF, FCD) y estimacíon de la dimensión fractal a partir de di-
ferencias consecutivas. De manera que la selección del ḿeto-
do depende del enfoque que desee desarrollarse.

Como puede observarse en la Tabla I, existe una gran
variedad de ḿetodos que permiten estimar el exponente de
Hurst (y por ende la dimensión fractal); sin embargo, la elec-
ción del ḿas adecuado para evaluar una serie de determinada
variable es fundamental. Se recomienda realizar comparacio-
nes entre los ḿetodos, previo a la elección de alguno de ellos.

3. Aplicaciones

Los métodos basados en los fundamentos de la geometrı́a
fractal han sido aplicados al análisis de series de tiempo de
precipitacíon y temperatura en diversas regiones del mundo.
En esta sección se hace un inventario de las investigaciones
que reportan la determinación del exponente de Hurst para
series de precipitación y temperatura, ası́ como un ańalisis
de los resultados. Se ha utilizado la clasificación climática
de Köppen [128] para establecer una posible relación entre
los valores estimados de exponente de Hurst con las condi-
ciones cliḿaticas de cada una de las regiones analizadas. En
las Tablas II y III, se reportan las caracterı́sticas de las se-

ries estudiadas, ḿetodos de ańalisis y valores estimados del
exponente de Hurst y dimensión fractal.

A partir de las Tablas II y III, se procede a analizar el
comportamiento del exponente de Hurst de series de precipi-
tación y temperatura con respecto a la clasificación climática
de Köppen. Las investigaciones de series de precipitación
desarrolladas en regiones con clima tropical (A), tales como
Tamil Nadu, India [129]; Beńın [34]; Pastaza, Ecuador [31];
regiones de Etioṕıa [130]; Australia [131], Venezuela [37],
Brasil [132]; y Queensland, Australia [27]; muestran que las
series de precipitación tienden a presentar valores del expo-
nente de Hurst entre 0.075 y 0.45, es decir son antipersis-
tentes en el tiempo. De acuerdo a Malamud y Turcotte [69],
esto significa que las series de precipitación que se registran
en este tipo de clima, tienen alta probabilidad a presentar un
incremento, seguido de un decremento y viceversa; además,
una serie de tiempo antipersistente tendrá un comportamien-
to estacionario en el tiempo, debido a que los incrementos
y decrementos se compensan entre sı́, manteniendo los mo-
mentos estadı́sticos constantes e independientes del tiempo.
De acuerdo a Rehman [119] esto indica una memoria a corto
plazo, dado que se presenta poca dependencia de los valo-
res con los anteriormente registrados. Sin embargo, no todas
las investigaciones reportadas en condiciones climáticas de
tipo tropical (A) para series de precipitación, estiman valo-
res del exponente de Hurst menores a 0.5; tal es el caso de
Venezuela [37], cuyo análisis reporta valores ḿaximos de
0.7, lo que corresponde a series de precipitación persistentes.
Lo anterior indica que la serie en análisis no es estaciona-
ria en el tiempo, dado que un comportamiento de cambio
(incremento o decremento) será seguido por un análogo, de
manera que no se mantienen los momentos estadı́sticos en
el tiempo. Adeḿas, existe un alto grado de ocurrencia de
un evento registrado sobre los que se presenten en eventos
futuros o presenta comportamientos con memoria a largo
plazo [69]. Tambíen se puede establecer que se presenta una
relacíon inversa entre el exponente de Hurst de las series y el
valor de precipitacíon promedio anual (Tabla II). Por ejem-
plo; series con precipitaciones promedio anual entre 2300 a
3500 mm/ãno corresponden a valores del exponente de Hurst
de 0.4 y 0.075 respectivamente; mientras que una serie con
precipitacíon promedio anual de 644 mm/año, corresponde
a un valor de exponente de Hurst de 0.7; por lo tanto se
tiene que la precipitación promedio anual se constituye en
un paŕametro que define la persistencia y estacionariedad de
la serie de tiempo en condiciones climáticas tropicales, de
manera que a menor precipitación promedio anual, la serie
tendŕa más fuerza de persistencia y no será estacionaria en
el tiempo. Las diferencias entre los valores del exponentes
de Hurst en regiones cliḿaticas similares puede ser atribuida
a dos situaciones: i) los diversos métodos empleados en los
ańalisis desarrollados, y, ii) las caracterı́sticas de las series
de precipitacíon analizadas. Por ejemplo, el análisis desarro-
llado en Venezuela [37], contempló series anuales, mientras
que el resto de los análisis, se realizaron, a partir de series de
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TABLA II. Compilado de investigaciones sobre el análisis de series de precipitación aplicando geometrı́a fractal.

Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

Clima Tropical (A)

T. Selvi, S. Selvaraj. Precipitación del (As): Tropical y Rango

Universal Journal Tamil Monźon del estepario rescalado 0.21 1.78

of Environmental Nadu, Noreste de Precipitación: Hurst

Research and India 1902-2008 1083 mm/año

Technology1 [129]

Precipitacíon de la Fractionated flux

campãna de tormentas (Aw): cálido (FIF). Modelo

Africana (African y h́umedo universal

S. Verrieret al, Djougou, monsoon multifractal.

Journal of Hydrology Benin multidisciplinary Se uśo un

389[34]. analysis campaign espectro

(AMMA)) Precipitación: pluviómetro (DBS)

1039 mm/ãno 1372 Mapas de radar 0.21 1.79

100 Mapas de radar 0.4 1.6

DBS: Todos los datos 0.55 1.45

DBS: 10 eventos de 0.62 1.38

precipitacíon

Pastaza: (Af): Clima

A. Kalauziet al, Provincia Precipitación tropical t́ıpico Higuchi y

Atmospheric Research de Pastaza, Mensual acumulada Precipitación: diferencias 0.075 1.925

93 [31] Ecuador con 380 datos 3500 mm/año consecutivas

(Aw): Clima tropical con

variacíon. Usualmente

A.T. Haileet al, Rı́o Nilo Precipitacíon más frio que otras

Journal of applied Azul, horaria regiones cercanas Conteo de caja 0.42 a 0.5 1.5 a 1.58

meteorology and Etioṕıa al Ecuador.

climatology48 [130] Precipitacíon:

1200 mm/ãno

J.M. Gutíerrez, A. Cairns, Precipitación (Am) Cálido templado

Galván y A.S. Cofĩno, Australia mensual Precipitación: Conteo de caja 0.4 1.6

Fractals14 [131]. 2300 mm/ãno

(As) La variedad

I.R. Amaro, cliḿatica es

J.R. Demey y Venezuela Precipitación representada por Rango rescalado 0.7 1.3

R. Macchiavelli, anual de las temporadas Hurst

Interciencia29 [37] 1921 a 2000 de lluvia y

seqúıa. Precipitacíon:

644 mm/ãno

J.G.V. Miranda, Noreste de Precipitación -Noreste de Brasil: Rango

Theor. Appl. Climatol. Brasil diarios (As) Subtropical, rescalado 0.7 1.3

77 [132] precipitacíon: Hurst

1450 mm/ãno

(As) Escasez de

Precipitacíon lluvias y veranos Conteo de caja,

M.C. Breslin y J.A. Queensland, mensual total calurosos al oeste. Rango rescalado

Belward,Math Comput Australia de 52 estaciones Monzón a clima Hurst, Ḿetodo

Simulat48 [27] (1200 valores) templado en el de Variación, 0.4 a 0.65 1.35 a 1.60

extremo norte. Ćalido Comparacíon

a lo largo de la franja nuḿerica de

costera. Precipitación: métodos

961 mm/ãno
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Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

Clima Seco (B)

(BSh): subtropical

Precipitacíon océanico, con

I. Pẽnateet al, Islas anual de 22 años, temperaturas mitigadas

Nonlin. Processes Canarias de 1989-2010. todo el año por el mar Conteo de caja 1.45 1.55

Geophys20 [133] y en verano por los

vientos alisios.

Precipitacíon: 900 mm/ãno

Zacatecas, Ḿexico 0.04 1.96

Agua Nueva (BSk) La zona norte es 0.02 1.98

M.A. Velásquez. Camacho caracterizada por el 0.02 1.98

American Meteorological Cañitas Precipitacíon clima seco desértico. 0.03 1.97

Society[29] Cedros diaria La zona centro tiene Método de 0.05 1.95

Coapas de 1963 a 2003 climas semidesértico Wavelet 0.1 1.9

Concepcíon del Oro y templado semidesértico 0.09 1.91

Chalchihuites Precipitación: 431 mm/ãno 0.15 1.85

El platanito 0.12 1.88

(BWh) t́ıpico clima

mediterŕaneo con

A. Yuval y D.M. Precipitacíon de veranos calurosos y Método de 0.7 1.3

Broday, Environ. Sci. Israel cada 30 minutos secos, e inviernos Wavelet

Technol.44 [32] para 10 ãnos fŕıos y lluviosos.

Deśertico ćalido.

Precipitacíon:

476 mm/ãno

Arabia Saudita (BWh): Clima

R/S Hurst deśertico con

Abha temperaturas 0.71 1.29

S. Rehman,Chaos, Al- Ahsa Precipitacíon extremadamente 0.63 1.37

Solitons and Fractals Al-Baha diaria de 7 ãnos calientes durante Rango rescalado 0.67 1.33

39 [119] Makkah el d́ıa y bruscos Hurst 0.6 1.4

Al- Wajh descensos por la 0.59 1.41

Arar noche. Precipitación: 0.66 1.34

94.6 mm/ãno

(BSk) clima mediterŕaneo

G. Korvin, M. Boyd, Adelaide, Precipitación de caluroso que por lo general

y R. O’DowdGeophys. Australia la red de estaciones significa que goza Dimensión de 0.6 1.4

J. Int.100[126] de Australia de un clima suave, correlación

con inviernos h́umedos

y veranos calurosos

y secos Precipitación:

536 mm/ãno

Clima Templado (C)

Cfa: El clima es

Zu-Guoet al, templado y ćalido. Método

Physica A Hong Kong, Precipitación Hay precipitaciones multifractal de

405[134] China diaria desde durante todo el año. fluctuacíon sin 0.58 1.42

1960-2005 Precipitación promedio: tendencia (MF-DFA)

2152 mm/ãno
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Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

(Cfa)Entre el Ḿetodo Fractal-

continental h́umedo Multifractal (original) 0.56 1.44

H. Huai-Hsienet al, Boston, Precipitación y subtropical h́umedo. FM-Wire 0.52 1.48

Journal of Hidrology Massachusetts, de tormenta Veranos cálidos, FM-Leaf 0.3 1.7

496[11] USA en Boston inviernos frı́os. FM-No Linear 0.43 1.57

Precipitacíon: FM-Marginal 0.31 1.69

1122 mm/ãno

(Csa) Clima es

H. Ghanmi, Z. Bargaoui, templado, con

y C. Mallet. Túnez Precipitación inviernos suaves, Conteo de caja 0.9 1.1

Hydrological Sciences diaria de 1873 lluviosos, veranos

Journal58 [135] a 2009 calurosos y secos.

Precipitacíon: 448 mm/ãno

Precipitacíon de

1957 a 2001.

-Registro de

50 ãnos

-Para d́ecadas con

momento de orden

10, 100 ventanas

1951-1961 0.36 1.64

1961-1971 (Csa) Clima semiárido Ańalisis de 0.33 1.67

A. López Lambrãno Presa 1971-1981 y templado fluctuación sin 0.37 1.63

Tesis de Doctorado Centenario, 1981-1991 Precipitación: tendencia multifractal 0.42 1.58

UAQ [52]. Queŕetaro, 1991-2001 550 mm/año (MF-DFA) 0.47 1.53

México -Para d́ecadas con

momento de orden

6, 100 ventanas

1951-1961 0.39 1.61

1961-1971 0.38 1.61

1971-1981 0.37 1.63

1981-1991 0.44 1.56

H. Huai-Hsienet al., Iowa, Precipitacíon (Cfa): Continental Fractal-

Fractals20 [136] Estados medida cada 2 húmedo Precipitación: Multifractal 0.67 1.33

Unidos minutos= 256 datos 1451 mm/año

(Cfa) Lluvioso y severo

V. Capecchiet al, en el interior, con Ḿetodo de

Atmospheric and Toscana, Precipitación considerables dimensión 0.25 1.85

Oceanic Physics, Italia Central diaria fluctuaciones de correlación

1-6 [36] de temperatura fractal (FCD)

Precipitacíon: 747 mm/ãno

D. Koutsoyiannis, A. (Cfb): El clima en todo

Paschalis A. y N. Oćeano Precipitación el páıs es templado, Hurst-

Theodoratos,Journal Paćıfico, norte horaria del 13 principalmente oceánico. Kolmogorov 0.99 1.01

of Hydrology398[33] de Nueva Zelanda al 16 julio de 2005 Precipitación: 640 mm/ãno

S.P. Ṕerezet al, (Csa): templado

Revista de La Pampa, Precipitación húmedo hacia el este y Rango rescalado 0.94 1.06

Climatoloǵıa 9 [137] Argentina Anual templado seco al oeste. Hurst

Precipitacíon: 564 mm/ãno
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Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

L.R. Salomao, J.R. (Csb): Subtropical con

Campanha y H.M. Gupta, Sao Paulo, Precipitación inviernos templados y Rango 0.556 1.444

Campanha y H.M. Gupta, Brasil diaria veranos con temperaturas rescalado Hurst

Theor. Appl. Climatol. moderadamente altas

95 [100] Precipitacíon: 1450 mm/ãno

A. Barbulescu, C. Dobrudja, (Cfb): El clima oscila 0.7207 1.2793

Serban y C. Maftei, Rumanı́a Precipitacíon anual entre templado y Rango

Latest Trends on Adamclisi de 10 series entre continental, según la rescalado 0.9775 1.0225

Computers2 [138] 1965 y 2005 región del páıs. de Hurst

Cernavoda Precipitación: 500 mm/ãno 0.9738 1.0262

X. Zhou, N. Persaud (Csa) Clima semiárido Rango

y H. Wang,Ecological Botsuana Precipitaciones con lluvia muy escasa. rescalado 0.71 1.29

Modelling182[139] diarias Precipitación promedio Hurst

anual: 457 mm/ãno

Nápoles, Italia

Ovindoli Precipitacíon 0.1598 1.8402

A. Mazzarella, y Villavallelonga de red de estaciones (Csa) clima 0.1578 1.8422

G. TranfagliaTheor. Pontecorvo climatológicas de mediterráneo Conteo de 0.1532 1.8468

Appl. Climatol.65 [90] Letino la zona, con datos Precipitación: caja 0.1572 1.8428

Castelfranco in Miscano históricos 894 mm/ãno 0.1511 1.8489

Vitulano 0.1454 1.8546

Pontecasalduni 0.1446 1.8554

S. Andrea del Pizzone 0.1433 1.8567

J.J. Õnate,Theoretical Espãna (Csa) clima

& Applied Climatology Albacete Precipitación mediterŕaneo, Rango 0.7 1.3

56 [39] anual de variaciones de temperatura rescalado 0.6 1.4

Alicante 1901-1989. Precipitación: 524 mm/ãno de Hurst

(Cfb) Clima

S. Lovejoy, y mediterŕaneo, Rango

B. Mandelbrot Montreal, Precipitación de variaciones de rescalado 0.6 1.4

Tellus37A [16] Espãna cada 5 minutos temperatura entre de Hurst

el litoral costero.

Precipitacíon: 524 mm/ãno

Clima continental (D)

Dfb: El clima es fŕıo

Szolgayovaet al, Rı́o Danube, Precipitación y templado. Hay Ḿetodo de 0.56 1.44

Journal of Hydrology Rumańıa mensual desde precipitaciones durante Wavelet

519[140] 1901- 2006 todo el ãno en Ulm.

Precipitacíon: 717 mm/ãno

Océano Dfb: El clima es frı́o

Dominoet al, Báltico Precipitacíon de y templado. Hay Ḿetodo

Physica A 5 tormentas precipitaciones durante multifractal de

413[141] Kolobrzerg extremas todo el año en Ulm. fluctuacíon sin 0.45 1.55

Swinoujscie Precipitación: 527 mm/ãno tendencia (MF-DFA) 0.61 1.39

J. Lv et al, Journal Hotan, Precipitacíon (Dwa): Clima continental Ańalisis de

of Sustainable China Media anual de desértico, templado. fluctuación sin 0.596 1.404

Development2 [142] 1954 a 2003 Precipitación: 645 mm/ãno tendencia.
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Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

K. Tao, y A. Barros. (Dfb): regíon

Journal of Atmospheric Regíon sur- Precipitación de templada, con las Superficie

and Oceanic Technology centro de Oklahoma, tormentas convectivas precipitaciones tı́picas fractal 0.43 1.57

27 [35] Estados Unidos entre mayo y septiembre de un clima continental Browniana

del 2007. Precipitación: 1420 mm/ãno

Clima Fŕıo (E)

J.M. Gutíerrez, A. Barrow, (ET)́Artico. 0.61 1.39

Galván y A.S. Cofĩno, Alaska Precipitación Precipitacíon: Conteo de

Fractals14 [131] Davis, mensual 537 mm/año caja

Antártica 0.61 1.39

TABLA III. Compilado de investigaciones sobre el análisis de series de temperatura aplicando geometrı́a fractal.

Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

Clima seco (B)

A. Mianabadi, y Farid, Datos de (BSk) Veranos

Alireza International temperaturas moderados e inviernos

Journal of Applied Mashad, ḿaximas y muy fŕıos, Semíarido. Conteo de 0.65 1.35

Environmental Irán ḿınimas de Temp. Promedio: caja

Sciences6 [101] 1992-2002 21.1◦C/año

(BWh) Clima deśertico

Arabia con temperaturas extremadamente

Saudita calientes durante el dı́a y

bruscos descensos por la noche,

S. Rehman,Chaos, Abha Temperaturas además de sus precipitaciones Rango 0.34 1.66

Solitons and Fractals Al- Ahsa diarias de pŕacticamente nulas. También, rescalado 0.4 1.6

39 [119] Al- Baha 7 ãnos por la influencia del clima Hurst 0.33 1.67

Makkah subtropical, existen algunas 0.4 1.6

variaciones en estos valores

Temperatura promedio diaria: 26.6◦C

(BSh) El clima de

S. Herreraet al, Datos de temperatura Nuevo León es en Ańalisis de la

XXX Ciclo de Seminarios Nuevo Léon, mensual extrema ḿaxima su mayor parte estepario densidad de espectro 0.201 a 0.6 1.4 a 1.709

de Posgrado e México y ḿınima de 30 estaciones semiseco y las lluvias potencial de series

Investigacíon [143] -Temperaturas ḿaximas son comunes entre mayo de tiempo

y septiembre.

Temperatura promedio: 23◦C

Clima templado (C)

(Cfb) Clima mediterŕaneo,

templado en invierno y muy

A. Burguẽno, X. Lanab, Datos de temperaturas caluroso en verano; el Análisis de

C. Serrab, y M. D. Catalũna, extremas ḿaximas interior tiene un clima fluctuación sin 0.602 1.398

Mart́ınez,Physics Espãna y ḿınimas continental mediterráneo, tendencia multifractal

Letters A378[144] de 1950 a 2004 con inviernos frı́os y (MF-DFA)

veranos muy calurosos Temp.

Promedio: 24.5◦C
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Periodo de Condiciones Ḿetodo Exponente Dimensión

Referencia Región tiempo analizado cliḿaticas utilizado de Hurst fractal

A. López Lambrãno, Presa Centenario, Temperaturas (Csa) Clima semiárido. Ańalisis de

Tesis de Doctorado de Querétaro, Ḿexico diarias de Temperatura: 18◦C fluctuacíon sin 0.44 1.56

Doctorado, UAQ [52] 1957 a 2001 tendencia multifractal

(MF-DFA)

(Csa) El clima semiseco

Valdez-Cepeda, corresponde en general

R., et al. Fractals Guanajuato, Temperaturas a la zona del altiplano; Espectro de 0.514 1.486

11 [30] México ḿınimas el templado, a las partes potencia

mensuales de medias y altas de las

1985 a 1997 serranı́as y el semićalido

Temp. Promedio: 26◦C

D. Koutsoyiannis, (Cfb) Océanico Rango

Hydrological Sciences Paŕıs, Temperatura por Semicontinental. rescalado 0.79 1.21

-Journal-des Sciences Francia temporadas Temperatura: de Hurst

Hydrologiques, 48 [145] 15.5◦C

Reljin, B., Reljin, Belgrado, Temperaturas promedio (Cfa) Continental Rango

I., y Jovanovic, Serbia mensuales de 1951-1998 temperado. Temp. rescalado 0.64 1.36

G. IEEE [146] Promedio: 12.5◦C de Hurst

Clima continental (D)

Rı́o Danube,

Szolgayovaet al, Rumańıa Temperaturas Dfb: El clima es frı́o

Journal of Hydrology Hofkirchen mensuales desde y templado. Hay Método de 0.65 1.35

519[140] Achleiten 1901- 2006 precipitaciones durante Wavelet 0.65 1.35

Kienstock todo el ãno en Ulm. 0.65 1.35

Bratislava Temperatura promedio: 8.7◦C 0.65 1.35

Temperatura de Rango

L. Bodri y V. Cermak, Kamchatka, 2 series de cada (Dfc) Clima continental. rescalado 0.18 a 0.2 1.8 a 1.82

Fractals13 [147] Rusia 5 segundos por Temepratura promedio: -1◦C Hurst

2 semanas(230,000 datos)

Canad́a (Dfb) Los inviernos

pueden ser duros en

S. Ferguson y F. Alert Temperatura muchas regiones del Rango 0.802 1.198

Messier,Ecography Eureka anuales paı́s, especialmente en rescalado 0.94 1.06

19 [72] Resolute de 29 a 34 años. las provincias del interior de Hurst 0.715 1.285

Clyde y en las praderas, donde 0.951 1.049

se experimenta un clima

continental. Temperatura: 10◦C

(Dfb) Continental, con

L. Bodri, Theor. Appl. Hungŕıa Temperaturas inviernos frı́os, Rango

Climatol.49 [65] Baja medias anuales veranos cálidos, rescalado 0.8 1.2

de 1901 a 1991 precipitaciones medias. Hurst

Temperatura: 11.9◦C

tiempo mensuales y diarias;ésto implica que los valores de
exponente de Hurst de series pueden verse influenciados por
el método y la resolución temporal considerada.

De acuerdo a la Tabla III, las series de precipitación
que se registran en clima seco (B), tales como: (Islas Cana-

rias [133], Zacatecas, Ḿexico [29]; regiones de Israel [32] y
Arabia Saudita [119]), tienden a ser antipersistentes, debido
a que los valores del exponente de Hurst oscilan entre 0.02
y 0.45, como en el caso de las Islas Canarias y Zacatecas,
México. Sin embargo, también se presentan series que tie-
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FIGURA 1. Localizacíon global de investigaciones que estiman el exponente de Hurt en series de precipitación mediante la aplicación de
diversos ḿetodos.

FIGURA 2. Localizacíon global de investigaciones que estiman el exponente de Hurt en series de temperatura mediante la aplicación de
diversos ḿetodos.
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nen un comportamiento persistente con valores del exponente
de Hurst entre 0.6 y 0.7 (Israel, Arabia Saudita y Australia).
Continuando el ańalisis en condiciones cliḿaticas secas (B),
se observa que a medida que disminuye la precipitación pro-
medio anual, se incrementa el valor del exponente de Hurst
de las series; por ejemplo, una serie de precipitación prome-
dio anual de 94.6 mm, corresponde a un valor del exponente
de Hurst de 0.71, mientras que una región con una precipita-
ción promedio anual de 900 mm, presenta un valor de 0.45.
Tambíen, se ha encontrado que la longitud del registro pare-
ce tener influencia en la estimación del exponente de Hurst;
en series de tiempo con longitudes de registro menores, los
valores que se estiman del exponente de Hurts aumentan.

En el caso de los estudios reportados en regiones con con-
diciones cliḿaticas templadas (C), como en el caso de: Hong
Kong, China [134], Massachusetts, Estados Unidos [11];
Túnez, T́unez [135] ; Queŕetaro, Ḿexico [52]; La Pampa, Ar-
gentina [137]; Parı́s, Francia [115]; Sao Paulo, Brasil [100];
Drobudja, Rumańıa [138]; Madrid, Espãna [131]; Ńapo-
les, Italia [90]; regiones de Botsuana [139] y Montreal, Es-
pãna [16], registran comportamientos antipersistentes y per-
sistentes; lo anterior puede estar relacionado con la precipi-
tación promedio anual registrada, es decir, se presenta una
relacíon inversa entre los valores del exponente de Hurst y la
precipitacíon promedio anual de la región correspondiente.
Por ejemplo, en Hong Kong, China se registra una precipi-
tación promedio anual de 2152 mm y se tiene un valor del
Hurst correspondiente a 0.58; ası́ mismo en T́unez se regis-
tran 448 mm/ãno y se tiene un valor del exponente de Hurst
correspondiente a 0.9, lo anterior podrı́a considerarse como
un indicador al momento de caracterizar la precipitación pro-
medio anual de una región. Al tomar en consideración otros
factores tales como el ḿetodo utilizado y las caracterı́sticas
de la serie analizada, se ha encontrado que en las regiones con
clima templado, el ḿetodo ḿas empleado en la estimación
del exponente de Hurst, corresponde al rango rescalado;éste
método arroja valores ḿas elevados del exponente de Hurst al
compararse con los valores estimados al emplearse otras me-
todoloǵıas, entre ellas, el fractal-multifractal o el MF-DFA.
Tambíen, se presenta la tendencia a que la longitud del regis-
tro parece tener influencia en el valor estimado del exponente
de Hurst.

Cuando se analizan las series de precipitación registra-
das en condiciones de clima continental (D), los valores es-
timados correspondientes al exponente de Hurst, demuestran
que la precipitacíon tiene una tendencia persistente y se han
empleado diversos ḿetodos para el desarrollo de los análi-
sis. Para la condición climática fŕıa (E), tambíen se reporta
un comportamiento persistente con un valor del exponente
de Hurst de 0.61; la escasez de datos, limita los análisis para
dicha condicíon de clima y se recomienda continuar desarro-
llando este tipo de estudios.

Al analizar el comportamiento las series de precipitación
a partir de la clasificación climática de K̈oppen [128], se rea-
liza un ańalisis similar contemplando los reportes de las in-

vestigaciones que han empleado métodos fractales para el
ańalisis de series de temperatura (Tabla III).

De acuerdo a la Tabla III, las series de temperatura ana-
lizadas en climas secos (B) (Mashad, Irán [101]; y Nuevo
León, México [143]), presentan valores del exponente de
Hurst entre 0.2 y 0.4, indicando antipersistencia y estacio-
nariedad [69]. Adeḿas, al considerar la temperatura prome-
dio anual, se presenta una relación inversa con respecto a los
valores del exponente de Hurst. Con respecto a las carac-
teŕısticas de las series analizadas, se consideran series dia-
rias o mensuales; en este caso los valores del exponente de
Hurst no difieren significativamente al considerarse distin-
tas resoluciones temporales en el análisis, caso contrario al
de la variable precipitación. En las regiones con clima tem-
plado (C), (Catalũna, Espãna [144]; Queŕetaro, Ḿexico [52];
Guanajuato, Ḿexico [30]; Paŕıs, Francia [145] y Belgrado,
Serbia [146]) las series de temperatura presentan un compor-
tamiento persistente y no estacionario en el tiempo, debido
a que el valor del exponente de Hurst oscila entre 0.6 y 0.7;
adeḿas no se define una relación entre la temperatura pro-
medio anual y los valores del Hurst. En este tipo de clima las
series con resolución temporal diaria, presentan los valores
más bajos del exponente de Hurst (0.44) en comparación a
los ańalisis que contemplan series mensuales, cuyos valores
se encuentran en el rango de 0.6 a 0.8.

Con respecto a las series de temperatura registradas en
la clasificacíon climática de tipo continental (D), y que com-
prende lugares tales como: Rı́o Danube, Rumanı́a [140]; re-
giones de Canadá [72] y regiones de Hungrı́a [65]; las series
tienden a presentar comportamiento persistente y no estacio-
nario en el tiempo, debido a que el valor del exponente de
Hurst se encuentra entre 0.65 y 0.95, es decir, presentan me-
moria a largo plazo. En el caso de las series analizadas en
la regíon de Kamchatka, Rusia [53], se obtiene un comporta-
mieto antipersistente con valores del exponente de Hurt en-
tre 0.18 y 0.20. Las series analizadas a partir de resoluciones
temporales registradas cada 5 segundos, arrojaron los valores
más bajos del exponente en estudio.

A partir de la informacíon contenida en las Tablas II y III,
se ha realizado una espacialización de las investigaciones que
reportan ańalisis fractal para series de precipitación y tempe-
ratura (Fig. 1 y 2); aśı mismo se puede visualizar el método
empleado para la estimación del exponente de Hurt y la ten-
dencia en el comportamiento de la serie, lo anterior permite
identificar las regiones que poseen información y las que no
cuentan con ninǵun tipo de ańalisis.

De acuerdo a la Fig. 1, la mayorı́a de las investigaciones
referentes a series de precipitación se concentran en Euro-
pa Central y Medio Oriente, seguidas por el sur deÁfrica y
Sudaḿerica. La concentración de investigaciones en dichas
regiones proporciona información relevante para evaluar el
comportamiento de las series de precipitación a una escala
global o planetaria, sin embargo desarrollar un análisis deta-
llado se ve limitado por la escasez de información en otras
regiones del mundo, principalmente en climas continentales
y frı́os; se recomienda desarrollar este tipo de análisis en las
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regiones, tales como Groenlandia, Canadá, Rusia, Ant́arti-
da, Norte deÁfrica, India y Centroaḿerica. En la Fig. 1, los
śımbolos rojos indican series de precipitación con persisten-
cia en el tiempo (y no estacionariedad) y los azules indican
antipersistencia (y estacionariedad); se puede notar que las
series antipersistentes tienden a concentrarse en las zonas cer-
canas al Ecuador; que a su vez es la región en la que predo-
minan las condiciones climatológicas de tipo tropicales (A).
Al alejarse del Ecuador, comienzan a predominar las series
de precipitacíon con tendencia persistente en el tiempo. Aho-
ra bien, al inicio se plantéo que existen indicios para afirmar
que la precipitacion promedio anual mantiene una relación
con la fuerza de persistencia, sin embargo las tendencias en
el comportamiento fractal de la serie pueden depender de la
variabilidad cliḿatica producto de fluctuaciones como la os-
cilación decadal del Pacifico (PDO) y la oscilación del sur
(ENSO).

Al analizar la Fig. 2, es evidente que se tiene una situa-
ción áun más cŕıtica debido a la escasez y falta de informa-
ción en el ańalisis fractal de series de temperatura a partir del
exponente de Hurst; las investigaciones referenciadas, se lo-
calizan en Canad́a, México, Medio Oriente y Europa Central.
Las series antipersistentes tienden a predominar en regiones
cercanas al Ecuador (sı́mbolos azules). No se reportan resul-
tados en las condiciones climáticas tipo (A) y (B).

4. Conclusiones

El ańalisis de series de tiempo empleando los fundamenta-
dos de la geometrı́a fractal, permiten caracterizar la estruc-

tura temporal y la ocurrencia de eventos de precipitación y
temperatura; adeḿas, posee la ventaja que las variables alea-
torias en mención, se pueden analizar en múltiples escalas y
dimensiones. Los exponentes de Hurst representan una me-
dición del grado de dependencia de las series en mención y
pueden explicar el comportamiento espacio-temporal de di-
chas variables.

Los valores que se estiman del exponente de Hurst, y que
permiten evaluar el comportamiento persistente o antipersi-
tente de variables aleatorias como es el caso de la precipita-
ción y temperatura, se encuentran correlacionados a las con-
diciones cliḿaticas deĺarea en estudio; la resolución tempo-
ral y longitud del registro también constituyen factores deter-
minantes al momento de realizar un análisis de series tempo-
rales a partir del exponente de Hurst.

Se recomienda complementar al análisis de series de pre-
cipitación y temperatura, empleando la teorı́a multifractal,
para aśı conceptualizar los posibles cambios de los momentos
de la precipitacíon y temperatura con el tiempo.

Finalmente, el cambio cliḿatico y sus posibles conse-
cuencias deben ser el origen minucioso de estudios, reflexio-
nes y consideraciones de cambio de modelos de desarrollo;
dado lo anterior, los resultados y las apreciaciones reportadas
en el presente trabajo pueden ser relevantes para el análisis
y comprensíon de la dińamica del cambio cliḿatico, toman-
do como punto de partida la caracterización de la estructura
temporal y la ocurrencia de la precipitación y la temperatura
en diferentes escalas.
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52. A. López Lambrãno, Tesis de Doctorado en Fac. Ingenierı́a,
Universidad Aut́onoma de Querétaro (2012).

53. L. Bodri y V. Cermak,Global Planet Change14 (1997) 163-
173.

54. L. Bodri, V. Cermak, y I.T. Kukkonen,Global Planet Change
29 (2001) 189-200.

55. V. Cermak, L. y L. Bodri,Phys Earth Planet In126 (2001)
295-310.

56. Q. Zhang, J. Zhang, D. Yan, y Y. Wang,Theor Appl Climatol
117(2014) 167-174.

57. B. Sirangelo, y E. Ferrari,Theor Appl Climatol118(2014) 203-
209.

58. P. Ceccato, C. Vancutsem, y M. Temimi,IGARSS(2010) 178-
180.

59. J.W. Hansen, S. Mason, L. Sun, y A. Tall,Expl Agric47 (2011)
205-240.

60. D. Meng, H. Gong, X. Li, y D. Zhou,20th International Con-
ference on Geoinformatics(2012) 1-6.

61. T. Crowley,Science289(2000) 270-276.

62. D.B. Liverman, y K.L. O’brien,Global Environmental Change
1 (1991) 351-364.

63. I. Bartos, y I.M. Janosi,Nonlinear Proc Geoph.13 (2006) 571-
576.

64. M. Maofei, Y. Boming, C. Jianchao, y L. Liang,International
Journal of Heat and Mass Transfer52 (2009) 4823-4828.

65. L. Bodri, Theor. Appl. Climatol.49 (1993) 53-57.

66. E. Koscielny-Bunde, H.E. Roman, A. Bunde, S. Havlin, y H.
Schellnhuber,Philos Mag B77 (1998) 1331-1340.

67. R. Monetti, S. Havlin, y A. Bunde,Physica A320 (2003) 581-
589.

68. G.E.P. Box, G.M. Jenkins, y G.C. Reinsel,Time Series Analy-
sis: Forecasting and Control, 3rd ed. Prentice-all, Englewood
Cliffs, NJ (1994).

69. B.D. Malamud, y D.L. Turcotte,Journal of Statistical Planning
and Inference80 (1999) 173-196.

70. A. Kiraly, y I.M. Janosi,Meteorol Atmos Phys88 (2005) 119-
128.

71. L. Bodri, y V. Cermak,Tectonophysics291(1998) 251-261.

72. S. Ferguson y F. Messier,Ecography19 (1996) 382-392.

73. V. Kovalenko,Doklady Earth Sciences444(2012) 782-786.

74. P. Hubert,Hydrological Sciences46 (2001) 897-905.

75. A. Gires, I. Tchiguirinskaia, D. Schertzer, y S. Lovejoy,Nonlin.
Processes Geophys.20 (2013) 343-356.

76. R. Deidda, M. Grazia, y E. Piga,Journal of Hydrology322
(2006) 2-13.

77. A. Cortis, C.E. Puente, y B. Sivakumar,Stochastic Environmen-
tal Research and Risk Assessment23 (2009) 897-906.

78. L. Yonghe, Z. Wanchang, Z. Kexin, y P. Hongqin,Theoretical
and Applied Climatology107(2012) 591-598.

Rev. Mex. Fis.63 (2017) 244–267
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137. S.P Ṕerez, E.M. Sierra, M.J. Massobrio, y F.R. Momo,Revista
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