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Se presenta un @odo alternativo para la medixi de frecuencia de osciladores altamente estables basado en la cobmpdir@cita de
frecuencias, el uso de aproximaciones racionales y la propiedad arquimediana deésesreales. Esteétodo permite, en corto tiem-
po, obtener niveles de incertidumbre de metficcomparables en magnitud a la incertidumbre de frecuencia de un osciladhic@tSe
presentan resultados de simulaciones basadas en el modeloatievesel nétodo propuesto.

DescriptoresMedicion de frecuencia; aproximaciones racionales; propiedad arquimediana de los reales.

An alternative method for frequency measurement of highly stable oscillators based on the direct comparison of frequencies, the us
rational approximation, and the Archimedean property of the real numbers is presented. This method allows figure out a level of measure!
uncertainty comparable in magnitude to the frequency uncertainty of an atomic oscillator in a very short amount of time. Simulation rest
based on the mathematical model of the proposed method are presented.

Keywords: Frequency measurement; rational approximations; archimedean property of the real numbers.
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1. Introduccion A mediados de la&cada de los setentas, fue presentada
en la literatura especializada la descrigcmatenatica de un
Actualmente los mejores @stdares de tiempo y frecuencia método para medir frecuencia basado en el principio de coin-
tienen una reproducibilidad aproximada delD~ !5 en 24  cidencia de pulsos entre trenes de pulsos regulares indepen-
hrs, lo que permite que la frecuencia y el intervalo de tiempdalientes [5]. A principios de los ochentas se presentaron ex-
puedan ser medidos con menor incertidumbreag mesolu-  presiones matedaticas para los errores en un medidor de fre-
cion que otras unidadetsicas como la candela, el ampere y cuencia basado en el principio de coincidencia de pulso, que
el metro [1]. Esto hace que las magnitudisichs no ddctri-  permiten evaluar los errores introducidos por los componen-
cas, como son la gravedad, la poesy la temperatura, sean tes. Su aplicaéin practica permitita reducir dasticamente el
convertidas a frecuencia para su mejor medici error mebdico de medidores de frecuencia comerciales [6].

Con el desarrollo de un éstdar de frecuencia y tiempo ~ En este trabajo se presenta uétodo de medién de fre-
basado en iones de mercurio se espera que la reproducibifiuencia basado en la compataciirecta de seles usando
dad de frecuencia\f,/f,, se sifie en el orden dex110~". el principio de coincidencia de pulsos, la represebtacie
Lo que permitifa lograr una incertidumbre de medinifrac-  0s cdigos de medicin en forma de aproximaciones racio-

cional, Af,/fo, aproximada a esta magnitud para un tiempohales y el uso de la propiedad arquimediana de lwseros
de medicdnt,, > 10* s [2]. reales, lo que permite obtener niveles de incertidumbre de

énedicbn correspondientes a la reproducibilidad de patrones
atbmicos de frecuencia. Ader de reducir drsticamente el
tiempo de medidin.

La existencia de tal nivel de reproducibilidad en patrone
de frecuencia posibilita el desarrollo de nuevostedos de
medicibn de frecuencia con incertidumbre de meaticicom-
parables @sta. Recientemente, se ha presentado un sistema
comercial de medion de frecuencia con una incertidumbre 2. E| uso de las aproximaciones racionales en
de meglwn fraccional menor & x 10~'6 para un tiempo de la medicion
medicibn de10* s [3].

El método de medidin de frecuencia que se basa en elSeanX, X, dos cantidadeddicas cuyo valor, en general, es
conteo de pulsos durante una ventana de tiempo dada, presem-nimero real positivo. Simgase que el valor d€ es des-
ta un error de medion debido al letodo,Af,, menor oigual conocidoy que el d&, es adoptado por la generalidad como
a 1 Hz, cuando el tiempo de mediai ¢,,,, es de 1 s [4]. EI un eséndar, considere tarmén queX > X,.
cual puede ser disminuido si el tiempo de mdtticés aumen- El proceso de medién puede representarse como un ex-
tado dasticamente. perimento en el cual la magnitud dé es comparada con
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la de X,. El algoritmo del experimento consiste en la subs-fase entre las $mles involucradas dAf, = 1 Hz, cuando

traccbn consecutiva d&; a X y el conteo del imero de
substracciones realizadd€, hasta que la diferencia entké
y NX, sea menor qu&,. Esto implica la aproximaon de la
razon entre deX y X, cuyo resultado en general esmero
irracional, usandoimeros enteros.

De acuerdo con la tefar de rimeros este planteamiento
se puede expresar mataticamente mediante [7]

b

donde[X/X,] es la parte entera d€/ X, y {X/Xp} < 1es
el residuo del cociente. Por lo que=K es el resultado de la
medicbn y0 < AN < 1 es un timero real que representa
la incertidumbre de la medimn debida al ratodo usado, la
cual genera unagrdida de informaéin en el proceso.

Dado que la incertidumbre fraccionaria del &star
AXy/ X, determina elilmite tebrico de la cantidad de in-

vaan=[5]+

X

X, 1)

formacbn que puede ser obtenida del experimento, entonces

es deseable que la incertidumbre fraccionaria de la nédici
sea reducida a hasta que su magnitud sea comparable co

del esandar. Esto&@o se puede lograr si se obtiene la mejor

aproximaocbn posible de un imero real irracional, usando
nimeros enteros.
La teoiia de rimero ofrece dos &todo para expartan de

nomeros reales usand@meros enteros, el primero es usando

n

el tiempo de mediéin, ¢,,,, es de 1 s [4], el cual puede ser
disminuido a valores convenientes si el tiempo de médici
es aumentado comg, = 10™, con reZ y n > 0. El méto-
do clasico de mediéin de frecuencia usa una aproxinaci
mediante fracciones regulares.

3. Meétodo de medicdbn de frecuencia por coin-
cidencia de pulsos

En la Fig. 1, se muestra el principio de meditidel néto-

do de coincidencia de pulsos de dos flujos independientes de
pulsos peldicos. En ella se puede observar que désple

la comparadn de los dos flujos regulares realizada mediante
la operaddn logicaand, se generan una sucéside pulsos de
coincidencia no pedidicos cuya frecuencia media @stada

por [5]

Ixo=27fxfo= ; (7)

Txo

d%nder es el ancho de pulso de ambos flujos regulafgs,

es la frecuencia del ésidar yfx es el valor de la frecuencia
desconocida. Al comparar el tiempo entre dos coincidencias
consecutivas con elimero de periodos que transcurren de
ambas skales se pude obtener

NoTy — NxTx < Aty, (8)

fracciones regulares y el segundo fracciones continuadas [7].

La expangdn del mimero real irracionak mediante frac-
ciones regulares, se puede escribir como

aZag+ai/g+...+a,/9" =A/g", 2

dondeg > 1 es la base de la expafriy0 < a; < g — 1 son
nimeros enteros. Dicha exprésicumple con

-

; @)

con A un nimero entero.
Mientras que la expartan del rimero real irracionadv
mediante fracciones continuadas aeghida por

1

a=by+ ———— = {bo; b1,b2,...}, (4)
bl + bo+...
dondeby, by, .. .b,, SON UMeros enteros positivos excepto

posiblemente el primero. La fraéei convergente imeron
de (4) se puede expresa como el cociente de dos erfgros
y Q.. Los cuales cumplen con las condiciones [7]

b,
Q n

1

<
Q%

o —

(6)

PnQn+l - Pn+1Qn = =1 (6)

El método de medidin de frecuencia por conteo de pul-
sos durante una ventana de tiempo dadaébodo chsico
tiene un error de medion dependiente de la diferencia de

con0 < Aty < 27, dondeéVxy Ny son, respectivamente,
el numero de periodos de lafed a medir y del paém que
transcurren entre dos coincidencias consecutivAsses la
incertidumbre debida al étodo. La frecuencia medida con
este nétodo se puede expresar mediante [5,6]

9)

Para cada par de coincidencias, se puede calcular un valor
de frecuencia mediante (9), tomando comitedele inicio de
la medicbn al primer pulso de coincidencia y comdiakde
fin de mediodbn al segundo. El cociente de Idadigos de me-
dicion Nxy Ny, obtenidos al contar los pulsos de laBaes
I'y Il que existen entre los dos pulsos de coincidencia, repre-
senta una de las convergentes calculables coretldo pero
no necesariamente &ptima.

N, N, T,

02t

T

1 1

Ny Ty

1&11

FIGURA 1. Principio de medidén de frecuencia por coincidencia
de pulsos.
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on oL ohL 00 ol En consecuencia, bajo este principio se puede obtener una
, aprpximaoﬁ)n de un fimero irracion_al_ por medio d&imeros
Son racionales, la cual cumple la condiai
p e, BT nd, P, Z”: P
To =1 < 1 11
1 Ty & |5 7a (D
>, ; Qi (Z Qi)
E = i=1
&l H H H H de donde, el valor de frecuencia que se puede calcular usan-
=0 =l =2 =3 =4 i=n-l_i=n do el netodo propuesto se puede escribir en fanaie la
t convergente calculada con eétndo mediante
FIGURA 2. Principio de medidn del nétodo propuesto. Zn: P
=1
fx =5—fo. (12)
: 82 P > Qi
A i=1
V4 F1 - = , El criterio de inicio de mediéin es el primer pulso de
/ 81— T,i ~ w o coirjcidencia de la ?ﬁal I &1 y el dg fin de la medidn es '
"y [ derivado de la propiedad arquimediana de los reales. Este cri-
—3 F2 —_ . . T .
L terio es dependiente de la reproducibilidad de la frecuencia de
&3 Q referencia y estdado por
n
FIGURA 3. Diagrama a bloques de un medidor digital de frecuencia Z P, =10™, (13)
basado en el &todo propuesto. i—1

dondem es un rimero entero positivo y &stasociado al
nimero de cifras significativas a la derecha del punto decimal
que contienen informagn fidedigna del valor de la frecuen-
cia del esindar.
El diagrama de bloques de un medidor de frecuencia di-
4. Meétodo de medicdn propuesto gital basado en este principio se presenta en la Fig. 3y su
funcionamiento se describe a continusri
SeaP; y ); el nimero de pulsos que se pueden contar en  gp e| medidor, la Seal de referencia y la &al a medir
las séales | 'y Il entre los pulsos de coincidendia- 1 €  entran a los formadores de trenes de pulsos F1y F2. Los tre-
i de la séal I&Il de la Fig. 2. Entonces’,Tx y Q;To SON  nes de pulsos resultantes llegan a cada una de las compuesta
los intervalos de tiempoimeros: entre dos coincidencias lbgicasand, pero las compuertas &2 y &3 se encuentran blo-
consecutivas, los cuales en forma general no tienen la misn“cfbeadas por el estado de salida del disparador Tr. Besjr
longitud debido a que las coincidencias entre pulso puedef primera coincidencia el estado de salida de la compuerta
ser parciales. &1, cambia el estado del disparador Tr, permitiendo que los
Ahora, trenes de pulsos pasen por las compuertas &2 y &3 hacia los

n n contadores P y Q, donde loédigos de medidéin
YPTx y Y QT
i=1 i=1

n n
DBy )G
. . . . . =1 i=1
son los intervalos de tiempo entre la coincidencia de referen- btenidos. C ’ 4o | lcdj . q 13
cia para el conte¢ = 0) y la coincidencia imeron entre son obtenidos. Cuando la condini expresada en (13) es

los trenes de pulsos, los cuales cumplen con la comle ~ CUMPlida, el microprocesador MP genera laaigjue cambia
el estado del disparador y toma la inform@atde los conta-

dores para calcular la frecuencia medida mediante (12).

La exactitud de la medién de frecuencia bajo este prin-
cipio esh limitada por el valor de o el ancho de los pulsos
de las sRales | y Il de la Fig. 1.

0< TXZPz_TOZQz < 27, (10)
= = 5. Simulacibn del método propuesto
donderes el ancho de los pulsos de la@a@les | y II.

El caso ideal para (10) darcuando ambos segmentos de  El algoritmo utilizado para la realizawmi de la simula-
tiempo comparados tienen la misma dudacisin embargo, cidn, permite el alculo de la diferencia entre los segmentos
en la pactica, esta condigh no es alcanzable debido a la de tiempo definidos por
inestabilidad de las dales involucradas en la mediai. De n n
donde, a lo ras, se podan encontrar dos intervalos de tiem- Z PTx vy Z QiTo,
po cuya diferencia entré sea muy cercana a cero. i=1 i=1
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de la que se derivan lo$digos de medidin

TABLA |. Resultados de simulaciones basadas en el principio pro-

n n
Z P,y Z Q: puesto para distintos valores A&
= ! AT N X 2R fx
=1 1=1

que cumplen con la Ec. (10) y con los que se calcula la fre
cuencia medida mediante la Ec. (12). 19999 1700875 999913 5878815.315646359

. . L. —9
Para realizar la simulamh se supone que la frecuen- 1x107° 20000 1701023 10000005878815.277629991
cia paton es def,=10 MHz y que tiene una reproduci- 20001 1701040 1000010 5878815.312984997
bilidad de A fy/ fo=1x10713. La frecuencia hipdttica a 1999 1699026 998826 5878815.274162962
medir es defx=5878815.277629991 Hz, asociada al pe- 1, 1qg-10 2000 1701023 10000005878815.277629991

riodo Tx=1.70102310""s. El ancho de pulso utilizado es
7=1x10"? y el error de coincidencia &ximo es supuesto de 2001 1701188 1000097 5878815.274972549

AT=1x10"12. 199 1685559 990909 5878815.277305630
Los resultados de la simuld@ti se muestran en la Fig. 4, 1x107'" 200 1701023 10000005878815.277629991
para una medion de frecuencia cuando amba8aes esin 201 1707674 1003910 5.878815277389010

en fase y cuando no lo est. Se puede observar que |os re- 19 1628027 957087 5878815.277633602

sultados son independientes de la diferencia de fase, debido 1

gue el conteo de pulso comienza a partir de la primera coin- x10 20 1701023 10000005878815.277629991

cidencia, como se muestra en la Fig. 2. 21 1774019 1042913 5878815.277626677
Tambén se puede observar que a medida que el tiempo

de mediodbn creceAfx —0, adends que para los tiempos de 6. Conclusiones

medicbnT,,=0.171023 s7T;,,=0.342046 s ¥,,,=0.513069 s,

se obtiene la condion idealAfx = 0, bajo las condiciones Se ha presentado unétodo alternativo de medimn de fre-

de la simuladn. Esto implica que usando esté&todo de  cuencia basado en el principio de coincidencia de pulsos, la

medicbn se puede obtener la mejor aproxindecposible, representadin de los 6digos de medi¢in mediante apro-

planteada en (9), tomando en cuenta la reproducibilidad delimaciones racionales y la propiedad arquimediana de los

pation y la séal a medir. Esto es posible gracias a la aplicanimeros reales.

cion de la propiedad arquimediana de los reales. Se han presentado los resultados de simulaciones basadas
Los resultados de distintas simulaciones presentados endm el modelo mateatico del nétodo de mediéin propuesto,

Tabla I, para un tiempo de medici 7,,=0.171023 y distin- ilustrando la independencia de los resultados con la diferen-

tos valores deAT o condiciones de discriminai de coin-  cias de fase entre lafa del paton y la sometida a median.

cidencia de pulsos. Se puede observar que en cada caso, pAtemas de resultados de simulaciones para distintos valores

la coincidencia 20000, 2000, 200 y 20 se obtiene el valode AT.

de fx, propuesto inicialmente para la simulaciy que para Con el netodo propuesto es posible obtener una médici

cada una se cumple el criterio de fin de metticbropues- de frecuencia con una incertidumbre de mexidracciona-

to en (11). El diagrama a bloques del programa utilizado seia similar a la obtenida con el @odo chsico pero en un

presenta en el @ndice. tiempo nas corto. En la simuladn presentada el tiempo de

medicbn es de 0.171023 s, lo que supera considerablemente

o’ al método chsico.

° Se ha propuesto un criterio de fin de meglicbasado la

propiedad arquimediana démeros reales y se ha presenta-

do el diagrama a bloques de un medidor digital de frecuencia

o ' mm——— ' basado en el &todo propuesto.

En este rdtodo los pulsos de coincidencia daoricamen-

) ot te elementos de conteo, por lo que el resultado de la néedici

< ” sblo es dependiente de la similitud de las magnitudes de los

2 - ! : lapsos definidos por

ZPiTX y ZQiTo,
=1 i=1

los cuales pueden vari@nicamente por la reproducibilidad
0 01 02 03 04 05 06 . . . ’ .
TR, de la frecuencia de referencia y la sometida a médidtl re-
FIGURA 4. Error obtenido en la simulamh basada en el modelo sultado de la medi6n bajo este principio eSptimo cuando
matenatico del nétodo de mediéin de frecuencia. ambas reproducibilidades soreitticas.

8- B
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Las mediciones de frecuencia realizadas bajo eétedo de mediéin no presentén error instrumental debido al ancho
de los pulsos de coincidencia, su formalgitterc.

Apéndice
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FIGURA 5. Diagrama a bloques del programa utilizado para la simaitedel principio de mediéin y la obtendn de los resultados presen-
tados en la Fig. 4 y la Tabla I.
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