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En este artı́culo presentamos un estudio detallado de la estructura electrónica de bandas de superficies orientadas (001) y (110) de cristales
cúbicos centrados en la cara del Ca. Para nuestro estudio utilizamos la aproximación de enlace fuerte y el ḿetodo de acoplamiento de la
función de Green de superficie. Primero, construimos hamiltonianos de enlace fuerte en el formalismo de Slater Koster (SK). Utilizamos una
base ortogonal de nueve orbitales atómicos(spd)por átomo en la celda unitaria. Para el estudio de las superficies, utilizamos el método de
empalme de la función de Green de superficie. Hallamos que nuestros resultados se comparan aceptablemente con los valores publicados en
la literatura, y hacemos la predicción de diferentes estados no reportados aún.

Descriptores:Estados de superficie; mecánica cúantica; tipos de superficies; fenómenos de la superficie; teorı́a de la estructura del cristal;
estructura: medidas y simulaciones.

In this paper we present a detailed study of the electronic band structure of the (001) and (110) surface of the face centered cubic Ca. For
our study we use the tight-binding approach and the surface Green function matching method. We use tigth-binding Hamiltonians in the
Slater Koster formalism (SK). First, we use an orthogonal atomic basis of ninespdatomic orbitals, for each atom in the unitary cell. For the
study of the surfaces we use the surface Green function matching method. We find that our results compare acceptably well with the previous
published values, and we make the prediction of new different states not yet reported in the literature.

Keywords:Surface states; quantum mechanics; types of surface; surface phenomena; theory of crystal structure; structure: measurements and
simulations.
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1. Introducción
La fı́sica de superficies es una parte de la materia condensada
cuyo objetivo es el estudio de las propiedades estructurales,
electŕonicas yópticas de las superficies. En general, se en-
cuentra que las superficies presentan propiedades diferentes a
las del volumen, entre ellas las propiedades electrónicas. Esto
se debe a la desaparición de parte de las simetrı́as existentes
en el interior del śolido (en el caso de los cristales, la interrup-
ción abrupta de la periodicidad provoca un cambio en el am-
biente que rodea a losátomos que se encuentran en las capas
atómicas cercanas a la superficie). En losúltimos ãnos la f́ısi-
ca de superficies ha despertado un creciente interés debido a
los avances tecnológicos, al desarrollo de técnicas sensibles
a la superficie y a la disponibilidad de modelos teóricos que
permiten calcular las propiedades electrónicas y vibraciona-
les de las superficies.

Experimentalmente, los estados de superficie ocupados
pueden ser explorados por espectroscopı́a de fotoemisíon ul-
travioleta resuelta eńangulo y los estados de superficie deso-
cupados por espectroscopı́a de fotoemisíon inversa resuelta
enángulo [1]. Téoricamente, los estados de superficie pueden
ser calculados empleando diversos métodos, tanto empı́ricos
como de primeros principios [2–5]. Una recopilación parcial
de la estructura electrónica de superficies, estados de super-
ficie y estados resonantes, se encuentra reportada en la serie
Landolt-Börstein [6].

Las superficies de los semiconductores juegan un rol im-
portante en los aparatos que involucran contactos y uniones,

debido a que los estados de superficie dominan el transpor-
te electŕonico. En el caso del calcio, la fuerte hibridación de
las bandass − p con estadosd conduce a un ḿınimo de hi-
bridacíon en la densidad de estados (DOS) [7]. Este efecto
produce una densidad de estados extremamente baja al nivel
de Fermi. Adeḿas, la resistividad del calcio depende de la
presíon, hecho que podrı́a dar lugar a la transición de metal a
semimetal entre 200 y 300 kbars [8]. La posibilidad de esta
transicíon para el calcio fue señalada por Vasvariet al. [9].
Se espera por consiguiente que los estados de superficie apa-
rezcan en las brechas prohibidas de la estructura electrónica
de bandas proyectada de volumen, cercanos a la energı́a de
Fermi.

En la Sec. 2 describimos el método de acoplamiento de
la función de Green de superficie deduciendo las expresiones
para las funciones de Green proyectadas en la superficie y el
volumen, y definimos los estados de superficie y los estados
resonantes. En la Sec. 3 mostramos las bandas de volumen
proyectadas, la dispersión de los estados de superficie y esta-
dos resonantes para el Ca en las direcciones cristalográficas
(001) y (110), comparamos los resultados obtenidos con la
literatura experimental y teórica existente. Finalmente, en la
Sec. 4 se muestran nuestras conclusiones.

2. Modelo téorico
Para realizar el ćalculo de las propiedades electrónicas de la
superficie se hace uso del método de acoplamiento de la fun-
ción de Green de superficie (Surface Green’s Function Mat-
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ching- SGFM). En la construcción de la funcíon de Green de
superficie procedemos como sigue: con el hamiltonianoH de
enlace fuerte definimos una función de Green asociadaG, tal
que satisface la ecuación

(εI −H)G = I, (1)

dondeε es la enerǵıa,I es la matriz unitaria.
En el ḿetodo SGFM el estudio de la superficie se hace en

términos del concepto de capas principales. Una capa prin-
cipal se define como el conjunto mı́nimo de capas atómicas
que reproducen la periodicidad traslacional del sistema en es-
tudio. En nuestra convención las capas principales se etique-
tan con ńumeros positivos, tal como se muestra en la Fig. 1,
en donde la periodicidad del sistema se repite cada dos capas
atómicas, la capa superficial la etiquetamos con el número ce-
ro y las siguientes capas atómicas con los ńumeros−1, −2,
−3 y −4, respectivamente.

A partir de esta definición de capa principal introducimos
la aproximacíon del ḿetodo SGFM, la cual considera inter-
acciones a primeros vecinos entre capas principales, donde la
cantidad de interacciones atómicas, estará determinado por el
número de capas atómicas que definen cada capa principal.

Sea|n〉 la función de onda asociada con lan-ésima ca-
pa principal. Esta función de onda es una combinación lineal
de orbitales at́omicos (s, p, d) por átomo en la celda unitaria.
Considerando el espacio generado por el sistema completo de
funciones|n〉, podemos tomar los elementos de matriz de la
Ec.(1) en tal espacio y obtenemos

〈n| (εI −H) G|m〉 = δm,n, (2)

donde, en la aproximación a primeros vecinos entre capas
principales, el operador identidad está dado como

I = |n− 1〉〈n− 1|+ |n〉〈n|+ |n + 1〉〈n + 1|. (3)

Sustituyendo la Ec.(3) en la Ec.(2) se obtiene

(εI −Hn,n)Gn,m −Hn,n−1Gn−1,m

−Hn,n+1Gn+1,m = δm,n, (4)

FIGURA 1. Definición de capa principal. Se observa que las capas
atómicas0 y -1 forman la primera capa principal (etiquetada con
el número 0), las capas atómicas -2 y -3 forman la segunda capa
principal (etiquetada con el número 1) y las capas atómicas -4 y -5
forman la tercera capa principal (etiquetada con el número 2).

donde hemos tomadoHn,n+i ≡ 0 parai ≥ 2. Los hamil-
tonianosHnm, que aparecen en la Ec. (4) son supermatrices
2× 2 (cada capa principal contiene dos capas atómicas) cada
una de las cuales es una matriz18×18 (debido a que estamos
usando 9 funciones de onda porátomo). Por ejemplo, para el
caso de la superficie tenemosn = 0, tal que

H0,0 =
(

h00 h0−1

h−10 h−1−1

)
,

H0,1 =
(

h0,−2 h0,−3

h−1,−2 h−1,−3

)
, (5)

dondeH0,0 y H0,1 corresponden a hamiltonianos de interac-
ción de intracapa principal0 y entre las capas principales0
y 1, respectivamente.hn,m se refiere a la interacción entre la
capa at́omican y la capa at́omicam. Si suponemos que la
superficie es ideal, entonces

H0,0 = H1,1 = . . . = Hn,n, (6)

H0,1 = H1,2 = . . . = Hn−1,n, (7)

H1,0 = H2,1 = . . . = Hn+1,n. (8)

Para calcularH0,0 y H0,1, sólo necesitamos conocerh0,0,
h0,−1, h0,−2 y h0,−3 las cuales son matrices de interacción
entre capas atómicas en el esquema de la aproximación del
enlace fuerte (EF) y que dependen de la energı́a y el vector
de onda~k. Para obtener la función de Green proyectada en
la superficie hacemosn = m = 0 y definimosGs ≡ G0,0,
aśı de la Ec. (4) obtenemos

G−1
s = εI −H0,0 −H0,1T, (9)

y la función de Green para el volumen proyectada en la pri-
mera capa principal [10,11]

G−1
b = G−1

s −H1,0T̃ , (10)

dondeT y T̃ son las matrices de transferencia, las cuales se
definen como

Gk+1,p = TGk,p, k ≥ p ≥ 0, (11)

Gi,j+1 = T̃Gi,j , j ≥ i ≥ 0. (12)

Las matrices de transferenciaT y T̃ contienen toda la infor-
macíon de las propiedades electrónicas de la superficie. Es-
tas matrices están acopladas, razón por la cual no se pueden
evaluar exactamente, por lo que se han desarrollado varios al-
goritmos iterativos para obtenerlos numéricamente [12]. Ob-
tenida la funcíon de Green del sistema, podemos calcular la
densidad local de estados

N(ε,~k) = − 1
π

∫

1ZB

Im
[
TrG

(
ε,~k

)]
dk. (13)
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FIGURA 2. (a) Estado resonante decreciendo exponencialmente hacia el vacı́o. (b) Estado de superficie decreciendo exponencialmente hacia
el volumen y hacia el vacı́o.

La integracíon nuḿerica se realiza por el ḿetodo de Cun-
ningham [13] en la primera zona de Brillouin bidimensional
(1ZB). Si hacemosG = Gs en la Ec. (13) obtenemos la den-
sidad local de estados proyectada en la superficie, cantidad
que permite obtener la localización de los estados de superfi-
cie y los estados resonantes para cada valor de~k en la zona
de Brillouin bidimensional.

Debido a la existencia de una superficie los estados
enerǵeticos pueden diferir de los estados del interior del sóli-
do o volumen. Si los estados de la superficie cuyo valor de
la enerǵıa y vector de onda coinciden con los estados del
interior del śolido, entonces, se denominan estados resonan-
tes. En la Fig. 2a se muestra su comportamiento exponencial
decreciente de la función de onda hacia el vacı́o, su ampli-
tud tambíen decae exponencialmente en el interior del sólido
(veáse la ĺınea punteada), pero no se anula debido a que coin-
cide con un estado en el interior de sólido.

Los estados de la superficie cuyo valor de energı́a y vector
de onda no coincidan con algún estado del interior del sólido
se denominan estados de superficie. Estos poseen funciones
de onda que se amortiguan exponencialmente a medida que
se penetra hacia dentro del cristal (veáse la ĺınea punteada de
la Fig. 2b) y se aleja hacia el vacı́o [14, 15]. Los estados de
superficie se encuentran localizados en las brechas prohibi-
das de la estructura de bandas de volumen y surgen debido al
rompimiento de la simetrı́a del cristal.

La posicíon de los estados de superficie, en las brechas
prohibidas para los estados de volumen y la posición de los
estados resonantes para valores del vector de onda~k a lo lar-
go de las direcciones de alta simetrı́a de la primera zona de
Brillouin bidimensional, forman bandas que se pueden de-
terminar a partir de los polos de la función de Green de su-
perficie y de la funcíon de Green de volumen. Cuando los
polos de la funcíon de Green de superficie coinciden con los
polos de la funcíon de Green de volumen, hablamos de un
estado resonante; en caso contrario hablamos de un estado de

superficie. Esto implica que los estados de superficie no pue-
den estar degenerados con los estados de volumen, es decir,
para un estado de superficie no puede existir un estado con
el mismo vector de onda y la misma energı́a. Este requeri-
miento establece una condición necesaria para la existencia
de bandas de estados de superficie. Podemos ilustrar esto in-
troduciendo el concepto de bandas proyectas de volumen (ver
Fig. 4), en esta figura cada punto de la zona de Brillouin de
la red rećıproca es caracterizado por un vector de onda, en
donde los estados resonantes están representados por cı́rcu-
los blancos, y los estados de superficie por cı́rculos śolidos.
Estos estados de superficie forman bandas en el recorrido de
la zona de Brillouin bidimensional, tales comoEs2, Es3,. . . ,
Es6 que se localizan en las brechas prohibidas de la estruc-
tura electŕonica de bandas proyectada de volumen.

FIGURA 3. Primera zona de Brillouin para la estructura fcc(001),
donde|Γ M | = 2π/a y |Γ X| = (

√
2π)/a.
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FIGURA 4. Estructura de bandas de volumen proyectadas calcula-
das con el ḿetodo SGFM. Los ćırculos śolidos y blancos represen-
tan los estados de superficie y los estados resonantes, respectiva-
mente. El nivel de Fermi se encuentra en el origen.

3. Resultados y discusíon

3.1. Superficie (001)

En esta superficie lośatomos son equivalentes y forman una
estructura cuadrada simple, en donde la distancia entreáto-
mos se da en términos del paŕametro de reda. La distancia
entre planos paralelos es(1/2)a, la distancia entre primeros
vecinos es(1/

√
2)a y entre segundos vecinos esa.

Los vectores primitivos de esta superficie son de la forma

−→a 1 =
a

2
(1, 1), ~a2 =

a

2
(1,−1).

Por lo tanto, los vectores de la red recı́proca~b1 y~b2 son

~b1 =
2π

a
(1, 1) , ~b2 =

2π

a
(1,−1) .

Con la ayuda de estos vectores se construye la prime-
ra zona de Brillouin bidimensional que se muestra en la
Fig. 3 [6, 16, 17]. Es importante resaltar que en la superficie

de esta dirección cristalogŕafica tenemos ocho interacciones
a primeros vecinos de las doce que se presentan en el volu-
men y cinco interacciones a segundos vecinos de las seis que
hay en el volumen.

3.2. Bandas proyectadas de volumen, estados de super-
ficie y estados resonantes

Para calcular estos estados se utilizó el método de acopla-
miento de funciones de Green de superficie descrito en la
Sec. 2, con hamiltonianos de enlace fuerte y una base or-
togonal de orbitales atómicosspd. En nuestra aproximación
consideramos interacciones hasta segundos vecinos, y un to-
tal de veinticuatro parámetros de enlace fuerte reportados en
Ref. 18. Con la ayuda de la función de Green se calculan y se
comparan la estructura de bandas proyectadas de volumen y
de superficie. Para identificar y distinguir un estado de super-
ficie de un estado resonante, se calculan los polos de la parte
real de la funcíon de Green, tanto de la superficie como del
volumen, para valores del vector de onda~k a lo largo de las
direcciones de alta simetrı́a de la primera zona de Brillouin
bidimensional. Cuando los polos de la función de Green de
superficie coinciden con los polos de la función de Green de
volumen hablamos de un estado resonante, en caso contrario
hablamos de un estado de superficie.

Nuestros resultados se muestran en la Fig. 4, donde po-
demos ver seis estados de superficie etiquetados comoEs1,
Es2,. . . ,Es6 y seis estados resonantes etiquetados comoEr1,
Er2, . . . , Er6. De manera general se puede observar que la
forma y dimensiones de las bandas de volumen proyectas que
se est́an reportando concuerdan cualitativamente con los re-
sultados obtenidos en Ref. 19. Las caracterı́sticas de estos
estados las mostramos en las Tablas I y II, respectivamen-
te. En la primer columna mostramos el estado, en la segunda
columna mostramos el valor del vector de onda donde se lo-
caliza el estado en unidades de[π/a], en la tercera columna
mostramos el valor de su energı́a obtenida por ḿetodos téori-
cos (Eteórico), en unidades de[eV ], en la siguiente columna
mostramos el valor de su energı́a obtenida en nuestro cálcu-
lo ENC en unidades de[eV ], y finalmente, en láultima co-
lumna mostramos el tipo de simetrı́a de las funciones de on-
da que contribuyen al estado de acuerdo con nuestro cálculo
(SFONC).

Antes de describir las caracterı́sticas de cada uno de los
estados calculados en nuestro trabajo, es conveniente especi-
ficar las siguientes convenciones:

Si un estado es el resultado de la hibridación de los or-
bitales at́omicospx + py + pz, por simplificacíon, di-
remos que el tipo de simetrı́a de las funciones de onda
que contribuyen al estado esp.

Si un estado es el resultado de la hibridación de los or-
bitales at́omicosdxy+ dyz+ dzx+ dx2−y2 + d3z2−r2 ,
por simplificacíon, diremos que el tipo de simetrı́a de
las funciones de onda que contribuyen al estado esd.
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TABLE I. Estados de superficie del Ca(001). En la primera columna
mostramos el estado de superficie, en la segunda columna el vector
de onda donde se localiza el estado, en la tercera columna el valor
de su enerǵıa obtenida por ḿetodos téoricos, en la siguiente colum-
na mostramos el valor de su energı́a obtenida en nuestro cálculo
y finalmente en láultima columna mostramos el tipo de simetrı́a
de las funciones de onda que contribuyen al estado de acuerdo con
nuestro ćalculo.

Es ~k (π/a) Eteórico (eV ) ENC (eV ) SFONC

Es1 (0, 0) −0.40 [19] −0.428 s

Es2 (1, 1) −1. 222 [19] −0.972 s, pz, dxy

Es3 (1, 1) 1.81 s, pz, dxy

Es4 (1.85, 0.15) 1.05 dzx,x2−y2 , py

Es5 (1.7, 0) 0.18 d

Es6 (2, 0) 0.79 dx2−y2

TABLA II. Estados resonantes del Ca(001)

Er ~k
(

π
a

)
ENC (eV ) SFONC

Er1 (0.4, 0.4) 0.22 s, d3z2−r2

Er2 (0.6, 0.6) 0.455 s, d3z2−r2

Er3 (1.25, 0.75) 1.81 s, dx2−y2

Er4 (1.9, 0.1) 0.455 s, dzx,x2−y2

Er5 (0.7, 0) 0.085 s, d

Er6 (1.5, 0) 1.339 s, d

FIGURA 5. Primera zona de Brillouin bidimensional para la estruc-
tura fcc(110), donde|Γ Y | = π/a y |Γ X| = π

√
2/a.

Si un estado es el resultado de la hibridación de los
orbitales at́omicospx+ py+ dxy+ dyz, por simplifica-
ción, diremos que el tipo de simetrı́a de las funciones
de onda que contribuyen al estado espx,y, dxy,yz, etc.

Los estados calulados en el presente trabajo para el
Ca(001)Es1 y Es2, han sido reportados en la literatura y ob-
tenemos que nuestros resultados concuerdan aceptablemente
con los valores publicados. Los nuevos estados hallados en el

presente artı́culo son los estados de superficieEs3, Es4, Es5,
Es6 y los estados resonantesEr1, Er2,. . . ,Er6.

3.3. Superficie (110)

En la superficie (110) lośatomos forman una estructura rec-
tangular de ancho(1/

√
2)a y de largoa, la distancia entre

planos paralelos es(1/
√

2)a. La distancia entre primeros ve-
cinos es(1/

√
2)a, entre segundos vecinos esa. En el lengua-

je del ḿetodo SGFM, el ńumero de capas atómicas necesa-
rias para reproducir la periodicidad en la superficie fcc(110)
es dos.

Los vectores primitivos de esta superficie son de la forma

~a1 = a(1, 0), ~a2 =
a

2
(0,
√

2).

Por lo tanto, los vectores de la red recı́proca~b1 y~b2 son

~b1 =
2π

a
(1, 0) , ~b2 =

2π

a

(
0,
√

2
)

.

Es importante resaltar que en la superficie de esta direc-
ción cristalogŕafica se presentan dos interacciones a primeros
vecinos de las doce que se presentan en el volumen y tene-
mos dos segundos vecinos de las seis que se presentan en el
volumen.

FIGURA 6. Estructura de bandas de volumen proyectadas calcula-
das con el ḿetodo SGFM. Los ćırculos śolidos y blancos represen-
tan los estados de superficie y los estados resonantes, respectiva-
mente. El nivel de Fermi se encuentra en el origen.
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TABLA III. Estados de superficie del Ca(110).

Es ~k
(

π
a

)
ENC (eV ) SFONC

Es1 (1.414, 0) −0.068 s

Es2 (1.414, 0) 2.176 d

Es3 (1.3435, 1) 0.68 px, dzx

Es4 (0, 1) 2.244 py, d

Es5 (0.91, 1) 2.9376 py, d

Es6 (0, 1) 2.72 s

TABLE IV. Estados resonantes del Ca(110).

Er ~k
(

π
a

)
ENC (eV ) SFONC

Er1 (0.707, 0) 0.612 s, d, px

Er2 (0.49, 0) 2.7336 s, d

Er3 (1.414, 1) 2.516 s, px, py, d

Er4 (0.989, 1) 1.292 s, p, d

Er5 (0, 0.7) 0.748 s, p, d

3.4. Bandas proyectadas de volumen, estados de super-
ficie y estados resonantes

Nuestros resultados se muestran en la Fig. 6, donde pode-
mos ver seis estados de superficie etiquetados comoEs1,
Es2, . . . , Es6 y cinco estados resonantes etiquetados como

Er1, Er2, . . . , Er5, los cuales no han sido reportados en la
literatura. Las caracterı́sticas de los estados calculados las
mostramos en las tablas III y IV. Los estados calculados en el
presente trabajo para el Ca(110) no han sido reportados en la
literatura.

4. Conclusiones

Se ha estudiado la estructura electrónica del calcio en las di-
recciones cristalográficas (001) y (110). Utilizamos hamil-
tonianos tipo Slater-Koster, con parámetros que reproducen
adecuadamente la estructura electrónica. Para describir la su-
perficie utilizamos el ḿetodo de acoplamiento de las funcio-
nes de Green. A partir del análisis de los estados de superficie
y los estados resonantes reportamos:

Un cat́alogo de estados de superficie y estados resonan-
tes para el calcio, en las direcciones cristalográficas (001) y
(110) en los cuales el tipo de simetrı́a de las funciones de on-
da que contribuyen a estos estados presentan una hibridación
s− p cond, tal como puede observarse en las Tablas I-IV.
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Mosću, 1987).

15. M. Michel Lannoo.Atomic and electronic structure of surfaces
: theoretical foundations(Springer-Verlag Berlin, 1991) Vol.
16.

16. S.J. Gurman,Phys. Rev. Lett.31 (1973) 637.

17. W. Jacobet al., Z. Phys. B. Condens. Matter63 (1986) 459.

18. D.A. Papaconstantopoulos.Handbook of the band structure of
elemental solids(Plenum Press, New York and London, 1986).

19. L. Ley, G.P. Kerker, and N. Martensson,Phys. Rev. B23 (1981)
2710.

Rev. Mex. F́ıs. 52 (6) (2006) 534–539


