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Basado en el ḿetodo propuesto por Lohmann para la fabricación de hologramas generados por computadora (HGC), se presenta una forma de
multiplexado haciendo algunas modificaciones a las celdas base, conocidas como celdas tipo I. Con esta variación es posible almacenar hasta
3 imágenes en un solo holograma. Las imágenes se recuperan simultáneamente en la misma dirección y en el mismo orden de difracción.
Los resultados demuestran que el procedimiento propuesto es efectivo en su aplicación en el procesamiento de imágenes, si bien con algunas
limitaciones t́ecnicas.

Descriptores:Hologramas generados por computadora; detour; transformada de Fourier (TF); celda; multiplexado; procesado de imágenes.

Based on Lohmann´s method to create computer generated holograms (CGH) a multiplexing scheme is presented by making some modifi-
cations to basic cells, known as type I cells. With this variation, it is possible to storage up to 3 images in a hologram. At the reconstruction
stage, the images are recovered simultaneously in the same direction and same diffraction order. Results show that the proposed procedure is
effective for applications in image processing with some limitations.
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1. Introducción

Desde su invención los HGC han sido una interesante rama
de laóptica moderna, gracias en parte por sus varias aplica-
ciones [1,2], por lo que a lo largo de su desarrollo han surgido
diferentes ḿetodos de codificación [3].

Probablemente los HGC ḿas conocidos sean los holo-
gramasdetour, propuestos por Lohmann,et al. [4], que con-
ceptualmente pueden resumirse como sigue: se digitaliza una
imagen y se obtiene su transformada de Fourier (TF) punto a
punto. La amplitud y fase de cada onda ası́ obtenidas se co-
difican por medio de celdas base (tipo I [3]), como la que se
muestra en la Fig. 1. Por medio de un algoritmo, se asigna a
cada celda un rectángulo cuyáarea es proporcional a la am-
plitud de la onda y cuya posición es proporcional a su fase.
Se genera ası́ una matriz deN ×M celdas del tamãno de una
hoja de impresíon, que en realidad es la simulación de un ho-
lograma de Fourier. El patrón de celdas generado es graficado
y fotogŕaficamente reducido para obtener una transparencia
que difracte la luz en forma adecuada. Cuando a la transpa-
rencia (holograma) se le hace incidir un haz de luz coherente,
la imagen original codificada puede reconstruirse con ayuda
de una lente.

Estructura de celda base tipo I, para representar una onda
en plano de Fourier (νx, νy), seǵun el ḿetodo de Lohmann.
Los paŕametrosW y P codifican la amplitud y la fase de la
onda, respectivamente. El ancho de la celda esδν, igual a su
alto.

Con el tiempo han surgido novedosos métodos para codi-
ficar no solo una sino varias iḿagenes, es decir ḿetodos de
multiplexado; cada uno con diferentes caracterı́sticas. Entre
éstos los hay aquellos que codifican simultáneamente dos o
cuatro objetos [5–8], las cuales pueden ser recuperadas en las
direcciones ortogonales [5–7] o en la misma dirección [8,9].

En este trabajo se muestra, un método de multiplexado
que permite codificar hasta tres imágenes [10], siendo un
método simplificado con respecto a los mencionados en el
párrafo anterior. Para esto es necesario introducir varias mo-
dificaciones a las celdas base mencionadas; modificaciones

FIGURA 1. Estructura de celda base tipo I, para representar una
onda en plano de Fourier (νx, νy), seǵun el ḿetodo de Lohmann.
Los paŕametrosW y P codifican la amplitud y la fase de la onda,
respectivamente. El ancho de la celda esδν, igual a su alto.
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FIGURA 2. Diseño de celda tipo II, que duplica la cantidad de in-
formacíon contenida en un HGC.

que, como se verá, las hacen ser equivalentes como elemen-
tos de codificado. La organización de este trabajo es como
sigue: en la Sec. 2, se describe brevemente el procedimiento
de codificado de los hologramas detour utilizando una cel-
da tipo I. En la Sec. 3, se analiza el método de multiplexado
propuesto [3]. En la Sec. 4 se presentan los resultados expe-
rimentales; y finalmente en la Sec. 5 se mencionan algunas
conclusiones y comentarios.

2. Método de codificacíon de la celda tipo I

La Fig. 1 muestra una de lasn×m celdas, cuyas caracterı́sti-
cas ya se han explicado anteriormente [3]. El tamaño de la
celda esδν × δν, con coordenadas (nδν,mδν). Los paŕame-
tros libres que codifican la amplitud y la fase de una onda
dada, en t́erminos del ancho y de la posición del rect́angulo
en la celda, son

Wnm =
sin−1(Anm)

π
, (1)

Pnm =
φnm

2π
, (2)

dondeAnm y φnm corresponden a la amplitud y a la fase de
dicha onda, mientras que el subı́ndicenm corresponde a las
coordenadas de cada celda. Esto nos da un total de2N ×M
paŕametros libres.

La amplitud de transmitancia binaria del total de las cel-
das, en el plano del holograma(νx, νy), est́a dada por

H(νx, νy) =
∑
n,m

rect
[
νx − nδν − Pnmδν

Wnmδν

]

×rect
[
νy −mδν

δν

]
, (3)

siendo en la dirección νx dentro delárea de la función rect
diferente de cero, esto es,rect(x) = 1 cuando|x| ≤ 1/2 e
igual a cero en otros casos. Mientras que en la dirección νy,
la funciónrect es constante e igual aδν. Notar que se obtiene
la TF inversa (TFI) de la Ec. (3) y luego de algunas aproxi-
maciones se llega a las Ecs. (1) y (2).

3. Método de multiplexado propuesto

Con el proṕosito de duplicar la cantidad de información con-
tenida en un holograma, se propone un rectángulo en el lado
izquierdo de la celda de la Fig. 1. Llamaremos a esta la cel-
da II (ver Fig. 2). Con este esquema se propone codificar 2
imágenes bidimensionalesu−X(x, y) y uX(x, y), la primera
con paŕametrosW−X

nm δν y P−X
nm δν, y la segunda con paráme-

trosWX
nmδν y PX

nmδν. Los rect́angulos, uno a la izquierda y
otro a la derecha del centro de la celda se identifican con las
letras−X y X, respectivamente. Las iḿagenes son recupera-
das simult́aneamente en el orden±1. El total de paŕametros
libres aumenta al doble, siendo4N ×M .

La amplitud de transmitancia binaria de la Fig. 2 es

H(νx, νy) =
∑
n,m

{
rect

[
νx − nδν − PX

nmδν

WX
nmδν

]

× rect
[
νy −mδν

δν

]
+ rect

[
νx − nδν + P−X

nm δν

W−X
nm δν

]

× rect
[
νy −mδν

δν

]}
, (4)

como se puede ver, se tiene una suma de transmitancias bi-
narias, que tiene en cuenta la colocación de los rect́angulos
dentro de la celda.

En el plano de la imagen, la TFI deH(νx, νy) es

h(x, y) =
∫ ∫

H(νx, νy) exp[2πi(xνx + yνx)]dνxdνy

=
∑
n,m

{
(xδνWX

nmπ)sinc(xδνWX
nmπ)

× exp[2πix(n + PX
nm)δν]

+ (xδνW−X
nm π)sinc(xδνW−X

nm π)

× exp[2πix(n + P−X
nm )δν]

}
. (5)

Al igual que para el caso de una celda I (Fig. 1) se de-
sea que la amplitud complejah(x, y) en el plano de la ima-
gen, describa las iḿagenesuX(x, y) y u−X(x, y), con los
paŕametros libresWX

nm, PX
nm,W−X

nm , P−X
nm . Despúes de al-

gunas aproximaciones se obtienen los siguientes parámetros
libres:

sin(πWX
nm) = AX

nm, (6)

2πPX
nm = φX

nm, (7)

sin(πW−X
nm ) = A−X

nm , (8)

−2πP−X
nm = φ−X

nm , (9)

como se puede ver el término de la Ec. (9) corresponde al
complejo conjugado de la imagen codificada con el rectángu-
lo −X, esto es,

exp(iφ−X
nm ) = exp(−2πiP−X

nm ) = [exp(2πiP−X
nm )]∗, (10)

Rev. Mex. F́ıs. 53 (4) (2007) 235–240



HOLOGRAMAS TIPO LOHMANN MULTIPLEXADOS 237

donde el asterisco denota el complejo conjugado. Nótese que
el rect́angulo−X cambia de signo cuando se grafica a la-
do izquierdo del centro de la celda; por lo tanto el complejo
conjugado de la Ec. (10) es omitido, de aquı́ se tiene

P−X
nm =

φ−X
nm

2π
. (11)

Esto es, se ejecuta un doble complejo conjugado en el
rect́angulo−X, el cual se pone de manifiesto al momento
de graficar, como se mostrará más abajo en los resultados.

A continuacíon se propone la celda II modificada (IIM)
de la Fig. 3. En este caso se muestran dos rectángulos en el
lado derecho del origen, definidos porX1 y X2. De acuerdo
al ańalisis mateḿatico hecho a la celda de la Fig. 3, se ob-
tienen los siguientes ecuaciones para calcular los parámetros
libres:

sin(πWX1
nm) = AX1

nm, (12)

2πPX1
nm = φX1

nm, (13)

sin(πWX2
nm) = AX2

nm, (14)

2πPX2
nm = φX2

nm. (15)

Como se puede ver las Ecs. (12) - (15), son idénticas a
las Ecs. (6) - (8), (11), respectivamente. Esto demuestra una
equivalencia entre las celdas II y IIM (ver Figs. 2 y 3).

La Fig. 4 muestra la celda tipo III, a la que se le ha añadi-
do un rect́angulo adicional, con la idea de triplicar la cantidad
de informacíon contenida en un holograma, cuyos parámetros
libres pueden resumirse como sigue:

WXi
nm =

sin−1(AXi
nm)

π
, i = 1, 2, 3 (16)

PXi
nm =

φXi
nm

2π
, (17)

dondei = 1, 2, 3, indica el ńumero de iḿagenes codifica-
das. Como se verá en los resultados experimentales, el efecto
de multiplexado también trabaja con esta celda, si bien con
algunos problemas de ruido.

FIGURA 3. Diseño de celda IIM, que duplica la cantidad de infor-
macíon en un holograma.

FIGURA 4. Celda III, usada para codificar 3 imágenes en un HGC.

FIGURA 5. Sistemáoptico para la reconstrucción de un HGC.

FIGURA 6. (a) y (b) Imágenes digitales de200× 200 pixeles.

4. Procedimiento y resultados experimentales

Los hologramas fueron calculados en el Software de Mat-
Lab y se graficaron con la ayuda del Software de PostS-
cript. Se utiliźo una impresora LaserJet 6M con resolución
de600×600 -dpi. El tamãno de los hologramas generados es
de128×128 y de200×200 celdas. Los hologramas una vez
impresos fueron reducidos fotográficamente en trasparencias
de 1.0 y 1.5cm2, respectivamente. Cuando el holograma es
colocado en un sistemáoptico como el que se muestra en la
Fig. 5, se le hace incidir un haz de luz coherente. Las imáge-
nes codificadas aparecerán en el plano de la imagen.
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FIGURA 7. Imágenes reconstruidas: (a) fue obtenida usando cel-
das tipo II. (b) fue obtenida usando celdas IIM. Ambas fotografı́as
muestran el mismo resultado, lo que demuestra que las celdas son
equivalentes.

FIGURA 8. En (a) y (b) los dibujos aparecen al centro de la imagen.
Despúes de almacenados y reconstruidos los dibujos se traslapan,
como se ve en(c). No hay manera de evitar el traslape.

Para demostrar la equivalencia entre las celdas de las
Figs. 2 y 3, se generan los hologramas usando las Ecs. (6)-(9),
y (12)-(15), respectivamente. Las Figs. 6 y 7 muestran las
imágenes utilizadas y las iḿagenes reconstruidas, respecti-
vamente. Como se puede ver, los resultados son los mismos
cuando se utilizan las celdas de las Figs. 2 y 3. Nótese, que no
existe traslape entre las imágenes reconstruidas;ésto es por-
que las iḿagenes usadas tienen diferentes coordenadas una
con respecto de la otra.

Las Figs. 8a y 8b muestra dos imágenes que coinciden en
algunas de sus coordenadas. En este caso, como era de espe-
rarse y como se ve en la Fig. 8c, las imágenes reconstruidas
coinciden o presentan traslape en las mismas coordenadas.
Este traslape puede evitarse cancelando uno de los signos ne-
gativos que están impĺıcitos en el rect́angulo−X (ver Fig. 2).
Esto se puede hacer de dos maneras: el signo menos es omi-
tido en la Ec. (9) o el rectángulo−X es graficado en el lado
derecho de la celda de la Fig. 2. Por ejemplo, los dibujos de
las imágenes digitales en las Figs. 8a y 8b son los mismos que

en las Figs. 9a y 9b; pero, enéstaúltima, los dibujos están
colocados en el lado derecho del campo. La Fig. 9c muestra
que mediante la aplicación del complejo conjugado es posi-
ble evitar el traslape en las imágenes reconstruidas, si bien
una de ellas aparecerá girada180◦. Otra manera de evitar el
traslape serı́a aplicando el teorema del desplazamiento [11].

FIGURA 9. En (a) y (b) se muestran los mismos dibujos que en la
Fig. 8, ahora a la derecha de la imagen. Usando el complejo conju-
gado de uno de ellos, es posible evitar el traslape, si bien el dibujo
aparece invertido.

FIGURA 10. (a) - (c) Imágenes digitales. (d) Imagen recuperada
usando la celda de la Fig. 4.
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FIGURA 11. (a) Imagen obtenida de la suma de las imágenes de la
Fig. 6b Imagen recuperada usando los dibujos de la Fig. 6 y la cel-
da tipo II. (c) Imagen recuperada usando el dibujo de la Fig. 11a y
una celda I. Como se ve la suma de imágenes se puede efectuar en
el plano espectral (caso propuesto, 11b) o bien el plano real (caso
normal, 11c).

FIGURA 12.(a) y (b) Negativo de los dibujos de la Fig. 6. (c) Suma
de las iḿagenes de las Figs. 12a y 12b.

Empleando la celda de la Fig. 4 y las imágenes de las
Figs. 10a - 10c se lleva a cabo un triple multiplexado. El re-
sultado se muestra en la Fig. 10d. Como se puede apreciar,
se tiene menor resolución en las iḿagenes reconstruidas, ya
que al aumentar el número de iḿagenes codificadas, se in-
crementan los traslapes entre los rectángulos que codifican a
cada una de ellas, dentro de las celdas.

La Fig. 11a, muestra una imagen que es la suma de las
Figs. 6a y 6b. Como es de esperar, la fabricación de su ho-
lograma requiere una celda I y su imagen recuperada es la
que se muestra en la Fig. 11b. Sin embargo,éste es el mismo
resultado que se muestra en la Fig. 11c, y que se obtuvo con
una celda II cuando cada imagen fue codificada independien-
temente. Esto demuestra que se puede efectuar una suma de
imágenes de dos maneras o bien sumándolas directamente en
el espacio real o bien usando un holograma con celdas tipo II,
(suma espectral).

Sin embargo, cuando se utiliza el negativo de estas mis-
mas iḿagenes, (ver Fig. 12), se observa una diferencia entre
ambos ḿetodos. Esto es entre sumar previamente las imáge-
nes (celda I) o realizar una suma espacial de imágenes (cel-
da II). Comparando la Fig. 13a, codificada con una celda II, y
la Fig. 13b codificada con una celda I, se observa que existe
un bajo contraste en la primera, debido a un color de fondo.

Anaĺıticamente, estos resultados pueden explicarse como
sigue. La suma de las iḿagenes de las Figs. 6a y 6b dan co-
mo resultado la imagen de la Fig. 11a, cuyos pixeles tienen
el valor de 0ó 1. Mientras que la suma de las imágenes de

las Figs. 12a y 12b, resulta en 12c cuyos pixeles tienen los
valores de 1́o 2. La Tabla I ilustra esté concepto, donde los
renglones 1 - 3 cumplen con las Figs. 11b y 11c, mientras que
los renglones 2 - 4 cumplen con las Figs. 13a y 13b.

Cabe hacer notar que al sumar celdas I, hay una probabi-
lidad de que se traslapen los rectángulos dentro de las celdas
individuales, ya quéestos se mueven libremente según les
corresponda, y esta probabilidad es cada vez mayor a me-
dida que aumente el número de iḿagenes. El porcentaje de
traslapes en un holograma se midió mediante un programa
en MatLab, obteniéndose los siguientes resultados: para cel-
das II y IIM el porcentaje de traslapes es de 57 % y para cel-
das III es de 89 %. Como ejemplo, la Fig. 10d muestra una
gran cantidad de ruido, debido al gran número de traslapes
ocurridos.

5. Conclusiones

El método de multiplexado propuesto en este trabajo muestra
que es posible aumentar la capacidad de información que un
HGC tipo Lohmann es capaz de manipular (sin modificar la
estructura fundamental de sus celdas base). Esto podrı́a ser
de inteŕes para algunas aplicaciones tecnológicas modernas,
puesáreas como la inforḿatica requieren dispositivos opto
electŕonicos capaces de almacenar mayor cantidad de infor-
macíon, cada d́ıa.

TABLA I.

X Y X + Y

Rengĺon 1 0 0 0

Rengĺon 2 1 0 1

Rengĺon 3 0 1 1

Rengĺon 4 1 1 2

FIGURA 13. Imágenes recuperadas: (a) usando los dibujos de las
Figs. 12a y 12b y la celda de la Fig. 2, (suma espacial); (b) usando
el dibujo de la Fig. 12c y una celda I.
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Aún más, la equivalencia entre las celdas II y IIM, mues-
tra cierto grado de versatilidad del método, toda vez que es
posible no solamente almacenar la información dentro del ho-
lograma, sino que ya que se ha determinado el tipo de ima-
gen a procesar, es posible manipularla dependiendo de la ma-
nera como los resultados requieran. Entreéstos la suma de
dos iḿagenes es un caso particular, la cual se puede efectuar
de diferentes maneras; o bien superponiendo las dos imáge-
nes (Fig. 8), o utilizando el complejo conjugado de alguna
de ellas, para separarlas, etc., (ver Fig. 9). Estoúltimo nos
lleva tambíen a considerar que el método propuesto puede
ser de utilidad desde el punto de vista didáctico, como ayuda
para entender estos conceptos en un curso de Procesado de
SẽnalesÓpticas.

No se hizo un estudio a fondo, comparativo, entre este
método y los propuestos por otros autores (Hologramas de
Lee, etc), tampoco se hizo un estudio a fondo de la capaci-
dad difractiva de estos hologramas, ni de la relación sẽnal-

ruido, como amablemente nos lo señala uno de nuestrosárbi-
tros; estoúltimo es ciertamente importante, toda vez que el
aumento de iḿagenes a procesar conlleva a un aumento en
el número de traslapes entre rectángulos, dentro de cada cel-
da, lo cual, de alguna manera, produce interferencia entre las
ondas respectivas, que muy por seguro produce ruido, (tal y
como se muestra en la Fig. 10d, donde se multiplexan has-
ta tres iḿagenes). Esto representa obviamente una limitación
del método. Sin embargo gracias a esta sugerencia, se ha
planteado un trabajo futuro con esta finalidad, que se encuen-
tra actualmente en progreso en sus fases iniciales; y del cual
se presentará los resultados en un trabajo futuro.
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