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En uno de sus trabajos anteriores, las ecuacionésniias relativistas de una parila cargada bajo la acei de campos electromagficos

fueron formuladas eretminos de momentos tanto externos como internos por R. Yamaleev [1]. Las ecuaciones daredelias momentos
externos, esto es, las ecuaciones de fuerza de Lorentz, fueron derivadas de las ecuacionesaeds/iachomentos internos. El mapeo
entre las observables de ambos momentos externos e interaaslastonado mediante la formulénipolinomial cuadatica de Vete, que

es elpolinomio caracteisticode la diramica relativista. En este trabajo mostramos que el sistema de ecuaci@megds) construidas en la

Ref. 1, puede ser resuelto en el esquema de Heisenberg para un sisietieale cuatro dimensiones. En este esquema las ecuaciones de
los momentos internos juegan el papel de ecuaciones de éwolp@ia un vector de estado, mientras que los momentos externos obedecen
la ecuaddn de Heisenberg para un operador de evoludias soluciones de la ecuaside fuerza de Lorentz para el movimiento, dentro de

un campo electromag@tico constante, se presentan a&sde las funciones pentagonetnicas.

Descriptores:Ecuaciones de Lorentz; de Hisenberg; de ev@lncmomentos internos y externos; formuéacicuaterrbnica; espinorial;
funciones pentagonagiricas.

In an earlier work, the dynamic equations for a relativistic charged particle under the action of electromagnetic fields were formulated by
R. Yamaleev [1] in terms of external, as well as internal momenta. Evolution equations for external momenta, the Lorentz-force equations,
were derived from the evolution equations for internal momenta. The mapping between the observables of external and internal momenta
are related by \&te formulae for a quadratic polynomial, thlearacteristic polynomiabf the relativistic dynamics. In this paper we show

that the system of dynamic equations, constructed in Ref. 1, can be cast into the Heisenberg scheme for a four-dimensional quantum system.
Within this scheme the equations in terms of internal momenta play the role of evolution equations for a state vector, whereas the external
momenta obey the Heisenberg equation for an operator evolution. The solutions of the Lorentz-force equation for the motion inside constant
electromagnetic fields are presented via pentagonometric functions.

Keywords:Lorentz; Hisenberg and Evolution Equations; internal and external momenta; cuaternionic and espinorial formulations; pentago-
nometric functions.

PACS: 03.30.+p; 03.65.Pm; 03.65.5q; 03.65.-w

1. Introduccion se obtiene por medio de laérimulas de \@te para un po-
linomio cuadatico, que es el polinomio caradtsico de la
Recientemente R.M. Yamaleev ha construido una nueva fodinamica relativista.
mulacbn de la didmica relativista. En este primer paso, se  En el presente trabajo exploramos nuevas posibilidades
inici6 esta formuladin con el propsito de crear un @ogo  sobre las generalizaciones propuestas por Yamaleev. Mostra-
de la meénica chsica empleando el formalismo de espaciomos que esta teta permite formular el sistema de ecuacio-
fase de Nambu. Posteriormente reSwaidncluyente el hecho nes diraimicas como ecuaciones de Heisenberg para un sis-
gue esta mémica chsica no es otra que la n@@tca relati- tema cié@ntico cuadridimensional. Dentro de este esquema,
vista. De esta manera se puede construir una jei@ousis-  las ecuaciones para los momentos internos juegan el papel de
temas di@micos, disponiendo en un primer nivel laraeica  ecuaciones de evolum para un vector de estado, mientras

newtoniana, en un segundo nivel la raeica relativista y, en  que los momentos externos obedecen la ebuate Heisen-
un tercer nivel, se encontiaruna difamica relativista gene- berg para el operador de evolani
ralizada basada en la téade las funciones igiticas[1-9]. Para dar una idea principal sobre los principios de la nue-

La nueva formuladin muestra una estructura compuestava diramica, empezaremos con un caso unidimensional, el
de la diramica que describe el movimiento de unajgafa  que corresponde a la proyegnide las ecuaciones de Lorentz
relativista. Se mostrque la ditamica completa de la paect-  en direcodn del movimiento (Sec. 2). Siguiendo los respec-
la relativista dentro de un campo electroméiigp puede ser tivos desarrollos mencionados demostramos que las ecuacio-
formulada tanto erérminos de momentos externos como in-nes relativistas, expresadas @mtinos del tiempo propio,
ternos. Las ecuaciones de evoflutipara los momentos ex- se descomponen e@riminos de dos ecuaciones newtonianas
ternos, que son las ecuaciones de Lorentz, son derivables den diferentes pametros de evoluon. Conversamente, la
las correspondientes ecuaciones de evolugiara los mo- ecuacbn relativista puede considerarse como compuesta por
mentos internos. El mapeo entre ambos tipos de momentaos ecuaciones de Newton.
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A fin de desarrollar la teéa completa es necesario ex- La fuerzaG no intercambia enefg cirética, mientras que la
tender las componentes del espacio-tiempo al espacio eucfiierza de Minkowski no contribuye al cambio de masa (3).
diano cuadridimensional. Una ventaja de este espacio eucli- En seguida exploraremos la ecuatide fuerza de Lo-
diano cuadridimensional es que nos permite el us@deit rentz proyectada en la direéci del movimiento. En este ca-
cas de cuaterniones. Las ecuacionagsidas de la te@ son  so, las Ecs. (1) se reducen a
formuladas primeramente para los momentos internos, de las .
que se siguen las ecuaciones para la fuerza de Lorentz codP _ L(E i) P, dPy i(ﬁ AP, 7= P @)
mo una consecuencia (Sec. 3). En la Sec. 4, las ecuacionesir  mc O dr me U
de evoluobn se pre’se.ntan en ]a forma ‘_je, ecuaciones de Hej, la diramica relativista, el adlamado casc&n de ma-
senberg en una maoica céntica cuadridimensional. En la
Sec. 5 se establece la correspondencia con la represemtac
espinorial. En la Sec. 6 se obtiene la soicide la ecua-
cion de evoluddn para el movimiento dentro de un campo .2p2 _ P2 — M?c¢* = (cPy — Mc?)(cPy+ Mc?). (5)
electromagatico constante, usando el conjunto de funciones

sa (3) juega un papel preponderante. Esta r@tapodemos
bscribirla como sigue:

pentagonorétricas. En el limite no relativista
2
2. Grados de libertad internos de la dirfamica cPy— Mc® — 2%,
relativista

esto es, la expre@n en el primer pantesis transforma en la
Consideremos el movimiento de una peuta relativista con ~ €nerda cirética de una paula newtoniana. Esto nos inspi-
cargae bajo la acadn del campo electromagtico {E' E} ra la idea de identificar la exprési en el segundo pante-
Las ecuaciones relativistas del movimiento enrtinos del ~ Sis tambén como una eneig cirética. Introducimos aslos
tiempo propior = {z*z,}'/? /c estin dadas por las siguien- €nergas cireticas:
tes ecuaciones de la fuerza de Lorentz:

2 2
p 2 q 2
. Epy=—=(cPy— Mc*), E,=-—=(cPy+ Mc*). (6)
dP — — — dP N P ) q
= S(ER+PxB), S2="A(E P) @ 2m 21
dr me dr me . . . L
. . Para estas nuevas cantidades introducimos las siguientes
ar_pPodt _ By ) unidades
T=s, == (2
T m dr me
Estas ecuaciones implican la siguiente integral del movimien- dim[p] = [dimension of momentufm
to M: dim|q] = dim[u] = [dimension of enerdy
P} — P* = M*, €))

Por tanto, la masan de la pariculap es la misma que
la masa de la pddula relativista. Se sigue de esta defini-
gién que, la masa propia de la padia relativista y la masa
de la paricula newtoniana son las mismas. Hay que notar
ciden:m — M: en cambio, para paculas sin masaZ = 0, gue podramos manejar otra p_osibilidad, la de asignar a las
se rompe esta conéii. Para una discusi mas amplia ver  Pariculasp, ¢ las masas propias,, m,. En este caso, la
la Ref. 17. masa de la patula relativista haba quedado definida como

La forma covariante de las ecuaciones de Lorentz en no?” = vp'q [1]- o
tacibn tensorial es obviamente Las definiciones (6) y (5) conducen al siguiente mapeo:

la cual en general vale la pena distinguir delgmaetro de
masam de las ecuaciones de movimiento. En el caso de |
dinamica de paftulas con masa/ # 0, ambos valores coin-

d e P ¢ 1/¢ P
. = —F v 2P2 Y S S Po=- (X Ea
drPn = et P ¢ 2m 2p’ “0=5 2 Tom )
Para nuestro prdsito, sin embargo, necesitamos las ecua- , 1/(¢ p?
ciones anteriores, escritas eigiamente en sus componen- Mec® = 3 <2M - 2m) 5 (7)

tes. Estas ecuaciones dejan invariante la norma del cuadrimo-
mento. Esta propiedad de la ecuacie la fuerza de Lorentz, el cual, desde un punto de vista formal, no es otra cosa que
formulada de manera tensorial, resulta obvia debido al tens@l mapeo de Cartan de espinores de dos componentes a la:

antisinétrico F,,, presente en el miembro derecho. respectivas coordenadas de un vectoir@po tridimensional
Es importante mostrar la analagentre la fuerza tridi- dado por(i/%, P, Mc). EIl mapeo inverso estdado por (6).
mensional del giroscopié: y la fuerza de Minkowskj7] Nuestro propsito es el de obtener las ecuaciones de evo-

cuadridimensional. La fuerz& no trabaja a lo largo de la lucion para los momentgsy q, los que denominaremos co-
trayectoriadl, mientras que la fuerza de Minkowski no tra- mo momentos internos de la pattla relativista. Las ecua-
baja a lo largo de la trayectoria de lméa de mundall“. ciones de evoludin para los cuadradgg y ¢ se siguen de
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la ecuaddn dePy. De hecho, al tomar en cuenta qliezr es  y
una constante del movimiento, de (6) obtenemos

E— Mc?
d 2 . d 2 N KR = e . As.2"
(T;;:i(ﬁ.E)p, CT;L:i(ﬁ.E)p_ (8) €+ Mc
Temome Tep e Esta integral éptica implica las soluciones de (2.4) para el

Estas ecuaciones nos permiten derivar las ecuaciones parapeitencial del oscilador e@tminos de las funcionesipticas
modulo de los momentos interngsy ¢. Al substituir la si- ~ de Jacobi [2]:
guiente brmula paraP,

2(E — Mc?
— o L e O
2c\/mii P = \/2(6 — Mc2) en(¢|k) dn(¢|r).

en (8) y al igualar las expresiones g§ ¢, respectivamente.

Finalmente arribamos al siguiente sistema de ecuaciones QiPtese que estasiimulas nos permiten tamé introducir
las siguientes expresiones para los momentos internos:

evolucbn:
dp e ., = m = a1en(@|k), ¢ = asdn(d|k).
Al usar estas variables podemos arribar a las Ecs. (9). En el
) dg e (7 - ﬂ) 14 caso de un potencial con fronteras rottmamente crecien-
dr  2mec m’ tes, las soluciones ést definidas por funciones de doble pe-
dF 1 riodo, los periodos edh dados por las siguientes integrales:
() &L =z . 9)
dr m 2c/mp z(2)
T —9 / me dx
i i 0= )
Con la primera integral A VE V@) (E, - V(x)
¢ P
— — — =2Mec. z(1)
2 2m T o / me dx
Inversamente, de estas ecuaciones podemos reproducir las b VI —V(@)(E —V(x))
Ecs. (4) usando (7). En el caso de un campo potencial es- 2(2)
tacionario, con dondex(1), x(2), x(3), x(4) son soluciones de la ecuéni
E=-VV(r), (10) (& —V(2)) (& — V() =0.

las ecuaciones de fuerza de Lorentz implican una nueva conara el potencial del oscilador, las solucionearsiadas por
tante del movimiento, a saber, la erierde la paftularela-  |as funciones épticas de Jacobi [2]
tivista

2&
£ = C.ZD() + V(T) T = m:g S?’L((b‘ﬁ?%
Correspondientemente las Ecs. (9) implican dos constan- p = +/2Eymy, en(@|k),
tes de movimiento, las que poseen la forma de una &nerg
newtoniana 4= \/2Egmq dn(g]k),
p? q> donde
Er=—+V(r), &=-—+V(r). (11)
2m 2u < <
b= —1), Q=w\/— y k=2
En el caso del potencial del oscilador &@mto 2mc? &,

V(x) = mw?2?/2, la solucbn de (4) est dada por la in-

: En este caso, la®fmulas para los pardos esin dadas
tegral elptica

por las integrales giticas
y(9)

¢ —¢o = / 4y T02/1
21

S VA=) (1 - ky?) )

con 1/
4 dy

E+ Mc2 lef/ .

- _ cree Q 021 — ra2

¢ =w(r —m)\| 5 ) VI - ry?)
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Las Ecs. (9) pueden estructurarse como ecuaciones de
Nambu, al definir como funciones de Hamilton-Nambu las
siguientesd, =&, Hy,=&,, ¢=1,[1,2]:

dp 0H,0H, 0H,0H,

dr  9q Oz dq Ox’
dg OH,dH, OH,0H,
dr Ox Op Ox Op’
de  OH,0H, OH,0H,
dr Op Oq Op 0q

El sistema de Ecs. (9) puede separarse en dos ecuacio-
nes de Newton con diferentes paretros de evoluén [5].
Reemplacemos el pametro de evoluén = por el siguien-
te nuevo pametro de evolubin dt, = dr(gq/2mc)\/m/p.

Con respecto a este nuevo @aetro de evolubin, las
Ecs. (9) se transforman en las ecuaciones de Newton
p

dr P

v _ ar _
dt, m’

g =~ IV)

12)
y con ellas, la Ec. (2.9b) se convierte en la ley de conserva-

cion de la enefg. La energa de este sistema de ecuaciones
es

p2

:2m

Ep + V(r). (13)
Ahora, si reemplazamos en las Ecs. (9) ebpaetror por el

nuevo paametro de evoluéin cdt, = drp/2me+/p/m. De

esta manera arribamos a las otras ecuaciones de Newton,
d - dr q
q=—(1i-V)V(r), ==,
d(cty) d(cty) s
con energp
q2
Sq = ﬂ + V(T’)

Por supuesto, las Ecs. (12) y (13) no son del todo indepen-
dientes, sino que ellas juntas describen el movimiento de
la parfcula relativista [17]. En elilnite no relativista las
Ecs. (12) se convierten naturalmente en las ecuaciones de
Newton, mientras que las Ecs. (I8saparecertl presente
ejercicio nos muestra que podemos definir la pafgja, }
como el momento y la endayde la paitulap, y la pareja
{g.&,} como el momento y la endayde la paitulag res-
pectivamente. Las ecuacionesatimcas de la paitula com-
pleja, compuesta por las subpeaniasp y ¢ se escriben con
respecto a un tiemponico, el que en la mémnica relativis-
ta recibe el nombréempo propio En ésta terminolot las
subpariculasp y ¢ significan paiiculas no observables de
una paricula real observable, denominada por R. Yamaleev
particula corporal

Como conclugin de esta sedmn hagamos las siguientes
observaciones.

3.

3.

273

las energps ciréticasq?/2u, p?/2m son eigenvalores
del polinomio
X2 —2cPy X +*P? =0, (14)

que denominamospolinomio caracteistico de la
meanica relativista.

. La proyeccbn de las ecuaciones de fuerza de Lorentz

sobre el vector de momento nos permite la representa-
cibn para los momentos externos

P = Mc sinh(¢), Py = Mc cosh(¢),

donde¢ obedece la ecuam

do e , =
ar ~meF

mc

7).

En esta representdici obtenemos las siguientes
formulas para y ¢ los momentos internos:

(15)

p . f
\/ﬁ = v2Mc sinh <2> ,
\/LTU/ = V2Mc cosh (;b) .

Esta representami puede denominarsepresentadn
polar.

Notese que?/2u > p?/2m. El casog? /2 = p?/2m
corresponde a la pacula sin masa co = 0.

. La velocidad con respecto al tiempo coordenado

est definida como

(16)

P
— = tanh
PO an (d))?
donde ¢ obedece la Ec. (15). dese que en la ci-
nematica relativista, la variable es conocida como la
rapidez a la cual nunca antes se le faencontrado
una interpretadin fisica.

La relacbn entre la velocidad y los momentos internos
se obtiene de las Ecs. (16) y (7)

v

Cc

2p
(1+p)?’

(17)

Ecuaciones di@micas del movimiento en el
espacio euclidianotD, en base cuaternni-
ca

En la secdn anterior hemos considerado el mapeo entre los
modulos de los momentos internos y externos de unécpart

la relativista, considerando solamente las proyecciones de

1. Las Ecs. (7) no son otra cosa que las formulas @geVi
de una ecuadn cuadatica. De hecho, es€il ver que

las ecuaciones en la direbai del movimiento. A continua-
cion, siguiendo los trabajos [6,8,9] construiremos ecuaciones
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dinamicas covariantes y buscaremos un mapeo pleno entyeal momento externo
ambas formulaciones de la néaca relativista.

Por cuestiones de facilidad introduzcamos la siguiente re-
normalizacdbn de los momentos internos y del g@aretro de

P =P, + (7-P)=pq. (20)

Separando en componentes, la exjnesinterior se transfor-

evolucbn: ma en
__P _ 4 . c - 5_ = o
P= T T T e Py =pags — (P q), P =pgs+psqd—[px 3.
Con ello, las Ecs. (7) toman una forma mas simple, tomand&0rrespondientemente, el mapeo (18) expresado en la base
inclusoc — 1: cuaternbnica queda definido como
1 _ 1, _
Pyt Pyl +0?), M—j(@-). @8  R=geprad). M=j(aa-pp). P-pa. ()

A fin de poder formular todas las ecuaciones del movimien-
to en esta base cuatebnica, construiremos de igual forma
los cuaterniones asociados al campo electroretagm como
una generalizabh de trivectore§ £, B}:

Considerando las simplificaciones mencionadas y de |
Ec. (8) para el radulo al cuadrado de los momentos inter-
nos, tenemos

d L. d
P =(E-P)=— ¢ (19) B=B,+ (i B), E=E + (k- E).

Es necesario imponer la condiai de que el espacio de las Una vez introducidas estas definiciones podemos reescribir
variables internagp, ¢} deba poseer tal estructura, a fin quelas Ecs. (19) como sigue

la transicon entre las ecuaciones de estas variables y las 1 - d 1 -
ecuaciones deP,, P) sean satisfechas irrestrictamente. Pue- —(pp) = —(EP + PE), —(qq) = =(PE + EP).

de mostrarse que esta conditise cumple solamente si las ds 2 ds 2

variables{p, ¢} constituyen un vector del espacio eucli- Derivando con respecto al nuevo aaretro de evoluén s, e
diano4D. Introduzcamos la pareja de vectores euclidianodgualando las expresiones asociadas a los cuaternioyes

{P,ps; q,qu) tales que respectivamente, arribamos a las ecuaciones
d 1 d 1
2 2 2 2 2 2 — =
= + ’ = + ’ - P=Z E, —q=-E . 22
pr={ +p1), ¢ =7 +a) P=5d ;4= 5EP (22)
entonces, el mapeo (7) es generalizado al siguient&n el caso de la damica de una pddula dentro de un campo
conc =1, electromagatico, R.Yamaleev propone el conjunto de ecua-
1 ciones
Po:5(ﬁ2+pi+§9+qi), d 1 BB d 1 Eo B 03
P=3@E-pB), —q=;(Ep+Bq). (23)

P* =P} + P* = (" + )@ + a3). . .
Estas ecuaciones deben quedar acopladas a las ecuaciones

Una vez establecidas esta relaciones procedemos a intredaternonicas de la velocidad
ducir el algebra de cuaterniones. La base cuabsioha

7 = (k1, ko, k3) Se define por las siguientes relaciones: mo-r=P=pq, r=mn+(& 7). (24)
k2= 1. i=1.2.3: Los mbdulos al cuadrado de los momentos externos sa-
) ? ) ) . s
! tisfacen la reladin
K3K2 = —K2K3 = K1, .
P} — P? - P} = M*. (25)
RoK1 = —Ki1k2 = K3,

Las Ecs. (23) resultan en cierto sentidasrfundamentales
Riks = —hak1 = Ra. que las ecuaciones de la fuerza de Lorentz, porque de las pri-
meras podemos derivar estdmas. A partir de las Ecs. (23)

Incluso podemos tambin usar una representagimatricial; . S ) . .
podemos derivar las siguientes ecuaciones de evolymara

a saber, la base de las matrices de Pdulii5'}, con la si-

guiente correspondencia: P, Py M:
K1 =101, K9 =102, K3 = 103. %P:(BP_PB+EPO)a (26)
De esta manera podemos definir los cuaterniones asociados a 4 Py = (34 M+ (E-P)+ E,Py ) : 27)
los momentos internos ds
p={pit (@D} a={a+E O} M= (BiRy). 29)

Rev. Mex. 5. 53 (4) (2007) 270-280
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Estas ecuaciones no son, por supuesto, las ecuaciones

convencionales de la fuerza de Lorentz. Ello se debe a que he- a7 1 . . . .
mos empleado las componentes indefiniflas B4 del cam- T = 5(—[E x p| + Ep4) + [§ % B] — Bqa),
po electromangtico. A fin de regresar a las ecuaciones con- 5
vencionales, debemos obviamente toriar= 0, B4 = 0. daa _ }[(ﬁ.m +(B- ),
Entonces, la Ec. (28) se convierte en la ley de la consémaci ds 2
de la masa, la Ec. (27) se reduce a la segunda de las Ecs. (1). dp 1, = - . .
L, L —=—(([E —F p' X B] 4+ Bps),
La parte escalar de la ecuanicuaterrdnica (26) corres- ds 2(([ xdl 04) + [P B] + Bpa)
ponde a dps 1., = -
=l E-D—(B-p)
d ds 2
25 fa=0 y : L
5 4. Formulacion de las ecuaciones dimmicas
que expresa el hecho gy es una constante del movimien- como ecuaciones de Heisenberg de un sis-
to. Si escogemos’, # 0, entonces, es proporcional al tema cuantico 4D

tiempo propio. En cambio, si tomamdy = 0, en dicho _
casor, Se convierte en una constante arbitraria. Por tanto, ¥& hemos explorado dos maneras de formular las ecuaciones
fin de obtener una correspondencia con ladiita relativis- ~ dinamicas de Yamaleev, eérminos de los momentos inter-

ta convencional, debemos considerar el movimiento dentr0S Y externos. Ade&s de la correspondencia entre este con-

de un campo electromagtico normal corEy = 0, B, = 0, junto de variables, existe otra interrelatiinteresante entre

e igualmente tomar la constante de movimieRto= 0. Sus- ellas. En esta sedm mostraremos que el sistema de ecua-

tituyendo estos valores en las Ecs.(26)-(28) recuperamos céiPnes dimicas (23), (26) puede estructurarse en un esque-

ello la forma convencional de las ecuaciones de fuerza d&a de Heisenberg de un sistemastico cuadridimensional.

Lorentz dadas en (1), (2). Las Ecs. (26)-(28) implican que ld&€ntro de este esquema, las ecuaciones@ninos de los

masa propia y?; N0 son nas constantes del movimiento, si- Momentos internos juegan el papel de una ecuade evo-

no mas bien variables damicas. La cuarta componente del lucion para el vector de estado, mientras que los momentos

campo magético B, genera cambios en el cuadrado de la€xternos obedecen la ecuatide Heisenberg para el opera-

masa invariante de Lorentz. De la misma manera, la cuartdor de evoludn.

componente del campo&eltrico £4 genera un cambio e, . Recordemos que, en el campo de los cuaterniones, la ba-
Como fue séalado por Land y Horwitz [14], tal cambio S€ delalgebra de Dirac eatdada por las siguientes matri-

de masa requiere del femeno de aniquiladn o creadn de  ©€S [18]:

pares. Luego que postulamos la existencia de estas compo- 1 0 0 1

nentes del campo electromaito, es posible para el movi- 1= ( 0 1 ) , To= ( 1 0 ) )

miento pasar por el cono de luz, dando lugar a una posible

aniquilacbn de pares. Stueckelberg [15] encongue, aun- T, — ( kp 0 ) —1973

que podfa en principio ocurrir una cream o aniquiladdn 0 —rg )’ B

clasica de pares en el marco de unaiteonanifiestamente

covariante, tales procesos no son inducidos por los campa/s

de Maxwell ordinarios. Tox =TTk, Ty =Dy, Toiz =TTy,
CuandoE,, H, no se anulan en el espaci®, entonces

la formulacbn cuaterrmbnica de las ecuaciones de Maxwell Figy = Iilals, Tazo = Tol'3T,

gueda dada por el siguiente sistema de ecuaciones: Ts01 = [3ToTy,  Toraz = Dol Dals.
- = 1 a . o 1 1 i i .
(V4 — (R V)) H_ E&E = s+ (R-)), En esta base, definamos adentas siguientes matrices:
R 10 . _ _( (&-P) Py
(V4+(H-V))E—E&H=—p+(m-ﬁ). HPOFO+Pka< Py —(Fiﬁ) ’

Estas ecuaciones han sido consideradas por un budly €OMO
niimero de autores dentro de la formuéatde doble poten- . —(R-B) (R-E)
cial de las ecuaciones de Maxwell provistas de la monocarga F=F"T,, = < —(E;’~E) —(FS-E) ) : (29)
magréetica. Nos damos entonces cuenta que la existencia del
monopolo magatico se encuentra directamente relacionadd.a matrizII puede ser representada como un producto de
cuando hay intercambio de la masa propia. otras dos matrices,

En sus componentes, las ecuaciones cudieicas de los
momentos internos (23) ést dadas por I=vy" (30)
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donde del momento angular, de una partia sin masa, aparecie-

1 _ 1 _ ron desdobladas en una pareja de espinores. Al aplicar esta
U:=— ( P d ) , Uti=—0o ( 4P > . (31) técnica de desdoblamiento, la eciéecde fuerza de Lorentz

vz -a p V2P —a pudo ser reformulada e@rminos dewistores[11]. Previa-

Estas matrices cuatefmicas satisfacen las siguientes Mente, la ecuadh de fuerza de Lorentz hizbsido escrita en

ecuaciones de evolui: términos de espinores de Weyl y matrices de Pauli, y tambi
fue escrita, a fin de contar con la conseréadile paridad, en
i\I, - FU, iqﬁ — _ Ot F (32) terminos de matrices, y de espinores de Dirac [12, 13].
ds ds '

Es notorio que la descrigm en &rminos detwistores
Sin embargo, estas ecuaciones no son otra cosa que ldel espacio fase de una gartla con masa, carga y éspn-
Ecs. (23) expresadas en forma matricial. Ellas juegan el pawolucra en uriinico marco a ambas: a la ecuatide fuerza
pel de ecuaciones de evolanipara el vector de estado de un de Lorentz y a la ecuamn de Bargmann-Michel-Telegdi. El
sistema cantico finito. twistor, en su definidn, corresponde a la patila sin masa.
De estas ecuaciones es posible derivar la ebnade A fin de describir a una padula con masa, se requirpara
fuerza de Lorentz, construida con la estructura de la egnaci €llo de un par dewistores habéndoseles dado la siguiente

de Heisenberg: interpretacbn: se considera a la patila masiva relativista
como un sistema compuesto, constituido por dosiqdes
il‘[ = [F,1I). (33) sin masa. Esta interpretaa podia aparecer poco plausible;
ds ’ sin embargo, notemos que a partir de ualesis de la ecua-
A fin de completar el aogo, en vez da*, definamos la cion de Dirac, podemos arribar a la misma condnsi
matriz adjuntal, la que satisface La ecuaddn de Dirac posee dos representacionddlas
madasrepresentaciones de alta y de baja eriarden la re-
YU = —me 1. (34) presentadin de alta eneiig, la ecuadn de Dirac consiste de

dos bloques que se separan en dos ecuaciones de Weyl, cuan-
Notemos, sin embargo, que estas relaciones son verdadergs, la masa tiende a cero; y de manera similar; en la repre-

solamente sP; = 0. Entonces sentaddn de baja enefg, se logran otros dos bloques, que se
_ separan en dos ecuaciones de Pauli, cuando la velocidad de la
YU = U0 (35)  |uz tiende a infinito. A nivel de la damica chsica relativista
., . . desarrollada con la ecuaci de fuerza de Lorentz, observa-
Aqui la matrizIly = mcl'y es la matriz del momento en

mos una situaéin similar: la ecuaéin de fuerza de Lorentz
puede constituirse a partir de dos ecuaciones de Newton. Por
CIanto aderas de la representdxi en €rminos dewistores

& dinamica relativista nos permite la represertiacile ba-

ja ener@@a, problema que ha sido precisamente resuelto por
R. Yamaleev en su tefar.

En la presente sedm estableceremos un puente entre

el estado de reposo. Entonces, la madrizorresponde a un
operador de evoluoh para un sistema aatico finito, que
parte de un estado inicial, arribando a un estado posterior
evolucbn. La matrizF' sirve como el generador de transla-
cion en la evolu@n del tiempo propio.

A la formula (30) puede asduisele otra interpreta-
cibn [16]. Al usarmA = ¥, es posible transformar cualquier ; ,
propi[ed;td del sistema de refgrencia en reposo al sist?ama hos enquues. Afin de reformular_las Ecs.(23) eemk:
laboratorio del observador. Por ejemplo, cualquiera de 108503 .fje. espinores, remplazaremog pnmeramente Ia_ base cua-
vectores ortonormalege, 1, en el sistema en reposo, trans- ternionica por la base de las matrices deieste Pauli. En-
formar como un cuadrivector en el correspondiergetor tonces obtenemos

de Frenet 1 _
S +ilo- @) =5 (0 B)as +i(o - @)
Uy = AeMA+,
en el sistema del laboratorio. +ilo- E)pa —i(o- ﬁ)) o (9)
d 1 .
+ = +i(o - -B
5. Correspondencia con la formulacdn espi- as P e P = 2( patilop)eB)
norial +i(qs —i(o - ) (o - E)) (37)

Un primer intento para construir una temrclsica apta pa-
ra describir el movimiento de la partila con carga y e$p
ha sido emprendido dentro del marco de laieate twis-
tores. Los objetos adlamadostwistoresaparecieron en la )
mednica relativista como el resultado de un procedimiento,, — ( 0 1 ) 09 = ( 0 —t ) 03 = ( 10 ) )
de desdoblamiento de pares: la pareja del impulso lineal y 10 i 0 0 -1

Emplearemos la representagiestandard de las matrices de
Pauli dadas por
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Notemos que la base, = 1,01,k = 1,2,3,4 es invariante y acoplada con la operaxri deconjugacén complejaDeno-
bajo conjugadn complejaC combinada con la transforma- tando este operador pt, podemosécilmente checar que
cibn matricial

_ vi —1 _ pvu 1 — @

o, =UCo, U, U= ( (1) 01 > . (38) Uc (F"" L) Us F Ty, Uon -

El sistema de ecuaciones matriciales (5.1a,b) es separable Entonces, actuando con el operatier sobre ambos miem-
cuatro ecuaciones para los espinores de Dirac. Una forma ekros de la Ec. (40) pang):
plicita del conjunto de vectores ortonormaiesaand ¥, ob-

tenidos a partir de (31), usando las matrices de Pauli en su . d _ l(F"“F )ﬁ (41)
representadin esindar, se expresan mediante las siguientes Yas Wa T 5 vir)all(1) >
formulas:

obtenemos la ecuami pars):
(nw) ne 7 M@ )

U=
T= (gD 9@ B @), 39 . d g
(n® 9@ g™ @) (39) 05 M@ = —5(F "Tup)an(2) 5o

donde
W= (a4 +ige ige +ay pa—ips ipe —py) y viceversa
@ ) ] ) ] Para las Ecs. (36) y (37), escritas en la base de las ma-
7= (s —ay Q4 —ig: —ips +py Ppat+ip:) trices de esim de Pauli, la situabin se describe mediante la
0= (ps—ips —ips—py —i—ids —ige + dy) transformadn (38). Bajo esta transformaci, las Ecs. (36)
y (37) toman la forma
W= (=ips +py ps—ip. —ige+q, —ai+ig),
d
y | | %(CM —i(o-q)
—q4 +1q; gz + qy 1 N .
= | e || e =3 (i(o - B)qs=i(o - )+i(o - B)pati(o - 7))
) P4 +ip. ’ @ 1Pz + Py ’ d
1Px _p’lj P4 — 1P di(p‘l _Z(U.m)
S
Ppa +ip, 1Py + Py 1 ' ' Lo ) N
R B o — | Piis =3 (<ipa=i(o - P)(o - Bytilar+ilo - D)o - E)).
3) qa — 14 ’ @ —iqy — qy
—Uqz + Gy qa + 14z Por tanto, como resultado obtenemos la carga con signo

Estos espinores satisfacen las siguientes ecuaciones: opuesto. Vemos entonces que, en la formolaciuaterrini-
d g 1 5 ) ca, esta transformami corresponde a la trangici de una

- C 1% ” ~ . .

1gs e = §(F "Topang s k.a=1,2,3,4. (40)  ecuachn cuaterrbnica en su contraparte conjugada.

Por tanto, hemos descompuesto las ecuaciones cuater-
nidnicas (23) en un sistema de cuatro Ecs. (40) para los es-
pinores de Dirac. Estas ecuaciones son manifiestamente d§: Movimiento bajo un campo electromagieti-
variantes de acuerdo con el grupd.(2,C), el cual es lo- CO constante
calmente isomorfo al grupo de Lorentz, siergte su doble

cobertura. La forma espinorial de estas ecuaciones muestfd, asta secoin buscaremos soluciones para la evdndgel
igualmente que las Ecs. (23), al igual que las Ecs. (40), degyadrimpulso, enérminos del tiempo propio. Considerando
criben el movimiento de una péastla relativista, con e$p |5 acuadin de fuerza de Lorentz como una ecéacile evo-

un me;dlo., L lucién, podemos escribirla como sigue:
Mas ain, dentro del marco de esta estructuraadiica

de ecuaciones para los momentos internos se encuentra codi- d

ficada la informadn sobre la pareja pacula-antipaitcula. 2 F) = [F11P), (42)
La situacdn es exactamente similar como en el caso de la

ecuacbn de Dirac. De hecho, definiendo la transformaci Jondes — (e/mc)T,y

decargacomo consistiendo del operador dado por la matriz

0 -1 0 0 Po
1 0 0 o [ m
=10 0 0o 21| Py=1 .,
0 0 1 0 Ps
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y
o E, E, E.
| B2 o H -H,
[F]= E, —H., 0 H, (43)
E. H, —-H, 0

A.R. RODRGUEZ-DOMINGUEZ

Definamos el siguiente vector denciones pentago-
nonetricas[19]:

La ecuaddn para el correspondiente vector contravariante es

d

(Pl = ~(PIIF]

donde
<P|=(p0 —P1 —P2 —pg).

La siguiente forma escalar bilinear define ungtmca para el
espacio de Minkowski

(P| P) = p{ — pi — p3 — p3.

La solucbn general para esta ecuatide evoludn ha sido

(44)

elaborada recientemente por R.Yamaleev en la Ref. 19. En

seguida aplicamos esta temal caso de la ecudri de fuerza
de Lorentz.
Sea|Py) un cuadrivector inicial de momento. Entonces,
la solucbn de la Ec. (6.1) viene dada por
|P) = exp([F]s)| Fo). (45)
La expangin de la funddn exponencial con respectod &]
gueda representada por el polinomio de tercer grado
exp([F]s) = go + [F]g1 + [F]292 + [F]Bgsa (46)
donde [F] obedece su propia ecuéni polinomial carac-
teristica
[F]* + as[F]* + ag =

0, 47)

-H

conay = (H? — E?), ag = —(
los siguientes autovalores:

)2. La Ec. (47) posee

. 5 1/2
A=+ (22 + % - ao) ;
5 1/2
Ay =+ (Cl; - % - ao) ;
Az =—A1, A= —Xa. (48)

go
g1
g2
g3
que obedece la siguiente ecuacie evoludn
216y = Bl0) (51)
ds' ' '

Cuando se conocen los autovalores de la ebngmlino-
mial, las funciones pentagon@tnicas se expresan mediante
las funciones seno-coseno hip@libas:

go = 1 (—A3 cosh(A15) + Af cosh(Ass))

- )

g2 = 1 (cosh(A1s) — cosh(A2s)),

1
g3 =n ( sinh
conn = 1/A2 — \2.
En el caso especial, cuandd| H, el polinomio (6.5) pue-
de expresarse como

X X
——=sinh(\s) + — sinh(Ags)
A1 A2

1
(M\1s) — o™ sinh(Ags)

)\1 2

F* —[(iH)? + E?|F? + (iH*)(E?) = 0.

Portanto)\3 = E2, \? = (iH)?. En este caso, las fun-
ciones pentagonogtricas se expresan como combinaciones
lineales de las funciones hip@lizas usuales seno-coseno.

go = n [H? cosh(Es) + E* cos(H3s)]
H? E?
g =" <E sinh(F's) + T sin(Hs)> )
g2 = n[cosh(Es) — cos(Hs)],
B 1 . h(Es) 1. (Hs)
gs=n Esm s Hsm s) |,
conn = 1/(E% + H?).

Las funciones hipeddicas seno-coseno que dependen

Unicamente del campoéddtrico, representan la aceleati

de la paritcula en la direcdin del campo; a su vez, las funcio-
nes hiperblicas seno-coseno que dependericamente del

Para el polinomio (47) podemos poner en correspondencigympo magatico, representan un movimiento de rotewie
una cierta matriz, consistente exclusivamente de los coefjy parfcula bajo la acén de dicho campo.

cientes del polinomio caractstico. Ella resulta ser

0 0 0 ap
1 0 0 O

E= 0 1 0 a (49)
001 0

Rev. Mex. 5.53 (4)

Tomando en cuenta (40), el vectd?(s)) puede expre-
sarse como sigue:

|P(s)) = [go + Fg1 + F?g2 + F?gs]

|Po) = [|Po), FlPy), F?|PR), F>?P)]|G(s)).
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Entonces
|P(s)) = [ |Po) F|Py), F?|Py), F?|Py)]|G(s)). (52)

Es claro que el vectdiP(s)) obedece una ecuati dife-
rencial ordinaria del tipo

4 2
(d _(EQ_HQ);L_

dst 52

Esta proposidin se sigue de la ecuaci

(1)) 1P(9) =0 (53)

d
—|P) = F|P).
~|P) = FIP)

Esta ecuadin nos permite escribir directamente las relacio-

nes

d? 2 & 3
@|P>=F|P>’ E|P>=F\P>- (54)

Consideremos ahora la siguiente matriz:
[PC(s)] := [|P(s)), F|P(s)), F?|P(s)), F*|P(s))]. (55)

Si escogemos, = s como el instante en que inicia la evolu-
cion, entonces la ecudci

|P(s") = [PC(s) ] |G(s)) (56)

describié la relacbn entrd P(s’)) y |G(s’)) para un instante
s’ > s.

Notemos que el vectolG(s)) es definidoUnicamente
por los invariantes del campo electromatico. Al tomar en
cuenta las ecuaciones (6.16), la mafRZ’(s)] puede igual-
mente escribirse como sigue:

[PC(s)] = [1P(s)),|P'(s)), [P" (), [P"()) ] (57)

Esta matriz no es otra cosa que la matriz de Wronskian. Pd

tanto, su determinant®et[PC(s)], el que tamkén es deno-
minado el wronskiano, obedece el siguiente teorema.

Teorema

|P) = F|P) (58)

El wronskianoDet[PC(s)] de la ecuadin de evoludn
d
ds

es una constante del movimiento.

Demostracibn

Desarrollemos la derivada del determinabtet[PC(s)]. Al

279

Toda vez que

2 —
1Py = [F1HP) = 1Py + (B

d52 ﬁ)2|P>7

obtenemos

d
- Det[PC(1)] = 0.

Fin de la demostracbn

Por tanto, el volume®et[PC(s)] se conserva durante el mo-
vimiento de la paftula cargada relativista.

7. Conclusiones

En el marco de la nueva formuléci de la didmica relati-
vista, construida por R.M. Yamaleev, las ecuacioneardin

cas de la partula cargada relativista pueden formularse en
términos de momentos tanto externos como internos. Esta si-
tuacbn nos refleja una verdadera estructura compleja de la
parficula relativista. Esta teta despliega nuevos aspectos,
los que quedaron en el pasado escondidos en los desarro-
llos de €cnicas tradicionales. Una condini para obtener
una correspondencia entre las variables internas y externas es
que requerimos de un espacio cuadridimensional detnica
euclideanaEsta es lainica hipbtesis de la teda. La exis-
gncia de las variables internas se sigue de la eGnauia-
dratica para el cascan de masa, y del hecho que encontra-
mos, aderas, otra ecuadn cuadatica cuyos coeficientes son

los momentos externos, y cuyos autovalores son precisamen-
te los momentos internos, a dicha ecéada denominamos
ecuacbn caractdstica de la diamica relativista.

Hemos mostrado que el nuevo sistema de ecuaciones
dinamicas puede encuadrarse en el esquema de Heisenber
de un sistema @ntico cuadridimensional. En este esquema,
las ecuaciones para los momentos internos juegan el papel de
una ecuadin de evoludn para el vector de estado, mientras
que los momentos externos obedecen la ebnade evolu-
cion para un operador. Las soluciones de la ecuede fuer-
za de Lorentz para el movimiento, dentro de campos elec-

tomar en cuenta ladfmula del determinante aunada con latromagréticos constantes, han sido desarrolladas por medio

Ec. (6.11), concluimos que
d? d*
2 |P>7 @

iDet[PC(s)] = Det ||P) 72

I |P)] .

d
7£| >7

de las funciones pentagonéiricas, y se puede mostrar que
existe una nueva constante adicional del movimiento, el vo-
lumen dado poDet[PC(s)], el que se conserva durante el
movimiento de la partula cargada, relativista.
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