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A partir de la fuerza de reacción a la radiacíon de origen magńetico de Smirnov, se obtiene una ecuación relativista que describe el movimiento
de una partı́cula cargada con momento magnético constante de espı́n −→µ . Se deduce otra ecuación tipo Landau-Lifshitz que incluye el
momento magńetico. Se encuentra una diferencia fundamental entre la propuesta de energı́a radiada cĺasica y la relativista.

Descriptores:Fuerza de reacción a la radiacíon; momento magńetico; part́ıcula cargada.

Starting with the magnetic Smirnov reaction force, a relativistic equation which describes the motion of a charged particle with constant
magnetic moment of spin−→µ , is obtained. A Landau-Lifshitz-like equation is deduced with magnetic moment. A fundamental difference
between the classical and relativistic radiation rate of energy is found.
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1. Introducción

Como un ejemplo importante de la teorı́a microsćopica de
las fluctuaciones de un sistema cuántico en interacción con
un termostato déındole gaussiano, propuesto por G.F. Efre-
nov y A.Y. Smirnov [1], Smirnov considera la interacción de
un neutŕon no relativista de momento magnético constante
de esṕın −→µ y acoplado a un termostato constituido por la
radiacíon de un cuerpo negro [2]. El resultado fundamental
consiste en la presencia de la fuerza de reacción a la radia-
ción

−→
F µ−rad, de ı́ndole puramente magnética, proporcional

a la quinta derivada temporal del vector de posición o a la de
orden tres respecto a la aceleración. De forma similar, pero
a partir de consideraciones puramente clásicas, Heras [3] ob-
tiene el mismo resultado. Lo anterior es una diferencia bási-
ca con relacíon a la expresión bien conocida de la fuerza de
reaccíon a la radiacíon normal

−→
F rad [4], que contiene hipe-

raceleraciones.
Por otra parte, E.J. Moniz y D.H. Sharp [5] obtuvieron

la clásica expresión para
−→
F rad, partiendo del hamiltonia-

no est́andar y en la representación de Heisenberg para una
part́ıcula cargada no-relativista con interacción con un cam-
po electromagńetico cuantizado, esto es, en el cuadro de una
electrodińamica cúantica no-relativista. Es decir, para ambas
fuerzas

−→
F µ−rad y

−→
F rad, se tienen deducciones cuánticas y

clásicas y se pueden integrar como una sola fuerza total de
reaccíon a la radiacíon

−→
F T =

−→
F µ−rad +

−→
F rad. De lo ante-

rior se deduce que las mismas técnicas para deducir la
−→
F rad

relativista podŕan ser usadas para deducir la forma relativista
de
−→
F µ−rad y por lo tanto tambíen de

−→
F T .

Recientemente, Ares de Parga [6] y por otro lado Mares,
Ortiz-Doḿınguez y Ares de Parga [7] han desarrolado una
técnica que permite obtener a partir de la ecuación de Abra-
ham la ecuación de Lorentz-Dirac [8] [LD] y a partir de esta

última la ecuacíon de Landau-Lifshitz [9] [LL]. El proṕosi-
to del presente trabajo consiste en extender y aplicar dicho
formalismo al caso de

−→
F µ−rad y

−→
F T .

El trabajo se distribuye de la manera siguiente. En la
Sec. 2 se presentan brevemente los resultados de Smirnov [2]
(Heras [3]) y de Abraham [4] (Moniz-Sharp [5]). En la Sec. 3,
se presenta el formalismo desarrollado por Ares de Parga [6]
para obtener la ecuación de LL. En la Sec. 4, a partir de la
fuerza de Smirnov [2] no relativista, se deduce la ecuación de
movimiento relativista de una partı́cula cargada con momen-
to magńetico constante de espı́n −→µ . La Sec. 5 está dedicada
a encontrar una generalización tipo LL para la nueva ecua-
ción relativista. En las conclusiones, Sec. 6, se presenta una
controversia sobre la energı́a radiada al infinito.

2. Resultados de Abraham y Smirnov

Sabemos que Abraham [4] obtuvo una expresión no relativis-
ta para la fuerza de reacción a la radiacíon que posteriormente
fue generalizada a la relatividad especial y que se conoce co-
mo la ecuacíon de LD [8]. La expresíon de Abraham es dada
por

−→
F rad = τom

d−→a
dt

, (1)

dondeτo = 2q2/3mc3 siendoq y m la carga y la masa de
la part́ıcula, y c la velocidad de la luz. Este mismo resulta-
do lo obtienen Moniz y Sharp [5], partiendo de un hamilto-
niano cúantico, utilizando la representación de Heisenberg y
operadores Gaussianos. Por otro lado, Smirnov [2] utilizando
un hamiltoniano cúantico y con ḿetodos similares a los de
Moniz y Sharp [5], encuentra la expresión para la fuerza de
reaccíon a la radiacíon deı́ndole puramente magnética dada
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por

−→
F µ−rad = −2(gµo)2

15c5

d5−→r (t)
dt5

= −(τµ)3m
d5−→r (t)

dt5
, (2)

dondeg representa al factor-g de la part́ıcula,µo = e~/2mc
es el magnetón de la part́ıcula y τµ = (2(gµo)2/15mc5)1/3,
en el caso del electrón τµ = 12.8 τo. Heras [3] encuentra el
mismo resultado pero por ḿetodos cĺasicos. Es decir, que los
mismos razonamientos se utilizan para obtener las Ecs. (1)
y (2). Esto nos permitiŕa deducir una expresión relativista de
la fuerza

−→
F µ−rad, adeḿas de obtener una nueva forma de

presentarla.

3. Deduccíon de la ecuacíon de Landau-
Lifshitz

Antes de deducir la expresión relativista de la fuerza de re-
accíon a la radiacíon de origen magńetico, describamos una
técnica desarrollada por Ares de Parga [6] y posteriormente
por Mareset al. [7], para obtener la ecuación de LL a par-
tir de la fórmula de Larmor. Es bien sabido que la radiación
emitida por una partı́cula al infinito puede ser representada
por la fórmula de Larmor no relativista. Estaúltima se ge-
neraliza facilmente al caso relativista dando como resultado
que la raźon de radiacíon de enerǵıa-momentum, se expresa
como

Pα = −τomaβaβvα. (3)

Sin embargo, estéultimo resultado se obtiene suponiendo que
el movimiento de la partı́cula obedece a la ecuación de Lo-
rentz; es decir: no se ha considerado una fuerza de reacción a
la radiacíon. Esto implica que para que la fórmula de Larmor
sea v́alida, Eq. (3), hemos tenido que forzar a la partı́cula
a moverse seǵun la ecuacíon de Lorentz por medio de una
fuerza externa. Si eliminamos a esa fuerza y considerando el
principio de superposición como v́alido al eliminarla, pode-
mos suponer que la razón de radiacíon de enerǵıa-momentum
se expresa como

Pα = −τom
[ q

cm
FλβLβ

] [ q

cm
FλεL

ε
]
Lα

= −τo
q2

c2m
F 2Lα, (4)

donde se ha abreviado el doble producto porF 2 y se ha intro-
ducido al 4-vectorLα de campo que coincide con el valor del
4-vector velocidad a lo largo de la trayectoria de la partı́cula
pero cuya derivada con respecto al tiempo propio es igual a
la que valdŕıa si siguiera a la ecuación de Lorentz, es decir,

m
dLα

dτ
=

q

c
FαβLβ pero m

dvα

dτ
=

q

c
Fαβvβ + fα

rad, (5)

dondefα
rad representa a la fuerza de reacción a la radiacíon.

A lo largo de la trayectoria de la partı́cula los valores deLα y
vα son iguales, sin embargo cuando se derivan con respecto

al tiempo propio satisfacen ecuaciones distintas. En realidad
es un abuso de lenguaje decir que se derivan con respecto
al tiempo propio pues ese tiempo propio siempre se define
con respecto a una trayectoria dada y aquı́ existen dos tra-
yectorias, la de Lorentz y la del verdadero movimiento. Ten-
dŕıamos pues que definir el tiempo propio de la trayectoria de
LorentzτL y el tiempo propio de la verdadera trayectoriaτ .
Es decir:dLα/dτL 6= dvα/dτ . Por simplicidad utilizamos
sólo τ .

Si damos como v́alida a la expresión de la Ec. (4), la ecua-
ción de movimiento para una partı́cula cargada puede escri-
birse como

maα=
q

c
Fαβvβ+fα

rad=
q

c
Fαβvβ+Dα+τo

q2

c4m
F 2Lα, (6)

donde el t́erminoDα es introducido con el propósito de rea-
lizar un balance de energı́a al contraer a la Ec. (6) con el
4-vectorvα de la velocidad. Ńotese que se puede cambiar a
Lα porvα siempre y cuando no se tenga que derivar con res-
pecto al tiempo propio. Por otro lado, la razón de radiacíon
de enerǵıa-momentum, también se puede expresar como

Pα = −τoma2vα = τom
·
a

β
vβvα. (7)

Esto implica, siguiendo el mismo razonamiento que se
uśo para obtener la expresión de la Ec. (4), otra expresión
equivalente paraPα; es decir,

Pα = τo
q

c

dFλβLβ

dτ
vλvα. (8)

Aśı, se obtiene a la ecuación de movimiento expresada de la
forma

maα =
q

c
Fαβvβ + Dα − τo

q

c3

dFλβLβ

dτ
vλvα. (9)

La contraccíon de las Ecs. (6) y (9) convα, da como resultado
al par de ecuaciones

Dαvα + τo
q2

c2m
F 2

L = 0,

y

Dαvα − τo
q

c

dFαβLβ

dτ
vα = 0, (10)

cuya substracción conduce a

dFαβLβ

dτ
vα +

q

cm
F 2

L = 0. (11)

Esto significa que la ecuación de movimiento se puede expre-
sar como sigue:

maα =
q

c
Fαβvβ + τo

[
q

c

dFαβLβ

dτ
+

q2

c4m
F 2

Lvα

]
. (12)

Realizando la derivada del segundo término de la derecha de
la Ec. (12) y recordando queLα satisface a la ecuación de

Rev. Mex. F́ıs. 53 (4) (2007) 314–317



316 G. ARES DE PARGA, M. ORTIZ-DOḾINGUEZ Y R. MARES

Lorentz, se obtiene la ecuación de LL. Es decir, la t́ecnica
para obtener a la ecuación de LL a partir de la ecuación de
LD, se resume en sustituir a la aceleración y a la hiperacele-
ración por su valor con respecto a la ecuación de Lorentz en
la ecuacíon de LD. Esto es,

aα → q

cm
FαβLβ y

·
a

α → q

cm

dFαβLβ

dτ
. (13)

recordando que cuando no se tenga que derivarLα se po-
drá sustituir porvα.

4. Fuerza magńetica de reaccíon a la radiación
relativista

A partir de la ecuación de Abraham,

m−→a =
−→
F ext+

−→
F rad=q

[
−→
E+

−→v ×−→B
c

]
+τom

·−→a , (14)

Siguiendo un Ansatz análogo al de Pauli [10] y Landau-

Lifshitz [9] que consiste en tomar aτm
·−→a como parte de la

expresíon relativista, es decir,

maα =
q

c
Fαβvβ + τom

·
a

α
+ Aα, (15)

dondeAα se debe aumentar para poder tener un balance de
enerǵıa en el sentido de contraer a la Ec. (15) convα y obte-
ner

τom
·
a

α
vα + Aαvα = 0. (16)

Por otro lado, sabemos que
·
a

α
vα +aαaα =

·
a

α
vα +a2 = 0,

entonces podemos proponer entre muchos otros resultados,
argumentando la hiṕotesis de simplicidad de Dirac [8], que

Aα = τom
a2

c2
vα. (17)

Se obtiene entonces la ecuación de Lorentz-Dirac. De la mis-
ma manera, si partimos de la fuerza de Smirnov-Heras [2,3],
Ec. (2), se debe proponer el siguiente esquema:

maα =
q

c
Fαβvβ − (τµ)3m

···
a

α
+ Bα, (18)

dondeBα se deduciŕa a partir de una relación cińetica. Es
decir, a partir de

·
a

α
vα + a2 = 0, (19)

se obtiene

··
a

α
vα + 3

·
a

α
aα = 0, (20)

y derivando nuevamente

···
a

α
vα + 4

··
a

α
aα + 3

·
a
2

= 0. (21)

Utilizando la hiṕotesis de simplicidad de Dirac y de la misma
forma que anteriormente, podemos proponer que

Bα = −(τo)3m
[
4
··
a

β
aβ + 3

·
a
2
]

vα

c2
. (22)

Por lo que la generalización relativista del resultado de Smir-
nov [2] y Heras [3], es

Fα
µ−rad = −(τµ)3m

[
···
a

α
+

[
4
··
a

β
aβ + 3

·
a
2
]

vα

c2

]
. (23)

Llegamos entonces a una expresión general para la ecua-
ción de movimiento de una partı́cula cargada con momento
magńetico constante de espı́n−→µ :

maα =
q

c
Fαβvβ + τom

[
·
a

α
+

a2

c2
vα

]

− (τµ)3m
[
···
a

α
+

[
4
··
a

β
aβ + 3

·
a
2
]

vα

c2

]
. (24)

Aunque la generalización se obtiene a partir de la hipótesis
de simplicidad de Dirac [8], queda abierta la posibilidad de
aumentar cualquier término ortogonal al 4-vectorvα. Sin em-
bargo, al igual que en el caso de la ecuación de LD, el aumen-
tar otro t́ermino no tiene justificación f́ısica.

5. Ecuacíon de tipo Landau-Lifshitz

La ecuacíon de LD posée soluciones que presentan dificul-
tades f́ısicas. En efecto, al ser una ecuación de tercer orden
aparecen soluciones llamadas divergentes o autoaceleracio-
nes (runaway solutions) y preaceleraciones. Por ello, el méto-
do descrito en la Sec. 3 es interesante pues se obtiene una
ecuacíon de segundo orden que no presentará ningun tipo de
probleḿatica f́ısica. Como la ecuación generalizada, Ec. (24),
es una ecuación de quinto orden en la posición, podŕıamos
pensar que se tiene también una probleḿatica semejante a la
presentada en la ecuación de LD. Por ello nos proponemos
utilizar la t́ecnica desarrollada en la Sec. 3 que consiste sim-
plemente en reemplazar el valor de la aceleración por el de la
fuerza de Lorentz, representada por la transformación (13)

maα =
q

c
Fαβvβ (25)

+ τo

[
q

c

dFαβLβ

dτ
+

q2

c4m
F 2

Lvα

]

− (τµ)3
[
q

c

d3FαβLβ

dτ3
+

q2

c4m

×
[
4
d2FλβLβ

dτ2
Fλεv

ε + 3F 2

]
vα

]
. (26)

Recordemos que cuando no se tenga que derivarLα, esteúlti-
mo se sustituye porvα.
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6. Conclusiones

Finalmente la Ec. (25) representa una propuesta que des-
cribe el movimiento de una partı́cula cĺasica con momento
magńetico de esṕın constante−→µ . Al ser una ecuación de se-
gundo orden no presentará ninǵun tipo de autoaceleraciones
ni preaceleraciones. Sin embargo, todavı́a hace falta reali-
zar el ańalisis de la enerǵıa radiada al infinito. En efecto,
al igual que para el caso de LD, se sabe que la energı́a ra-
diada al infinito est́a representada por la fórmula de Larmor
relativista. Estáultima aparece en la ecuación de movimiento
como la raźon de radiacíon al infinito del vector de energı́a-
momentum para el caso de LD.

P = τoma2 → Pα = −τoma2 vα

c2
. (27)

Para el caso puramente magnético, el resultado no relativis-
ta [3] y el relativista son

P=(τµ)3m
·
a
2 → Pα=(τµ)3m

[
4
··
a

β
aβ + 3

·
a
2
]

vα

c2
. (28)

Existe pues una diferencia entre la propuesta de Heras [3] y
la generalizacíon relativista de la Ec. (24). En efecto, aunque
el término con

··
a

α
aα pueda considerarse una corrección rela-

tivista, existe una diferencia fundamental con la propuesta de
Heras [3] debido al t́ermino multiplicado por3. Sin embargo,
el utilizar el ḿetodo de Pauli [10] para encontrar la expresión
de la fuerza en forma relativista, a partir de la expresión de
la fuerza no relativista, asegura un resultado que contiene al
balance de energı́a. Por lo tanto la expresión relativista des-
crita por la Ec. (23) es correcta y en consecuencia aplicando
el método desarrollado en la Sec. 5, podemos concluir que la
ecuacíon relativista buscada está representada por la Ec. (25).
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