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Se presentan condiciones suficientes para la existencia de una biiarelagif en la estructura de control con modelo interno y su ilugtraci
experimental a trads de la realizabn de un circuito elecnico anabgico que cumple dichas condiciones. Los resultados pueden ser
utilizados en el dis#o de osciladores.
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We present sufficient conditions for the existence of a Hopf bifurcation in the internal model control structure. We present also an experime
illustration using an analogical electronic circuit that satisfies these conditions. The results can be used in the design of oscillator.
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1. Introduccion Las bifurcaciones existen en una gran variedad de siste-
mas de control retroalimentado. Por ejemplo, un sistema de

Una gran cantidad de sistemasatinicos se puede modelar control chsico con una no linealidad asita como la satu-

por un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma racion [3] o un fendulo simple controlado por un controla-
dor lineal proporcional derivativo (PD) presentan varios tipos

&= f(z,p), (1) de bifurcaciones [4]. Tamén las bifurcaciones se presen-

tan en sistemas que no @stsujetos a una adsi de control.

" Por ejemplo, los sistemas de potencia generalmente presen-

de paametros y f : R" x R — J" es un campo Vecto- (4 ferpmenos que son ricos en bifurcaciones [2]. Un doble

rial diferenciable. Algunas variaciones en los valoresude pendulo es un ejemplo de un sistema Avéco que presen-

pueden ocasionar una infinidad de cambios en el comportgy bifurcaciones, algunas de ellas de alto grado de degene-

miento del sistema. Estos cambios pueden ser cuantitativos,9.in [11]. A§ mismo, algunos problemas en medicina se

cualltatlvqs, a egtosltlmos se, les llama bifurcaciones. ~ pueden ver con este enfoque, como por ejemplo, ciertas ano-
Las bifurcaciones son fémenos frecuentemente noci- majias en el ritmo cardiaco [9].

vos para el desemfie de un sistema. Sin embargo, en al- . . ) . .
gunas otras situaciones pueden ser de utilidad, por lo que el S bifurcaciones son fémenos inherentemente no li-

disefio de controladores para la supéesb la generaén de r)eales. Es de esperarse, entonces, quédaschs de control
este fedmeno es un problema importante lineal puedan ser inadecuadas para su control. Esto depen-

El control de bifurcaciones se refiere a la tarea defidise de, por supuesto, del objetivo de control. Por otra parte, es

un controlador que pueda modificar las propiedades de bifug_re.cuente que lasetnicas de cqntrol, lineal 0 no Imegl, re-
cacbn de un sistema no lineal dado y de esta manera consfyeran de un modelo~con un cierto grado de exactitud para
guir un comportamiento deseado. Algunos de los objetivos di29rar un buen desempe.

control son los siguientes: retardar un conjunto inherente de Una estructura de control para sistemas no lineales que
bifurcaciones, eliminar una bifurcadei existente, introducir ha mostrado propiedades interesantes de robustez y conver-
una nueva bifurcadin en un valor adecuado del paretro, gencia al punto de referencia deseado es el llamado control
optimizar el desemg® del sistema cerca de un punto de bi-con modelo interno (CMI) [1]. Estétnica tamkén es uti-
furcacibn o alguna combina@n de estos objetivos. lizada frecuentemente en control de procesos [10]. Esta es-

dondexz € R es el vector de estadp, € R* es un vector



482 D.l. ROSAS ALMEIDA AND J. ALVAREZ

tructura esi formada por la planta, un modelo de la planta,La bifurcacbn se presenta cuando, al variar elgraetroy

un filtroy un controlador que puede ser diado mediante del sistema, un punto de equilibrio del mismo cambia su es-

alguna &cnica de control para sistemas no lineales. La estrudabilidad, apareciendo un ciclanite cuya amplitud vy fre-

tura tiene la propiedad de que, si en lazo cerrado se garantizaencia dependen del valor del garetro. Enu = 0 hay

la existencia de un punto de equilibrio estable, entonces lan intercambio de estabilidad y adashnace un cicldinite

salida de la planta converge a la referencia, sin importar eque rodea al equilibrio inestable y tiene amplity@. Una

dbnde esi ubicado dicho equilibrio, aun cuando la planta yrepresentadin de este febmeno se muestra en la Fig. 1. El

el modelo sean diferentes. teorema de PoincarAndronov-Hopf da las condiciones para
La estructura pierde su estabilidad cuando este equilibrita existencia de este tipo de bifurcawi

desaparece o sufre &lig tipo de bifurcad@dn. Dada su pro-

piedad de robustez, es de esperarse que esta estructura pueda Zeorem“ 1. 2Consu2:iere el sistema (1), donde

resolver satisfactoriamente el control de algunos tipos de bi- fel? f:UCR — 7). Suponga que

furcaciones. Por otra parte, puesto que su buen desempe 1. f(Z, jo) = 0;

depende de la existencia de equilibrios estables, la operaci ’ ! - .

normal esh relacionada directamente con la ausencia de bi- 2. Dy f(Z, po) tiene uranico par de valores propios

furcaciones del sistema en lazo cerrado. |mag|nar|osA(u0) = +j8 Y ningin otro valor
En este sentido, en esteiatio se presentan un conjunto propio con parte real cero, y

de condiciones suficientes para que la estructura de control 3. d(ReA(po))/du # 0 para u cercano auyg.

con modelo interno presente una bifuréactipo Hopf. Es ) . o

decir, se describeteno encontrar las condiciones sobre la Entonces existe un nacimiento de un cidlmite en

planta, el modelo y el filtro que forman la estructura del CMI (Z, po). El periodo inicial de la oscila@n con ampli-

para que el sistema en lazo cerrado presente dicho tipo de  Ud cero esly = 2m/f3.
bifurcacbn. Los resultados ariitos sobre la existencia de
esta bifurcadn se ilustran mediante la realizagien circui- 3. Estructura de control con modelo interno
tefia anabgica de un sistema que presenta dichd@feeno.
La organizadn del documento es la siguiente. En la La dinamica de una clase importante de sistemas puede ser
Sec. 2 se presenta la forma normal de una bifubratiopf ~ descrita por la ecuatn diferencial ordinaria
y el teorema de PoincarAndronov-Hopf, mientras que en la

. . d"z, dz, d" 1z,
Sec. 3 se describe la estructura de control con modelo inter- g + F (xp, TR dtnl)
no como parte de los antecedentes. En la Sec. 4 se presentan
las condiciones para que la estructura de control con mode- dxp dn 1z,
lo interno presente una bifurcaci Hopf. Los resultados son =G <va a0 dtn—l) ) @)

ilustrados en forma nuémica y experimental en las Secs. 5

y 6, respectivamente. En la Sec. 7 se presentan las conclusfiendeF’ y G son funciones suaveswes la entrada de con-
trol. Una selec@n adecuada de variables de estado convierte

nes. :
este sistema a la forma
2. Bifurcacion Hopf Tp, = Tpyyy (1=1,...,n=1), 4)
Una representagn esandar de un sistema que presenta una Tp, = fp(xp) + gp(zp)u,
bifurcacbn Hopf es la siguiente [8] Yp = Tp,
T =—To+ 11 (/,L —z? - x2) (2 i
17 %2/ dondex, = (xp,,...,zp,) €s el estadof, y g, son funcio-

2 2

Go = 1 + 29 (u — 22— 962) . nes dadas pof, = — F,(xp) Y g, = Gp(xp).

Una herramienta ékica para controlar sistemas como (4)
Tx es la écnica de linealizabn por retroalimentadn [6]. La
aplicacbn de estaécnica es simple y directa; sin embar-
go, necesita un modelo exacto y la disponibilidad del esta-
. do completo, ya que si se usa un modelo aproximado no se
{ o r produce un sistema lineal en lazo cerrado y debido a esto re-
! ~ 5 quiere de un aslisis extra de estabilidad del sistema en lazo
U cerrado. En implementacionesagticas, el estado completo
generalmente no éstlisponible o puede resultar costoso te-
nerlo, as que se requiere un observador. Desafortunadamen-
te, el disé@o de un observador no lineal no es un problema
facil y se necesita un modelo exacto de la planta para tener
FIGURA 1. Bifurcacion Hopf. un error tolerable [1].

Y
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ma:;
y C 1 u Planta y? Ly, = =1 -1 6
—— Contro Tp; Tp;it1 (Z yeeey )7 ( )
T M ip, = fp(p) + gp(@p)u,
¥ Yp = Tpy-
Modelo Tambgén se supone que se dispone de un modelo de (6),
yM . )
Ty = Ty, (= 1,.,n = 1), @)
xM | .
Tm,, = fm(xm> + gm(xm)ua
Filtro Ym = Tmas
dondez,, = (Tmys---s&m,) € Xom C N, Xp C X,
Y fm Y gm SON funciones suaves. Targhise supone que el
xf sistema (7) tiene grado relativo iguakaes decir,
2.- gm(xm) # 0 paratodaz,, € X,,, adenas f,,(0)=0.
PM i i
FIGURA 2. Diagrama general del controlador con modelo interno. Seac” ™ el error de salida planta-modelo igual a
ePM = Yp — Ym (8)

Otra &cnica de diso de controladores es [a llamada es- considere otro sistema cuyo objetivo es filtrar ese error, con
tructura de control con modelo interno (CMI). Este esquem : Y000l '
a forma lineal
usa un modelo conectado en paralelo con la planta, retro

limentando la diferencia entre las salidas de la planta y el if, =xp,,(i=1,...,n—1), 9)
modelo, como se muestra en la Fig. 2. De esta manera, no ) P
se necesita un digie expicito de un observador. Este esque- Ty, = —agrytape ™,

ma tambén asegura la convergencia de la salida de la planta a

una referencia que converja exponencialmente a una constan-

te. La clase de sistemas no lineales considerados en la Refd@ndexy = (zy,,...,25,) € R" yay = (ay,...,ay,) €

y que analizaremos en este trabajo corresponden a sistemas €S tal que el filtro sea estable. Se considera quimia

de una entrada y una salida, completamente linealizables p6# S&al disponible de la planta es la salida, con el siguiente

transformadn de coordenadas y retroalimentacide esta- OPjetivo de control.

do. La ley de control no linealiza la planta, sino a un sistema 3.~ L& salida de la planta debe seguir undiaésuavey”

extendido construido con la planta, su modelo aproximado flU€ Converge exponencialmente a una constghte

un filtro (Fig. 2). El error en estado estacionario de la planta EN 12 Ref. 1 se propone una ley de control que linealiza

es cero, aun con plantas que tienen incertidumbre ggram Una relacfnn entrada / salida global. Se definen las variables

cas, a condiéin de que haya un punto de equilibrio agtint ~ auxiliares

camente estable en el sistema en lazo cerrado. dyy,  dyy  diy*
Yl = T T e T Tan

y una salida globaj, =y, y se propone la ley de control

Yr = Tf

(i=0,...,n—1)
Consicerese un sistema dimico representado por

; PM _ dy*
e f(z)Jrg(z)u, (5) w— fm(ﬂfm) —af-xf+aype — dtﬁ Jra.y’ (10)
fh(z) gm(xm)
v= ’ dondey = (y1,...,yn) Y a = (a1, -..,a,) €S un vector real

tal queA™ +a, A"~ + ... +a; es estrictamente Hurwitz. Un
dondez(t) € Z C R"; u(t) € R es la entrada de con- hecho importante relacionado a la convergencia exponencial
trol; fy g son campos vectoriales suaves definidosZey  de la salida globa) a cero se establece en el siguiente lema:
h : Z — R es una fundn suave. Suponemos que el origen

es un punto de equilibrio para el sistema no controlado, es : .
decir, £(0) = 0,y h(0) = 0 se satisfacen y el sistema en lazo cerrado dado por
' ' ' (6), (7), (9) y (10) tiene un punto de equilibrio
Para aplicar esta estructura de control la planta debe cum- 7z = (z,,7,,,7;) € R*". Entonces la salida de la
plir con la siguiente condion: planta correspondiente a este punto de equilibrio es

Lema 2 Suponga que las suposiciongsy 3

1.- Para todaz € Z, el sistema tiene grado relativo igual Yp =y = limy"(?).

an. En la Ref. 1 se muestra que la ley de control (10) puede

De esta manera cualquier sistema que satisface esta cagstabilizar y regular eficientemente plantas de la forma (6),
dicion puede ser descrito por un sistema de la siguiente fomaun cuand@sta no se conozca con exactitud. La corahici
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importante es que para un caso nominal exista un equilibridondes. (¢1, &2, &3, y*, 1) = ¢. est dada por
estable del sistema en lazo cerrado y ése&e se conserve
aunque cambie de posici) cuando la planta sufra una varia- . 9(&1,82,83,y%, ) .
(., q P ,) P . . ¢e:f(£17£27537y 7/1/)_ ¥ f(£27§37y )
cion en algunos de sus panetros. Puesto que la existencia g (&2, &3, y%)
de equilibrios estables garantiza la convergencia de la salida X

| - . 9(51752,53& 7/1“)
de la planta a la referencia, esto es un motivo importante pa- + a &> " —
ra analizar el desemfie de la estructura de control frente a 9(82,&5,7)
bifurcaciones de equilibrios, situéci en la que ocurren cam- fapt (1 9(€1, &, 63,5, 1) )

afgQ1 —

bios en la existencia,imero o estabilidad de los mismos. 9(&2,&3,y%)
.. . . g(glag%giﬁy*vﬂ)
4. Condiciones para la aparicon de una bifur- + a3 (1 T (6l y)
cacion Hopf en la estructura de control con

modelo interno LW (g(&,&,&syy*,u) B 1)

dt 9(527637y*)

Sea una planta que depende de urapaatrou, un modelo y _ ) i
o los puntos de equilibrio del sistema (12)&stados por

un filtro, todos ellos escalares, que forman el siguiente sist

ma: _
. £=(v(),v(),0),
‘T;D = f(xpvu) + g(xp,ﬂ)uv (11) B
= F(@m) + g(@m)u, gorfjgy(.) es una soludin parag. = 0coné; = 0y
1 — 62
Tp=—agry+ap(Ty, — Tm), La tercera ecuacn del sistema (12) estdesacoplada y

_por disdéio a es un fimero positivo, lo que implica qug
tiene un comportamiento exponencialmente estable y tiende
a cero, entonces la dimica en estado estacionario del siste-
ma (12) esi determinada por el sistema

dondeu es la entrada de control de la forma (10). Hacien
do el cambio de coordenadds = z, — xm, & = zy,

& =z + oy — y*, y aplicando la entrada de control se
tiene el nuevo sistema

él = ¢e(£17£2a€3»y*7ﬂ)» (12) Sl = ¢e(§,ﬂ,y*)7 (13)
52:_af§2+af§1a égz—affg-l-affy
€3 = —aés,

Los valores propios de la linealizaci de (13) egtn dados
| por

— — 2 — —
6. (€, 9 (€, 00e(E) | 99 (E,
—ay + ¢>§(1€u):|:\/(af_ ¢>§(1£u)) +4af( ¢8gm+ ¢>a(§€2u))

2

Ao = (14)

A partir de las Ecs. (12), (13), (14) y del Teorema 1 se
obtienen las condiciones para la existencia de una bifurca-

cion Hopf en la estructura de control con modelo interno, las
cuales se presentan a contin@aci

3. Finalmente, para cumplir la condici de transversali-
dad, para valores gecercanos a,
8 ( aﬁbe(gﬂ) )

1. En el punto de bifurcabn po debe existir un punto de &

equilibrio € en el sistema (13) o 70
2. Se debe cumplir que A continuacbn se presenta un caso en el cual se satisfa-
- cen las tres condiciones anteriores.
a(be( 7/~L0) _
—le + 67 =0
1 . . . /s
5. Ejemplo de la presencia de una bifurcadn
y H
- - opf en la estructura de control con modelo
00.Ep) | 00eEm) _, o
061 082 ’
y ad se tenda un par de valores propios complejos En esta secon se presenta un ejemplo cuyo objetivo es mos-
conjugados con parte real cero. trar que las condiciones presentadas en la éecanterior
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pueden ser satisfechas considerando una planta de primer oglores deu. Con estos valores de las constantes el valor de
den. bifurcacbn esi, = 1. En las Figs. 3 a 5 se muestra el retrato

Sea una planta, modelo y filtro de la siguiente forma:  de fase del sistema en lazo cerrado. A este tipo de bifuncaci
Hopf se le llama superitica [7].

Tp = pap — T, + Cplly (15) Si se cambia la planta a una que en lazo abierto presenta

Em = kT + Cm, un bifurcacbn horquilla subdtica i? = px, 4+ =3, y ha-
ciendo todo el adlisis anterior se encuentran resultados muy

Ty =—apry+ap(Ty — Tm), parecidos. Ldinica diferencia es que en este caso la bifur-

cacbn Hopf es del tipo subttica, es decir, para los valores
con una entrada de control

kxym +apzy —aje —ay
u = .
Cm 0.05
Sustituyendo la entrada y haciendo el cambio de coordenadao 0.04 —
§1 =Tp—Tm, & = 25,83 = T +x5—y", €l sistemaqueda = -
de la siguiente forma: q ' —
. . g 0.02
G=pll—&+8&)— (G —&+8&)° g
4 0.01
cpk c &
+ (=& + &) +agbs (p - 1) (16) ,
Cm Cm
¥_/—>///
-0.07 1
+ affl(l — ci) + agg < — Cp) , -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
Cm, Cm Error
& = —apbs + aséy, FIGURA 3. Retrato de fase del sistema (15) qor= 0.
’53 = _a£37
0.1 q
el cual tiene como puntos de equilibrio / W
21:07 52:0, 53:0, g 0.0

El arélisis de bifurcaciones Hopf se hace a partir de los valo- ',

res propios dados por ? 0 /
1 . 1 . 2 . ; /
= - —asr2 )+ P _ —4 r ? -0.05
e 2 <'u af Cm ) 2 <af Cm ,U) hay Cm & /
e

Para un valor dg = asc,/c,,, = po se cumplen las con- -0.1 3
diciones para la existencia de una bifuréacHopf como se 0.1 -0.05 0 0.05 0.1
muestra a continuagn. Error

Condicbn 1.(0, 11o) = 0. FIGURA 4. Retrato de fase del sistema (15) qoe= 1.

Condicbn 2.Cuandou = afcy/cy = po la matriz jaco-
biana def (¢, 1) evaluada er§ y i tiene un par de valores
propios imaginarios puros conjugados en ||

+i, ka2
Cm,

Condicbn 3.Transversalidad, para valores @eercanos
a /i la parte real de los valores propios(es asc,/cp,, y SuU
derivada con respectoaes

O(p—ap> 4
bos) i

iltro
(2]

A

_

el £
o

"

—_
>allda
1
n

Entonces hay un nacimiento de un cidlmite en(¢, y).
A continuacon se muestran los resultados de una simula-
cion para valores dg, = ¢,, = a = ay = k = 1 y distintos  FIGURA 5. Retrato de fase del sistema (15) qoe- 2.

Error
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TLOZ4

iy iy
10k 10k é + .
. TLOB4
TLOg4 . -
) 10%
10k

Ay
10k 10k

FIGURA 6. Diagrama del circuito del CMI que presenta una bifuroadiopf.

16 25
N +
N 1 R 5
s K
S 10+ w2 15+
) © 5
3 o7 55
o 6+ ° Ag 1+
w 4t 3 s
238 057
Pus 3
0 4 4 4 I } 4 | < 0
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
0.5 -

Parametro M

Parametro [l

FIGURA 7. Evolucion de la frecuencia con respectoua con

Simulaciéon - ------ Experimento ‘

FiGURA 9. Evolucion con respecto a de la amplitud en estado

Simulacion ~ eeeeees Experimento ‘

A=1. . .
estacionario coml = 1.
100 + 25 -
90 +
80 + o PRt
N 70 + °
T ]
o 60 1 ®2 15
S 50 - c g
2 40+ ° g
8 301 2% 054
20+ Se o
£
10 T+ < 0 +
0 + t t + t t + { 05
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 -0.5 -
Parametro 1 Parametro [
‘ Simulacion  eeeee- Experimento ‘ ‘ Simulacion ~ eeeeees Exprimento ‘
FIGURA 8. Evolucion de la frecuencia con respecta&on A = FIGURA 10. Evolucion con respecto a de la amplitud en estado
7.6. estacionario coml = 7.6.
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de i para los cuales el punto de equilibrio es estable hay udel padmetro mayores al valor de bifurcéani la frecuencia
ciclo limite que es inestable, mientras que para valores dde la osciladn es casi iféintica a los resultados de las simu-

1 en donde el punto de equilibrio es inestable no hay cicldaciones mientras que la amplitud difiere por una constante.
limite. Este tipo de bifurcagh tambén se presenta cuando Esto se debe principalmente a la tolerancia existente en las
la planta en lazo abierto tiene una bifurd@acitranscitica, = ganancias de los amplificadores. P4ra: 7.6 (Figs. 8 y 10),
generando una bifurcam Hopf subcitica. en donde se busca la opeata mayores frecuencias, se pre-
sentan mayores diferencias tanto en la frecuencia como en la
amplitud. Para: > 3 esta diferencia parece constante, lo que
puede ser producto de errores en el valor de la ganahcia
Un primer paso para dar alguna aplicatia este resultado A pesar de estas diferencias, se ha ilustrado satisfactoriamen-

es poder manipular la frecuencia y amplitud de la osdlaci te la presencia de una bifurcani Hopf en la estructura de

cuando se presenta un cicloite estable. Para esto se rea- control con modelo interno.

liz6 un circuito elecibnico que resuelve las ecuaciones del

sistema (15). 7
Los valores de las constantes que se propusieron son

3 :b'?f =k =cm 1: é” = Lo qule resgltal en un valor g pa demostrado que la estructura de control con modelo in-
e bifurcaodn o = 1. Con estos valores de las constantesg g con plantas escalares puede presentar una bifbincaci

¥ con un'vactilor deu = 2 se obtfl'ene’ una osulam;gn una tipo Hopf y se han encontrado condiciones suficientes para
recuencia de 0.137 Hz. Para fineagicos se modifica esta gue esto suceda. Este resultado es importante, ya que ante:

frecuencia mediante un escalamiento en el tiempo para obr oo nte no se haa logrado obtener una oscilagi sos-
tener una frecuencia de)H» con este valor del pametro. yanida en esta estructura de control y, en especial, este tipo
Finalmente el sistema que se construye es el siguiente: e farpmeno. Aderas se han ilustrado los resultados en for-

6. llustracion experimental

Conclusiones

iy = 72.55 (Mp _ x}?; + u) A, (17) ma e'xperim,ental para motiyar el desarrollo dg aplic;aciones
practicas deéstos. El experimento tuvo como fin la ilustra-
Ty = 72.55 (— 2 +u) A, cion cualitativa del febmeno; sin embargo, los resultados

tambEn son buenos cuantitativamente, ya que para intervalos
considerables de varigri del paametrou la diferencia entre
dondeA es una ganancia variable para manipular el escaldos resultados t&ricos y experimentales se mantiene pégue
miento en el tiempo, su alcance de opebaasl < A < 7.6 Yy constante. Para disminuir estos errores se pueden utilizar
(el valor de 7.6 es debido a una limitanifisica de los com- componentes eleénicos de mejor calidad, en particular con
ponentes). Es decir, si = 1y u = 2 la frecuencia es igual menores tolerancias.

Ty = 72.55(—.13f +e)A,

a 10 Hz, mientras que para= 7.6 y 1 = 2 la frecuencia es Es importante mencionar que el alcance de opénadel

igual a 76 Hz. circuito, tanto en amplitud como en frecuencia, se encuentra
El diagrama del circuito que resuelve las Ecs. (17) es eluertemente limitado por las caradtgicas de operagn de

gue se muestra en la Fig. 6. los componentes, principalmente su alcance en el voltaje de

Una comparaéin de los resultados experimentales y desalida si se desea que trabaje a altas frecuencias.
las simulaciones nuérmicas se muestran en las Figs. 7 a 10.  Se considera que este resultado es importante, ya que pue-
Se puede observar que pata= 1 (Figs. 7 a 9), para valores de ser considerado como urétndo de dis&o de osciladores.
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