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Se presentan condiciones suficientes para la existencia de una bifurcación Hopf en la estructura de control con modelo interno y su ilustración
experimental a trav́es de la realización de un circuito electrónico anaĺogico que cumple dichas condiciones. Los resultados pueden ser
utilizados en el disẽno de osciladores.
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We present sufficient conditions for the existence of a Hopf bifurcation in the internal model control structure. We present also an experimental
illustration using an analogical electronic circuit that satisfies these conditions. The results can be used in the design of oscillator.
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1. Introducción

Una gran cantidad de sistemas dinámicos se puede modelar
por un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

ẋ = f(x, µ), (1)

dondex ∈ <n es el vector de estado,µ ∈ <k es un vector
de paŕametros yf : <n × <k → <n es un campo vecto-
rial diferenciable. Algunas variaciones en los valores deµ
pueden ocasionar una infinidad de cambios en el comporta-
miento del sistema. Estos cambios pueden ser cuantitativos o
cualitativos, a estośultimos se les llama bifurcaciones.

Las bifurcaciones son fenómenos frecuentemente noci-
vos para el desempeño de un sistema. Sin embargo, en al-
gunas otras situaciones pueden ser de utilidad, por lo que el
disẽno de controladores para la supresión o la generación de
este feńomeno es un problema importante.

El control de bifurcaciones se refiere a la tarea de diseñar
un controlador que pueda modificar las propiedades de bifur-
cacíon de un sistema no lineal dado y de esta manera conse-
guir un comportamiento deseado. Algunos de los objetivos de
control son los siguientes: retardar un conjunto inherente de
bifurcaciones, eliminar una bifurcación existente, introducir
una nueva bifurcación en un valor adecuado del parámetro,
optimizar el desempeño del sistema cerca de un punto de bi-
furcacíon o alguna combinación de estos objetivos.

Las bifurcaciones existen en una gran variedad de siste-
mas de control retroalimentado. Por ejemplo, un sistema de
control cĺasico con una no linealidad estática como la satu-
ración [3] o un ṕendulo simple controlado por un controla-
dor lineal proporcional derivativo (PD) presentan varios tipos
de bifurcaciones [4]. También las bifurcaciones se presen-
tan en sistemas que no están sujetos a una acción de control.
Por ejemplo, los sistemas de potencia generalmente presen-
tan feńomenos que son ricos en bifurcaciones [2]. Un doble
péndulo es un ejemplo de un sistema mecánico que presen-
ta bifurcaciones, algunas de ellas de alto grado de degene-
ración [11]. Aśı mismo, algunos problemas en medicina se
pueden ver con este enfoque, como por ejemplo, ciertas ano-
maĺıas en el ritmo cardiaco [9].

Las bifurcaciones son fenómenos inherentemente no li-
neales. Es de esperarse, entonces, que las técnicas de control
lineal puedan ser inadecuadas para su control. Esto depen-
de, por supuesto, del objetivo de control. Por otra parte, es
frecuente que las técnicas de control, lineal o no lineal, re-
quieran de un modelo con un cierto grado de exactitud para
lograr un buen desempeño.

Una estructura de control para sistemas no lineales que
ha mostrado propiedades interesantes de robustez y conver-
gencia al punto de referencia deseado es el llamado control
con modelo interno (CMI) [1]. Esta técnica tambíen es uti-
lizada frecuentemente en control de procesos [10]. Esta es-
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tructura est́a formada por la planta, un modelo de la planta,
un filtro y un controlador que puede ser diseñado mediante
alguna t́ecnica de control para sistemas no lineales. La estruc-
tura tiene la propiedad de que, si en lazo cerrado se garantiza
la existencia de un punto de equilibrio estable, entonces la
salida de la planta converge a la referencia, sin importar en
dónde est́a ubicado dicho equilibrio, aun cuando la planta y
el modelo sean diferentes.

La estructura pierde su estabilidad cuando este equilibrio
desaparece o sufre algún tipo de bifurcacíon. Dada su pro-
piedad de robustez, es de esperarse que esta estructura pueda
resolver satisfactoriamente el control de algunos tipos de bi-
furcaciones. Por otra parte, puesto que su buen desempeño
depende de la existencia de equilibrios estables, la operación
normal est́a relacionada directamente con la ausencia de bi-
furcaciones del sistema en lazo cerrado.

En este sentido, en este artı́culo se presentan un conjunto
de condiciones suficientes para que la estructura de control
con modelo interno presente una bifurcación tipo Hopf. Es
decir, se describe cómo encontrar las condiciones sobre la
planta, el modelo y el filtro que forman la estructura del CMI
para que el sistema en lazo cerrado presente dicho tipo de
bifurcacíon. Los resultados analı́ticos sobre la existencia de
esta bifurcacíon se ilustran mediante la realización en circui-
teŕıa anaĺogica de un sistema que presenta dicho fenómeno.

La organizacíon del documento es la siguiente. En la
Sec. 2 se presenta la forma normal de una bifurcación Hopf
y el teorema de Poincaré-Andronov-Hopf, mientras que en la
Sec. 3 se describe la estructura de control con modelo inter-
no como parte de los antecedentes. En la Sec. 4 se presentan
las condiciones para que la estructura de control con mode-
lo interno presente una bifurcación Hopf. Los resultados son
ilustrados en forma nuḿerica y experimental en las Secs. 5
y 6, respectivamente. En la Sec. 7 se presentan las conclusio-
nes.

2. Bifurcación Hopf

Una representación est́andar de un sistema que presenta una
bifurcacíon Hopf es la siguiente [8]

ẋ1 = −x2 + x1

(
µ− x2

1 − x2
2

)
, (2)

ẋ2 = x1 + x2

(
µ− x2

1 − x2
2

)
.

FIGURA 1. Bifurcación Hopf.

La bifurcacíon se presenta cuando, al variar el parámetroµ
del sistema, un punto de equilibrio del mismo cambia su es-
tabilidad, apareciendo un ciclo lı́mite cuya amplitud y fre-
cuencia dependen del valor del parámetro. Enµ = 0 hay
un intercambio de estabilidad y además nace un ciclo lı́mite
que rodea al equilibrio inestable y tiene amplitud

√
µ. Una

representación de este feńomeno se muestra en la Fig. 1. El
teorema de Poincaré-Andronov-Hopf da las condiciones para
la existencia de este tipo de bifurcación.

Teorema 1. Considere el sistema (1), donde
f ∈ C2, f : U ⊂ <2 → <2[7]. Suponga que

1. f(x, µ0) = 0;

2. Dxf(x, µ0) tiene unúnico par de valores propios
imaginariosλ(µ0) = ±jβ y ninǵun otro valor
propio con parte real cero, y

3. d(Reλ(µ0))/dµ 6= 0 paraµ cercano aµ0.

Entonces existe un nacimiento de un ciclo lı́mite en
(x, µ0). El periodo inicial de la oscilacíon con ampli-
tud cero esT0 = 2π/β.

3. Estructura de control con modelo interno

La dinámica de una clase importante de sistemas puede ser
descrita por la ecuación diferencial ordinaria

dnxp

dtn
+ F

(
xp,

dxp

dt
, . . . ,

dn−1xp

dtn−1

)

= G

(
xp,

dxp

dt
, . . . ,

dn−1xp

dtn−1

)
u, (3)

dondeF y G son funciones suaves yu es la entrada de con-
trol. Una seleccíon adecuada de variables de estado convierte
este sistema a la forma

ẋpi = xpi+1 (i = 1, . . . , n− 1), (4)

ẋpn = fp(xp) + gp(xp)u,

yp = xp1 ,

dondexp = (xp1 , . . . , xpn) es el estado,fp y gp son funcio-
nes dadas porfp = − Fp(xp) y gp = Gp(xp).

Una herramienta clásica para controlar sistemas como (4)
es la t́ecnica de linealización por retroalimentación [6]. La
aplicacíon de esta t́ecnica es simple y directa; sin embar-
go, necesita un modelo exacto y la disponibilidad del esta-
do completo, ya que si se usa un modelo aproximado no se
produce un sistema lineal en lazo cerrado y debido a esto re-
quiere de un ańalisis extra de estabilidad del sistema en lazo
cerrado. En implementaciones prácticas, el estado completo
generalmente no está disponible o puede resultar costoso te-
nerlo, aśı que se requiere un observador. Desafortunadamen-
te, el disẽno de un observador no lineal no es un problema
fácil y se necesita un modelo exacto de la planta para tener
un error tolerable [1].
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FIGURA 2. Diagrama general del controlador con modelo interno.

Otra t́ecnica de disẽno de controladores es la llamada es-
tructura de control con modelo interno (CMI). Este esquema
usa un modelo conectado en paralelo con la planta, retroa-
limentando la diferencia entre las salidas de la planta y el
modelo, como se muestra en la Fig. 2. De esta manera, no
se necesita un diseño expĺıcito de un observador. Este esque-
ma tambíen asegura la convergencia de la salida de la planta a
una referencia que converja exponencialmente a una constan-
te. La clase de sistemas no lineales considerados en la Ref. 1
y que analizaremos en este trabajo corresponden a sistemas
de una entrada y una salida, completamente linealizables por
transformacíon de coordenadas y retroalimentación de esta-
do. La ley de control no linealiza la planta, sino a un sistema
extendido construido con la planta, su modelo aproximado y
un filtro (Fig. 2). El error en estado estacionario de la planta
es cero, aun con plantas que tienen incertidumbre paramétri-
cas, a condicíon de que haya un punto de equilibrio asintóti-
camente estable en el sistema en lazo cerrado.

Consid́erese un sistema dinámico representado por

ż = f(z) + g(z)u, (5)

y = h(z),

dondez(t) ∈ Z ⊂ <n; u(t) ∈ < es la entrada de con-
trol; f y g son campos vectoriales suaves definidos enZ, y
h : Z → < es una funcíon suave. Suponemos que el origen
es un punto de equilibrio para el sistema no controlado, es
decir,f(0) = 0, y h(0) = 0.

Para aplicar esta estructura de control la planta debe cum-
plir con la siguiente condición:

1.- Para todaz ∈ Z, el sistema tiene grado relativo igual
a n.

De esta manera cualquier sistema que satisface esta con-
dición puede ser descrito por un sistema de la siguiente for-

ma:

ẋpi = xpi+1 (i = 1, ..., n− 1), (6)

ẋpn = fp(xp) + gp(xp)u,

yp = xp1 .

Tambíen se supone que se dispone de un modelo de (6),

ẋmi
= xmi+1 (i = 1, ..., n− 1), (7)

ẋmn
= fm(xm) + gm(xm)u,

ym = xm1 ,

dondexm = (xm1 , . . . , xmn
) ∈ Xm ⊂ <n, Xp ⊂ Xm,

y fm y gm son funciones suaves. También se supone que el
sistema (7) tiene grado relativo igual an, es decir,

2.-gm(xm) 6= 0 para todaxm ∈ Xm, adeḿasfm(0)=0.
SeaePM el error de salida planta-modelo igual a

ePM = yp − ym (8)

y considere otro sistema cuyo objetivo es filtrar ese error, con
la forma lineal

ẋfi = xfi+1(i = 1, . . . , n− 1), (9)

ẋfn = −afxf + af1e
PM ,

yf = xf1 ,

dondexf = (xf1 , . . . , xfn) ∈ <n y af = (af1 , . . . , afn) ∈
<n es tal que el filtro sea estable. Se considera que laúni-
ca sẽnal disponible de la planta es la salida, con el siguiente
objetivo de control.

3.- La salida de la planta debe seguir una señal suavey∗

que converge exponencialmente a una constantey∗.
En la Ref. 1 se propone una ley de control que linealiza

una relacíon entrada / salida global. Se definen las variables
auxiliares

yi+1 =
diym

dti
+

diyf

dti
− diy∗

dti
(i = 0, . . . , n− 1)

y una salida globalyg = y1, y se propone la ley de control

u =
fm(xm)− af · xf + af1e

PM − dny∗

dtn + a · y
gm(xm)

, (10)

dondey = (y1, . . . , yn) y a = (a1, . . . , an) es un vector real
tal queλn +anλn−1 + . . .+a1 es estrictamente Hurwitz. Un
hecho importante relacionado a la convergencia exponencial
de la salida globaly a cero se establece en el siguiente lema:

Lema 2 Suponga que las suposiciones2 y 3
se satisfacen y el sistema en lazo cerrado dado por
(6), (7), (9) y (10) tiene un punto de equilibrio
x = (xp, xm, xf ) ∈ <3n. Entonces la salida de la
planta correspondiente a este punto de equilibrio es
yp = y∗ = ĺım

t→0
y∗(t).

En la Ref. 1 se muestra que la ley de control (10) puede
estabilizar y regular eficientemente plantas de la forma (6),
aun cuandóesta no se conozca con exactitud. La condición
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importante es que para un caso nominal exista un equilibrio
estable del sistema en lazo cerrado y queéste se conserve
(aunque cambie de posición) cuando la planta sufra una varia-
ción en algunos de sus parámetros. Puesto que la existencia
de equilibrios estables garantiza la convergencia de la salida
de la planta a la referencia, esto es un motivo importante pa-
ra analizar el desempeño de la estructura de control frente a
bifurcaciones de equilibrios, situación en la que ocurren cam-
bios en la existencia, número o estabilidad de los mismos.

4. Condiciones para la aparicíon de una bifur-
cación Hopf en la estructura de control con
modelo interno

Sea una planta que depende de un parámetroµ, un modelo y
un filtro, todos ellos escalares, que forman el siguiente siste-
ma:

ẋp = f(xp, µ) + g(xp, µ)u, (11)

ẋm = f(xm) + g(xm)u,

ẋf = −afxf + af (xp − xm),

dondeu es la entrada de control de la forma (10). Hacien-
do el cambio de coordenadasξ1 = xp − xm, ξ2 = xf ,
ξ3 = xm + xf − y∗, y aplicando la entrada de control se
tiene el nuevo sistema

ξ̇1 = φe(ξ1, ξ2, ξ3, y
∗, µ), (12)

ξ̇2 = −afξ2 + afξ1,

ξ̇3 = −aξ3,

dondeφe(ξ1, ξ2, ξ3, y
∗, µ) = φe est́a dada por

φe = f (ξ1, ξ2, ξ3, y
∗, µ)− g (ξ1, ξ2, ξ3, y

∗, µ)
g (ξ2, ξ3, y∗)

f (ξ2, ξ3, y
∗)

+ afξ2

(
g(ξ1, ξ2, ξ3, y

∗, µ)
g(ξ2, ξ3, y∗)

− 1
)

+ afξ1

(
1− g(ξ1, ξ2, ξ3, y

∗, µ)
g(ξ2, ξ3, y∗)

)

+ aξ3

(
1− g(ξ1, ξ2, ξ3, y

∗, µ)
g(ξ2, ξ3, y∗)

)

+
dy∗

dt

(
g(ξ1, ξ2, ξ3, y

∗, µ)
g(ξ2, ξ3, y∗)

− 1
)

y los puntos de equilibrio del sistema (12) están dados por

ξ = (ν(.), ν(.), 0),

dondeν(.) es una solución paraφe = 0 con ξ3 = 0 y
ξ1 = ξ2.

La tercera ecuación del sistema (12) está desacoplada y
por disẽno a es un ńumero positivo, lo que implica queξ3

tiene un comportamiento exponencialmente estable y tiende
a cero, entonces la dinámica en estado estacionario del siste-
ma (12) est́a determinada por el sistema

ξ̇1 = φe(ξ, µ, y∗), (13)

ξ̇2 = −afξ2 + afξ1.

Los valores propios de la linealización de (13) est́an dados
por

λ1,2 =
−af + ∂φe(ξ,µ)

ξ1
±

√(
af − ∂φe(ξ,µ)

ξ1

)2

+ 4af

(
∂φe(ξ,µ)

∂ξ1
+ ∂φe(ξ,µ)

∂ξ2

)

2
. (14)

A partir de las Ecs. (12), (13), (14) y del Teorema 1 se
obtienen las condiciones para la existencia de una bifurca-
ción Hopf en la estructura de control con modelo interno, las
cuales se presentan a continuación.

1. En el punto de bifurcaciónµ0 debe existir un punto de
equilibrio ξ en el sistema (13).

2. Se debe cumplir que

−af +
∂φe(ξ, µ0)

ξ1
= 0

y
∂φe(ξ, µ0)

∂ξ1
+

∂φe(ξ, µ0)
∂ξ2

< 0,

y aśı se tendŕa un par de valores propios complejos
conjugados con parte real cero.

3. Finalmente, para cumplir la condición de transversali-
dad, para valores deµ cercanos aµ0,

∂
(

∂φe(ξµ)
ξ1

)

∂µ
6= 0.

A continuacíon se presenta un caso en el cual se satisfa-
cen las tres condiciones anteriores.

5. Ejemplo de la presencia de una bifurcacíon
Hopf en la estructura de control con modelo
interno

En esta sección se presenta un ejemplo cuyo objetivo es mos-
trar que las condiciones presentadas en la sección anterior

Rev. Mex. F́ıs. 53 (6) (2007) 481–487
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pueden ser satisfechas considerando una planta de primer or-
den.

Sea una planta, modelo y filtro de la siguiente forma:

ẋp = µxp − x3
p + cpu, (15)

ẋm = −kxm + cmu,

ẋf = −afxf + af (xp − xm),

con una entrada de control

u =
kxm + afxf − afe− ay

cm
.

Sustituyendo la entrada y haciendo el cambio de coordenadas
ξ1 = xp−xm, ξ2 = xf , ξ3 = xm+xf−y∗, el sistema queda
de la siguiente forma:

ξ̇1 = µ(ξ1 − ξ2 + ξ3)− (ξ1 − ξ2 + ξ3)3

+
cpk

cm
(−ξ2 + ξ3) + afξ2

(
cp

cm
− 1

)
(16)

+ afξ1(1− cp

cm
) + aξ3

(
1− cp

cm

)
,

ξ̇2 = −afξ2 + afξ1,

ξ̇3 = −aξ3,

el cual tiene como puntos de equilibrio

ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ3 = 0.

El ańalisis de bifurcaciones Hopf se hace a partir de los valo-
res propios dados por

λ1,2 =
1
2

(
µ− af

cp

cm

)
± 1

2

√(
af

cp

cm
− µ

)2

− 4kaf
cp

cm
.

Para un valor deµ = afcp/cm = µ0 se cumplen las con-
diciones para la existencia de una bifurcación Hopf como se
muestra a continuación.

Condicíon 1.f(0, µ0) = 0.
Condicíon 2.Cuandoµ = afcp/cm = µ0 la matriz jaco-

biana def(ξ, µ) evaluada enξ y µ0 tiene un par de valores
propios imaginarios puros conjugados en

±i

√
kaf

cp

cm
.

Condicíon 3.Transversalidad, para valores deµ cercanos
aµ0 la parte real de los valores propios esµ− afcp/cm, y su
derivada con respecto aµ es

∂
(
µ− af

cp

cm

)

∂µ
= 1.

Entonces hay un nacimiento de un ciclo lı́mite en(ξ, µ0).
A continuacíon se muestran los resultados de una simula-

ción para valores decp = cm = a = af = k = 1 y distintos

valores deµ. Con estos valores de las constantes el valor de
bifurcacíon esµ = 1. En las Figs. 3 a 5 se muestra el retrato
de fase del sistema en lazo cerrado. A este tipo de bifurcación
Hopf se le llama supercrı́tica [7].

Si se cambia la planta a una que en lazo abierto presenta
un bifurcacíon horquilla subcŕıtica ẋp = µxp + x3

p, y ha-
ciendo todo el ańalisis anterior se encuentran resultados muy
parecidos. Láunica diferencia es que en este caso la bifur-
cacíon Hopf es del tipo subcrı́tica, es decir, para los valores

FIGURA 3. Retrato de fase del sistema (15) conµ = 0.

FIGURA 4. Retrato de fase del sistema (15) conµ = 1.

FIGURA 5. Retrato de fase del sistema (15) conµ = 2.

Rev. Mex. F́ıs. 53 (6) (2007) 481–487
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FIGURA 6. Diagrama del circuito del CMI que presenta una bifurcación Hopf.

FIGURA 7. Evolución de la frecuencia con respecto aµ, con
A = 1.

FIGURA 8. Evolución de la frecuencia con respecto aµ conA =

7.6.

FIGURA 9. Evolución con respecto aµ de la amplitud en estado
estacionario conA = 1.

FIGURA 10. Evolución con respecto aµ de la amplitud en estado
estacionario conA = 7.6.

Rev. Mex. F́ıs. 53 (6) (2007) 481–487
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deµ para los cuales el punto de equilibrio es estable hay un
ciclo lı́mite que es inestable, mientras que para valores de
µ en donde el punto de equilibrio es inestable no hay ciclo
lı́mite. Este tipo de bifurcación tambíen se presenta cuando
la planta en lazo abierto tiene una bifurcación transcŕıtica,
generando una bifurcación Hopf subcŕıtica.

6. Ilustración experimental

Un primer paso para dar alguna aplicación a este resultado
es poder manipular la frecuencia y amplitud de la oscilación
cuando se presenta un ciclo lı́mite estable. Para esto se rea-
lizó un circuito electŕonico que resuelve las ecuaciones del
sistema (15).

Los valores de las constantes que se propusieron son
a = af = k = cm = cp = 1, lo que resulta en un valor
de bifurcacíon µ0 = 1. Con estos valores de las constantes
y con un valor deµ = 2 se obtiene una oscilación con una
frecuencia de 0.137 Hz. Para fines prácticos se modifica esta
frecuencia mediante un escalamiento en el tiempo para ob-
tener una frecuencia de10Hz con este valor del parámetro.
Finalmente el sistema que se construye es el siguiente:

ẋp = 72.55
(
µxp − x3

p + u
)
A, (17)

ẋm = 72.55 (−xm + u) A,

ẋf = 72.55(−xf + e)A,

dondeA es una ganancia variable para manipular el escala-
miento en el tiempo, su alcance de operación es1 ≤ A ≤ 7.6
(el valor de 7.6 es debido a una limitación f́ısica de los com-
ponentes). Es decir, siA = 1 y µ = 2 la frecuencia es igual
a 10 Hz, mientras que paraA = 7.6 y µ = 2 la frecuencia es
igual a 76 Hz.

El diagrama del circuito que resuelve las Ecs. (17) es el
que se muestra en la Fig. 6.

Una comparación de los resultados experimentales y de
las simulaciones nuḿericas se muestran en las Figs. 7 a 10.
Se puede observar que paraA = 1 (Figs. 7 a 9), para valores

del paŕametro mayores al valor de bifurcación, la frecuencia
de la oscilacíon es casi id́entica a los resultados de las simu-
laciones mientras que la amplitud difiere por una constante.
Esto se debe principalmente a la tolerancia existente en las
ganancias de los amplificadores. ParaA = 7.6 (Figs. 8 y 10),
en donde se busca la operación a mayores frecuencias, se pre-
sentan mayores diferencias tanto en la frecuencia como en la
amplitud. Paraµ > 3 esta diferencia parece constante, lo que
puede ser producto de errores en el valor de la gananciaA.
A pesar de estas diferencias, se ha ilustrado satisfactoriamen-
te la presencia de una bifurcación Hopf en la estructura de
control con modelo interno.

7. Conclusiones

Se ha demostrado que la estructura de control con modelo in-
terno con plantas escalares puede presentar una bifurcación
tipo Hopf y se han encontrado condiciones suficientes para
que esto suceda. Este resultado es importante, ya que ante-
riormente no se habı́a logrado obtener una oscilación sos-
tenida en esta estructura de control y, en especial, este tipo
de feńomeno. Adeḿas se han ilustrado los resultados en for-
ma experimental para motivar el desarrollo de aplicaciones
prácticas déestos. El experimento tuvo como fin la ilustra-
ción cualitativa del feńomeno; sin embargo, los resultados
tambíen son buenos cuantitativamente, ya que para intervalos
considerables de variación del paŕametroµ la diferencia entre
los resultados téoricos y experimentales se mantiene pequeña
y constante. Para disminuir estos errores se pueden utilizar
componentes electrónicos de mejor calidad, en particular con
menores tolerancias.

Es importante mencionar que el alcance de operación del
circuito, tanto en amplitud como en frecuencia, se encuentra
fuertemente limitado por las caracterı́sticas de operación de
los componentes, principalmente su alcance en el voltaje de
salida si se desea que trabaje a altas frecuencias.

Se considera que este resultado es importante, ya que pue-
de ser considerado como un método de disẽno de osciladores.
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