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Se presentan resultados nemgos para conveatn natural para fluidos viscosos incompresibles en cavidades rectangulares con diferentes
razones geoatricas. Esta clase de flujos puede ser gobernada por la aprodmueiBoussinesq dependiente del tiempo en la formula-
cion funcbn corriente-vorticidad. Los resultados son obtenidos mediante un esquer@eaamusimple previamente reportado para fluidos
isotermicos/érmicos (convecéin mixta). El esquema nugnico esh basado principalmente en un proceso iterativo de punto fijo aplicado al
sistema dptico no lineal que resulta desgaide haber hecho una discretizacie segundo orden en el tiempo. El proceso iterativo nos lleva

a la solucbn de problemas Hdticos, lineales, sigtricos, bien condicionados y desacoplados. Loarpatros que influyen en la evolaaidel

flujo son el rimero de RayleigtRa, en el intervalal0* < Ra < 10°, y la razn geongtrica de la cavidad?, en el intervalal /3 < G < 3.

Se muestran tamén un resultado relacionado con inestabilidad de ojos de Gato 16, y otro como ejemplo de flujo€tmicos dependien-

tes del tiempo(G = 1/16. Hasta donde sabemos, algunos de los resultadoé/ddiferente de la unidad se éstreportando por primera

vez.

Descriptores: Aproximacibn de Boussinesq; proceso iterativo de punto fijopero de Rayleigh; cavidades rectangulares

Natural convection numerical results for incompressible viscous flows are presented in rectangular cavities with different aspect ratios. This
kind of flows may be governed by the time-dependent Boussinesq approximation in the stream function-vorticity formulation. The results
are obtained with a simple numerical scheme previously reported for isothermal/thermal (mixed convection) flows. The numerical scheme is
based mainly on a fixed point iterative process applied to the non-linear elliptic system that results after a second order time discretization
is made. The iterative process leads to the solution of uncoupled, well-conditioned, symmetric linear elliptic problems. The evolution of
the thermal flow depends on the parameters given by the Rayleigh nukabém the rangel0* < Ra < 10°, and the aspect ratio of the

cavity G, in the rangel /3 < G < 3. There are also shown a result related with cat’s eyes instalgility, 16, and other as an example of
time-dependent thermal flows, = 1/16. To the best of our knowledge, some results w@tlifferent of the unity are being reported for the

first time.

Keywords: Boussinesq aproximation; fixed point iterative process; Rayleigh number; rectangular cavities
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1. Introduccion el reportado la Ref. 1 el cual se basa en una descomposi-
cion de operadores en la formulanide variables primiti-

La aproximacbn de Boussinesq no-estacionaria para fluido/as, con la cual parte de la mayor dificultad es consecuencia

termicos en un sistema gravitacional, de la cual ebfiee-  de la restricdn de incompresibilidad. De hecho, los resulta-

no de convecdin natural es un caso particular, se basa en ellos que se presentan age obtienen de una manera togav

hecho de que la estructura compresible de dichos fluidos $Bas simple y clara respecto a la obtémgicon modificacio-

puede considerar como incompresible debido a las supogies ligeras de este&todo, de flujos ras complicados: flujos

ciones que se hacen en las variables yapaatros que descri- de fluidos isotrmicos puros [2]; flujos isétmicos/érmicos

ben la evoluddn del fluido. Materaticamente, las ecuaciones (convecobn mixta) en cavidades rectangulares [3]; flujos de

de conservadin de momento y de masa @stdadas por las convecén natural en medios porosos y horgogos [4] en

ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales a su vaa asbpla-  cavidades cuadradas [5] en cavidades rectangulares e incli-

das a la ecuadh de enert termica. En este trabajo tangéii  nadas.

consideramos la Slmpllflcm en érminos de variables fun- El método nunérico consiste en una discretizagitem-

cion corriente y vorticidad, de manera que @puto de la  poral totalmente imptita, despés de aplicar una aproxima-
presbn se evita y la condion de incompresibilidad se satis- cion adecuada de segundo orden en las derivadas temporales
face autoraticamente. involucradas, con lo cual se obtiene un sisteriytieb no li-

Los resultados se obtienen con uatodo nurdrico bas- neal. La no linealidad y el acoplamiento entre las ecuaciones
tante simple, podemos decir que es muchasrsimple que se manejan eficientemente a awle un proceso iterativo de
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punto fijo que nos lleva a resolver, en cada itévacde ca- Nuestra contribuéin en este trabajo consiste en veno

da nivel de tiempo, problemas de tipdptico, lineales, bien es la deformadn en cavidades rectangulares de flujos de
condicionados y desacoplados. Para la sOlucdie este tipo convecodbn natural bastante conocidos en cavidades cua-
de problemas existen resolvedores eficientes, independientdradas, dascomo el tiempoT,. en el cual se alcanza el
mente de la discretizamn espacial. correspondiente estado estacionario (si existe), un aspecto
poco considerado hasta ahora al resolver el problema no-
estacionario, y la repercusi en la transferencia de calor a
traves de los imeros de Nusselt local y global. Enfatizando,
por otro lado, que los resultados se obtienen con atodo
numérico muy simple. A continuadn recalcamos sobre tres

Espedficamente, los resultados que adgge reportan
corresponden a flujos de convemtinatural en cavidades rec-
tangulares diferenciadas por susagyeongtricaG (razon de
la altura al ancho de la cavidad), cop3 < G < 3,y para
nimeros de RayleigiRa en el intervalol0* < Ra < 106,
Dichos resultados se obienen como el estado estacionario &tPECtOS:
cual converge la solugn del problema no-estacionario cuan- 1) Como un complemento de la validanien cavidades

do ¢t se aproxima at-co (tiempo suficientemente grande en

la practica). Como se obsenzaen la secd@in de resultados
numeéricos, el tiempo para alcanzar el estado estacionario es
relativamente corto, comparado con el de congacmix-

ta [3]; junto con el hecho de poder usar mallas espaciales
considerablemente gruesad, @@mo pasos de tiempo no tan
pequéos, como consecuencia del buen condicionamiento de
los problemas @bticos que a su vez se refleja en la solu-
cion eficiente de los correspondientes sistemas algebraicos
mediante un rétodo iterativo, conlleva el uso de recursos de

cuadradas previamente reportado en la Ref. 1, en va-
riables primitivas, y en la Ref. 4, en variables florti
corriente-vorticidad; aqucomparamos tamén nues-
tros resultados con el trabajo de reportado en la Ref. 14,
con lo cual se muestra la concordancia de los patrones
de flujo a%$ como la congruencigidica de la transfe-
rencia de calor a trés del imero de Nusselt global,

a pesar de la diferencia de lo€tados nuraricos (en

la Ref. 14 aplica al problema estacionario el “transi-
torio falso”, con lo cual las derivadas temporales van

computo con poca memoria y poco CPU, obteniendo los re-
sultados en un tiempo del orden de pocos minutos.

acompafdas de una escajal).

2) Acerca dé€l,., en varios trabajos publicados donde se
reporta no es claro la forma en que se mide; en nues-
tro caso, su conceptasico [15], se mide a tras del
consecuente concepto mat&imo discreto dado por la
norma absoluta discreta punto a puhtQ en la cerra-
dura de la cavida.

El estudio de flujos de conveéei natural en cavidades
cerradas se divide principalmente en dos clases, aquellas que
se calientan por abajo y aquellas que se calientan por un lado
(lateral); siendo estaltima clase la que se conoce como cavi-
dades “diferencialmente calentadas”. Esta configaraaio-
dela varias aplicaciones en ingefé&rmor ejemplo: sistemas
para almacenar enégg aislamiento de reactores nucleares,
ventilacbn de edificios y enfriamiento de mecanismos elec-
tronicos, por mencionar algunas. Dicho &emeno tiene en-
tonces considerable importancia tantagiica como térica
y se ha convertido en un problemasico en transferencia de
calor convectivo en la literatura de la naé@ica de fluidos [6].

3) Enrelacon a si el estado estacionario existe o no para
un flujo determinado, y la consecuente determimaci
0 no deT,., se presentan dos resultadés:= 16 y
G =1/16.

El casoG = 16 se discute en relain a los resultados
en la Ref. 16 y 17 sobre la inestabilidad de ojos de gato: sor-
prendentemente nuestro resultado coincide con el resultado
aspectos de turbulencia a partir de un ciediohmro de Ray- en la Ref. 16 pero difiere del resultado en la Ref. 17 respecto
leigh ciitico, digamosRa,; sin embargo, dich&a, depende  al nimero de ojos. Aunado a este grado de inestabilidad, di-
de la adimensionaliza@n que se use en las ecuaciones. Po€ho caso alcanza su estado estacionario y en consecuencia se
ejemplo, en la Ref. 5 se considera la adimensionafiregiie ~ determina el tiempd-.., pero no asel casoG' = 1/16, no
se usa aquy otra que fue planteada en la Ref. 7 y abordada efieportado en estas referencias, lo que muestra, en esta etapa
varios trabajos[8,9], por mencionar un par de ellos. En estode la investigadn, que dicho flujoérmico es dependiente
trabajos y en las referencias que mencionan se puede conoé tiempo.
mas sobre el tema. Aduel tema de turbulencia no se abor-
da. Por otro lado, en otros trabajos se presentan resultadgs pP|anteamiento del problema
para cavidades rectagulares pero enfocados a otros aspectos:
analisis de la interreladin entre los p@metros (Amero de  Sea? C RM(N = 2,3) la regbn de flujo de un fluido
Rayleigh, imero de Prandlangulo de inclinadin y radn  térmico viscoso y dependiente del tiempo y Fda frontera

En varios trabajos de convebdai natural se mencionan

geonetrica) la Ref. 11, o resultados conadisis de escala-
miento, como en Patterson e Imberger [11] donde tambée

presentan algunos resultados raimos pero solamente pa-

ra cavidades cuadradas, resultados daatar experimental
como en la Ref. 12, o bien resultados atiads como en la
Ref. 13.

de esta re@in. Las hiptesis de la aproximagn de Bous-
sinesq suponen que las variaciones de temperatura son sufi-
cientemente peqéi@s para poder considerar la densidad co-
mo constante a tr&s del fluido, excepto en ekitmino de
flotacion pg, dondeg es la fuerza gravitacional y, de la
ecuacbn de estadp = p(P,T), esk dada linealmente por
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p = po[l — B(T — Tp)], dondeT es la temperaturgy y To y condicbn de frontera, digamos
denotan densidad y temperatura de referencia. Los cambios
de densidad ocasionados por cambios de qnesé despre-

. ; . . A = > . =
cian; propiedades del fluido, como viscosidadadica /., u=f sobre I't>0 fondl =01, (o)
coeficiente de expar@i trmicag = —(1/p0)(0p/0T)p, r
conductividad érmicax, difusividad &rmican, y el calor BO =0 sobre Tt >0, (b) (3)
espeffico ¢, se consideran constantes; y la disipacde
enerda mednica se desprecia[15,18]. Mataticamente la donde B representa un operador de f_rontera para la tempera-
aproximacbn de Boussinesq, con estructura incompresibletura. el cual puede involucrar condiai de frontera de tipo

se describe por las ecuaciones adimensionales Dirichlet, Neumann o mixta. o _
Restringiendo las Ecs. (1a-1c) a una éegbidimensional
£>0- 2, tomando el rotacional en ambos lados de las ecuaciones de
R momento y tomando en cuenta las relaciones
1 a
- —A : = fe en Q
uy Re u + vp + (u v)u PTR€2 € (a’) up = 871!]’ Uy = 787,11), (4)
y or
V-u=0 en Q) ] .
donde(uy,us) = uy 4 es la funcbn corriente, lo cual se

0, — 1 Ab+u-VO=0 en Q) (1) siguedela Cond_iéin,d_e incompresibilidad, entonces la com-

RePr ponente en la direcgh k = (0,0, 1) da el sistema de ecua-

dondeu, p y 0 son la velocidad, preSn y temperatura ciones escalares

respectivamente. Como se observa, la eéumde momen-  ;~ .

to (1a) y de conservamn de masa, o condimh de incom-

presibilidad (1b) eéin acopladas a la ecuanide temperatu- A¢v =-w en Q¢r =0 (a)

ra (1c). Los paametros adimensionalé&, Ra 'y Pr son los Ra 90

nameros de Reynolds, Rayleighy Prandtl, respectivamente, ywt — Aw +u-Vw = oo en Q, wp =wer ()
e es el vector unitario en la direéri de la gravedad. Dichos

paiametros adimensionales &stdados poRe = Ul /v, Oy —yA0+u-VO=0 en QBIr=0, () (5

dondew es la vorticidad, la cual dek = V x u = —Avyk,

3 2
Ra = M(Tl —Ty), est dada por
o o Q0w
Pr = k/uc,, donde las temperaturas de refererjay 11, Or Oy

conTy < Ti, pueden ser las temperaturas de las paredegonw, ; denotamos la condigh de frontera para, la cual se
laterales de la regh de ﬂUjO, cuande@sta es una cavidad Construye ms ade|ante,") tambén requiere de una condiai
rectangular] y U son la longitud y velocidad de referencia jnjcial w(x,0) = wy(x) enQ, que debe satisfacer

o0 caracteistica, v (=u/p,) es la viscosidad cineatica y g

la constante gravitacional. La temperatdrg velocidadu Quzo _ Ouio

adimensionales e dadas pof = (T — To/T; — Tp) Y Oz dy

u = u/U, la posicbn adimensionat porx = x/I. si ug(x) = (u10(x), uz0x)) denota la velocidad inicial. Se
El acoplamiento entréla) and (1c), incluyendoRe,  hareemplazad®e =1,y = 1/Pr.

corresponde a fémenos de convedm mixta. La elecd@n El sistema (5) representa la aproxintatde Boussinesq

Re = 1 corresponde a conveéri natural, una vez que se en variables funéin corriente y vorticidad del sistema (1) en
defineU = v/l debido a que en conveéri natural no hay variables primitivasu y p. En (5) la presin p no aparece,
velocidad caractéstica[15,18]. El caso isétmico se obtiene ya que el rotacional del gradiente @sy por (4) la condi-
de (1a)-(1c) y corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokestn de incompresibilidad (1b) se satisface aldtioamente
solo la ecuaddn de momento (1a) y la cond@i de incom-  en(2. Los hechos de que €h) se evita calculap y que la
presibilidad(1b) son consideradas y el lado derecho en (1a)condicbn de incompresibilidad se satisfaga auéticamen-
digamosf, representda una concentragn de fuerzas exter- te pueden verse como una ventaja contra la desventaja de no
nas independiente de tener a la mano condimn de fronterau.¢ para la vorticidad
Las ecuaciones de momento (1a) y de temperatura (1e): en la fronterd’, 1> est sobredeterminada (se conoggp
deben ser complementadas con una coaditiicial apropia- Yy tambin (0v/0n) |r)[19,20], pero no se tiene condiri
da: de frontera para; sin embargo, existen varias alternativas
para construirla. En la Ref. 20 se da un procedimiento para
u(x,0) =up(x) en QV-ug=0), (a) construirw.¢ en regiones arbitrarias.
Replanteando el problema dado por el sistema (5) en ca-
0(x,0) = bo(x) en Q. (b) (2)  vidades rectangulared = (0,a) x (0,b) cona, b > 0, se
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tiene que, por viscosidad, la condinide frontera paralava- 3. Método numérico

riable primitivau es0 en paredes@idas. Para convedmn

natural erf2, todas las paredes que conforman la frontera sokaS derivadas temporales y 6; que aparecen en (5b-5c) se
solidas. Por (4)y) es constante y consideramos esta cons@Proximan mediante

tante como 0, esto esjlr = 0, como se establece en (5a).

Paraw.f, restringimos a convedmn natural la condiéin de fi(x, (n +1)At) =~
frontera para convedn mixta en la Ref. 3, la cual a su vez

3fn+1 _ 4fn + fnfl
2At 0

, X €8,

se basa en la alternativa dada en la Ref. 21 y 2 para quido]sr ~ f(x,rAt)

isotermicos en cavidades rectangulates: se construye me-
diante una expan@n de Taylor de) en la frontera (hacia el
interior) y usando (5a). Entonces, parg se obtienen las si-
guientes relacmnesg)(hi), O(h,j)_}, las cuales eah dadas
por los valores (todaa desconocidos) d¢ en):

W(O, Y, t):_# [81/’(%7 Y, t) - 1/’(2%7 Y, t)]a

8¢(a - hway7 t) - ¢(a - 2h$>y7t)]a

1
w(a,yﬂf):—ﬁ[

0,0, )= 51 80 oy 1) — 6, 2B 1),
Y

w(z,b, t)z—#[&m, b—hy,t) —(x,b—2hy, )], (6)
Yy

dondeh, y h, denotan el tanfeo de paso para la discretiza-

cion espacial en las direcciones X y Y respectivamente.

Los signos negativos que anteceden a los lados derech

en (6) son consecuencia del signo negativo antesaie(5a).

) ) ._por
Estos signos no aparecen en las correspondientes expresmrﬁ)es
en la Ref. 4Esto se debe a que iadstamos considerando la

definicion bidimensional de la vorticidad dada por

- aul 8uz

9y Oz’

ala cual le aplicamos (4) para obtener (5a); es de@nqu es

el negativo de dicha exprési. Aqu estamos considerando

la restriccon bidimensional de la defini@n tridimensional,
y vectorial, de la vorticidad dada por el rotacionahdeEsta

defincbn es nas general que la bidimensional en el senti-
do de que concuerda con los resultados que se obtienen con
variables primitivas, lo cual entre otras cosas, es esencial paga

obtener resultados de convéoamixta [3].

El nimero de Nusselt locaVu mide la transferencia de
calor en cada punto de la pared donde la temperatiuaasst
pecificada y el imero de Nusselt globaV« mide la rabn
de transferencia total en dicha pared. Estoapatros adi-
mensionales se definen comannero de Nusselt local:

- a@a: z=0,a>

nimero de Nusselt global:

Nu(y)

b

Nu |y—0.0= / Nu(y) dy.
0

donden > 1, At denota el tamido de paso en el tiempo y
. Se sabe que (7) es una aproxindacie
segundo orden para una fuiif suficientemente suave.

Una vez que dichas derivadas temporales se aproximan
con (7), el sistema totalmente inigto resultante eatdado
por

en Q:
Awn+1 _ 7wn+17 1/}n+1|1, =0,
aw™t! — AwnJrl + urtt. vwnJrl — &% + fun
Pr ox

“+1 _ n+1
W = wif

)

a0n+1 _ ,_YAen+1 =+ unJrl . vonJrl — ff),

B0n+1|f‘ = 07 (8)

donde

3 4™ — wn—l 40™ — en—l
o = ’ fw = ) 0 = .
2A¢ 2A¢ 2A¢
P3s componentes; y us, deu, en €rminos de), esin dadas
(4).
Renombranddy™ !, wn*t 97+ por {4, w, 6}, en ca-
da nivel de tiempo se tiene que resolver un sistema no lineal
de ecuacionesigticas de la siguiente forma:

en Q:
Ad):*wa w'F:O
Ra 060
aw—Aw—i—u-Vu}—P—T%—ﬁ—fw, wlr = wey

af —vAO+u-VO = fy, B|r=0. )

Para obtener los valores de!,w!,6'} en (8) aplica-
S una aproximaén de primer orden para la derivada en el
mpo a tra@s de una subsucésicon tam#o de paso en el
tiempo nés pequio para mantener la predsi de segundo
orden; se obtienen tan#éi sistemas gticos de la forma (9).
Para resolver el sistema anterior aplicamos una variante
de un nétodo iterativo de punto fijo para flujosrinicos da-
dos por la aproximabn de Boussinesq en variables primiti-
vas [1]. Un aspecto distintivo agas que el proceso iterativo
se extiende hasta la frontera para poder construir la camdici
de fronteraw.; dada por valores interiores desconocidos de
1 en (6).
Si denotamos por

_ Ra 06
R, (w,¥)=aw—Aw+u - wap—r%ffw en Q (10)
Ro(0,) =l —AO+u-VO—f, en Q, (11)
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entonces, el sistema (9) es equivalente a
Ap=-w en Q, Ylr=0
Ro(0,9)=0 en Q, Blr=0
R,(w,)=0 en Q,

wlr = wey. (12)

Y, resolvemos (10) con el proceso iterativo de punto fijo:
Con{6°,w°} = {6",w"} dados, resolver hasta convergen-
ciaenfyw

en Q:
APt = —wm P =0
gmtl — gm _ pg(al . 5A)_1R9(9m,¢m+1)7
BO™tr =0, pp>0

wm+1 =™ — pw(OéI— A)_lRw(wm,me’_l),

P >0, (13)

m+1 _.m
w |F _wch

y tomar{,l/)n+1,wn+l’ 9n+1} — {,¢m+1,wm+1’ 9m+1}.
Por otro lado, el sistem@d 1) es equivalente a

en Q:
AyY™H = —w™ " =0,
(o — BAY™ T = (al — BA)I™ — pgRo (8™, ™ F1),
po >0, BO" | =0,
(af =A™ = (al = A)w™ — py Ry (W™, ™),
(14)

a)

Pw > 07 wm+1|F

= w§.
Entonces, hay que resolviges problemas épticos lineales
y desacoplados, asociados con los operaddre® -A), 6 =8,
al — BAy ol — A en cada iteradin; para este fin debe no-
tarse que las partes no finicasVé y Vw se pasan al lado
derecho dentro del proceso iterativo.

Para la soludé@n de problemas linealesijgiicos y sine-
tricos, como se ha dicho anteriormente, existen resolvedo-b)
res eficientes tanto mediante diferencias finitas, para regione:
rectangulares, como mediante elemento finito, para regione:
complejas. En este trabajo usamos la épale segundo or-
den de Fishpack en cavidades rectangulares [22], donde lo:
sistemas algebraicos resultantes se resuelven conétm m
do iterativo de reductn dclica [23]. Esta aproximaoin de
segundo orden junto con la discretizatide segundo orden
en (7) para las primeras derivadas en tiempo, la aproxima-
ciobn de segundo orden para la conditide frontera de la 0
vorticidad en (6), la aproximai@n con diferencias centradas
de segundo orden en puntos interiores, y con (7) en puntos
de frontera, para las primeras derivadas/dépara obtener
u), w, 6 que aparecen en (8), de la conditide frontera ti-

D

o

I
&)

=1 sobre I'|,—,

?Y

on

gue el problema discreto @sbasado en discretizaciones de
segundo orden.
4. Resultados nungricos

La condicbn de frontera para la temperatéraontenida im-
plicitamente hasta ahora en el operaBoest dada por

00

Lo cual significa que las paredes horizontaleamestisladas
y el calentamiento ocurre en la pared izquierda;&gminos
de la temperatura adimensiortal= (T — T, /1; — Tp) en
la Ecs. (1c) y (5c) vemos que en la pared izquierda estamos
especificando la temperatura dimensighatomo7 = T}
y en la derecha com@ = 7T,. Otra posibilidad es que el
calentamiento ocurra en la pared derecha, como por ejemplo
en la Ref. 1, en tal caso esencialmenitoshay un cambio
cualitativo en la evoluéin del flujo, como es de esperarse.

En todos los experimentos némicos que se reportan,
la condicbn inicial para la temperatura y para la vorticidad

po Neumann paré, que se decribér en la siguiente sedn,
de las que aparecen en losmeros de Nusselt locales, y la
aproximacbn trapezoidal de segundo orden (en todo el in-

tervalo) para calcular eliimmero de Nusselt global, implican FicuRA 1. Cavidad rectangular: a) horizontal, b) vertical.
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estin dadas respectivamente péx,0) = 0y w(x,0) = 0.
Para el paametroPr, se considera el valor fij@r = .72,
lo cual significa que la cavidad édtena de aire. Respecto al  *
método iterativop = .7 y la convergencia se logra con tole-
rancia 10°°. Los pasos de discretizaci espacial se denotan
por h,, h, y por At el paso de tiempo. Los resultados que :
se presentan correspondeniareros de Rayleigiia en el 10
intervalo 10* < Ra < 10° y diferentes razones ge@tni-
casG de la cavidad] /3 < G < 3, enla Fig. 1 se muestra la

configuracbn de las cavidades. Como es usual, los resultados
se reportan a trés de lasiheas de corriente, de la fudai

corrientey), y de las isotermas, de la temperatér&n cada FIGURA 4. Lineas de corriente e isotermas: Ra%1G=1,

una de las figuras que muestran los resultados, de la Fig. $®.hy)=(1/32,1/32), dt=0.0001.

aladydela6ala9, agsomo enla 12, a la izquierda se
encuentran lasineas de corriente y a la derecha las isoter-
mas. Como consecuencia de que el calentamiento se da en N *
pared izquierda, en todas las figuras el movimiento del flui- u
do, a traes de lasiheas de corriente, es en dirdatidel ®
giro de las manecillas del reloj, lo cual a su vez es implicado
por el hecho de que todos los valores de la fanaorrien-

te son negativos. Para medir la transferencia de calor entre
la pared caliente (izquierda), representada mate@mente
sobre el ejeY” del dominio de la cavidad en la Fig. 1, y el
fluido, el mimero de Nusselt local se calcula en dicha pared;
en la Fig. 5 se reporta estémero para aimeros de Rayleigh
Ra = 104, 10°, y 106 en la cavidad cuadrada; en la Fig. 10
paraRa = 10° y razones geogtricasG=1, 2,y 3; y en la
Fig. 11 para este mismBa y razones geo#tricasG=1, 1/2,

y 1/3.

o

FIGURA 5. NUmero de Nusselt local:
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FIGURA 2. Lineas de corriente e isotermas: Rat1@G=1,
(hz,hy)=(1/16,1/16), dt=0.001.
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FIGURA 3. Lineas de corriente e isotermas: Ra%1@G=1, FIGURA 6. Lineas de corriente e isotermas: Ra%1@G=2,

(h..h,)=(1/24,1/24), dt=0.0001.
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(h.,h,)=(1/24,2/48), dt=0.0001.
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FIGURA 7. Lineas de corriente e isotermas: Ra%1@G=3,

(ha,h,)=(1/24,3/72), dt=0.00001.
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FIGURA 8. Lineas de corriente e isotermas: Rax1G=1/2,

(h..h,)=(2/48,1/24), dt=0.0001.
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FIGURA 9. Lineas de corriente e isotermas; Ra%1G=1/3,
(hs,hy)=(3/72,1/24), dt=0.00001.

FIGURA 10.NUmero de Nusselt local para G=1, 2y 3.

Los resultados representan el estado estacionario del flu-
jo que se obtiene al resolver el problema no-estacionario. Es-
to es, representan el estado estacionario @#intcuanda
tiende a+oo (tiempo grande, en la actica). Un criterio de
paro debe darse para el tiempo fifial donde dicho estado
se alcanza. Ya qué&.. es el tiempo cuando la soldci ya
no cambia respecto al tiempo en cada punto espacial del flui-
do [3], T.. se determina con el criterio de la norma absoluta
discreta punto a puntb,, en la cerradura de la cavidad

w: ||w2;_,]11’l/ - w;:w,hyHOO

con tolerancia 10°, lo cual es la contraparte matatica del
correspondiente conceptisito, Landau y Lifshitz [15], co-
mo ya se mencidnen la Introducdn.
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FIGURA 11.NUmero de Nusselt local pata =1, 1/2y 1/3.
Las Figs. 2, 3 y 4 muestran el flujo en la cavidad uni-

500
i\
pectivamente. Las mallas que se usan pgaraen este orden, ‘ ;"
de tiempo,At = 0.001 para el primer caso YA t=0.0001
nes de validaéin y concuerdan con muchos otros obtenidos | i
con variables primitivas,&ase por ejemplo la Ref. 1, o con “ I
ejemplo la Ref. 4; se pueden ver tai@bias referencias men-
llas que se usan en los resultados quei agureportan no
ah se usa un @todo de “upwinding” (usar informan en
vectivosu - Vw y u - V). La Fig. 5 muestra la @fica del I :\‘
rando en la cavidad unitaria, Ra£10A0° y 10°: a medida
de Nusselt local, es mayor, y laaxima transferencia ocurre 0 N\' -

taria, o sea cavidad con G=1, para Ra5100 y 10°, res-

son (h,,h,)=(1/16,1/16), (1/24,1/24), y (1/32,1/32); los pasos

para los dodiltimos. Estos resultados se presentan con fi-

con diferentes ®todos y que se supone son correctos, ya sea

variables fundn corriente y vorticidad como agwéase por

cionadas en estos trabajos. Es notorio comentar que las me

difieren mucho de las que se usan en la Ref. 1 a pesar de qu

direccbn contraria al flujo para aproximar losrininos con-

nimero de Nusselt local para Ié&/'s que estamos conside-

gue Ra crece la transferencia de calor, dada poriehero 7
0 o

en la esquina del fondo de la pared caliente, y=0. La Tabla | — N
muestra que esta reléci tambén ocurre para elinmero de 0 30 0 30 e ° &
Nusselt global. Este comportamiento taérbocurre para los

valores reportados en la Ref. 14, denotados¥oy; al final ~ FIGURA 12. Lineas de corriente e isotermas: Ra=k110%;

de la tabla, lo cual muestra la congruencia con ebfie@ano a  a) G=16, (k,h,)=(1/32,16/512); b), rotada 90 grados, G=1/16,
pesar de que los @odos nuréricos son completamente di- (h=,h,)=(16/512,1/32); dt=0.0001 para ambos casos.

ferentes. Hacemos notar dentro de este contexto que respecto

a las Ineas de corriente en Figs. 3 y 4, De Vahl Davis tiene En las Figs. 6 y 7 se muestra el flujo para Ra=10
un par de subceldas dentro de las celdas centrales, pero etlon razones geo@tricas G=2 y 3, lo cual correspon-
es consecuencia de tomar ciertos valores éSpeg de los de a cavidades verticales, en mallag,kf)=(1/24,2/48) y
contornos. En esta Tabla se observa que el tiefpgpara  (h,, hy) = (1/24,3/72) respectivamente; el primer caso con
alcanzar el estado estacionario es menor cudhdorece. A t=0.0001y el segundo cah t=0.00001.

‘\

H§\_,,

NN NN

0
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discrepancias en la temperatura (Disc. T.) son de menos del
TABLA |. T.. y numero de Nusselt globa¥w. uno por ciento con respecto al tafieade la malla y de or-
den microsopico para las pruebas con diferentes valores de

Ra Tec Nu Nuya A t. En consecuencia seleccionamos,i)=(3/72,1/24) y
10* 0.6711 2.388 2.212 A t=0.0001 como los pametros de discretizam optimos,
10° 0.4276 4.946 4.454 por razones obvias, como se muestra en la Fig. Aculbs
10° 0.2900 10.970 9.027 similares se hicieron para G=3y las discrepancias son un or-

den de magnitud menos, mostrando que el flujo para G=3 es

A continuacbn, para el mismo tmero de Rayleigh Mas suave que el de G=1/3. Para los resultadas stmples
Ra=1C0 se presentan los resultadosalgos en cavidades G=2 'y G=1/2 solamente restringimos a 2 y a 1/2 la mallas
horizontales. Para la cavidad con dazgeonetrica G=1/2, Y mantenemos el mismat, como se muestra en las Figs. 6
la Fig. 8 muestra lasrieas de corriente del flujo y las iso- Y 8.
termas, en una malla {th,)=(2/48,1/24) yA t=0.0001. La De los resultados anteriores para G=3 y G=1/3 debe no-
Fig. 9 muestra la situa@h araloga en una cavidad horizontal tarse que se ha tenido que dismindiit en un orden de mag-
con G=1/3, en una malla {th,)=(3/72,1/24) yA t=0.00001.  nitud respecto a los otros casos, lo cual por un laccd-

La Fig. 10 muestra las gficas de los iimeros de Nus- mente es necesario para poder capturar el aumento en acti-
selt locales de Ra=2Qzon razones geo@tricas G=1, 2 y 3. vidad de movimiento del flujo del fluido (lo cual se infie-
Mientras que en la Fig. 11 se muestran los correspondientég observando las Figs. 7 y 9) relacionado a su vez con el
para G=1, 1/2 y 1/3. Se observa que a medida que fnraz aumento de su actividaérmica (lo cual se infiere observan-
geonetrica crece o decrece d@imero de Nusselt local crece; do los maximos de los ameros de Nusselt local en Figs. 10
y a diferencia de lo que ocurre en la cavidad cuadrada en eg-11), y por otro lado es un requisito de estabilidad deton
tos casos la éxima transferencia de calor ocurre arriba de lado nunérico como consecuencia de la malla involucrada; ha-
esquina del fondo de la pared caliente, en y=0.1. cemos notar que dichast's son casibptimos en el sentido

La Tabla Il muestra losimeros de Nusselt globales para que un incremento en un orden de magnitud conduce a que el
las mismas razones geéfricas que las dadas en las figurasproceso iterativo explote y nada se obtiene, lo cual ocurre en
mencionadas anteriormente. Puede observarse qaenglrn  los primeros niveles de tiempo, es decir, el aviso para dismi-

de Nusselt global disminuye a medida que lébrageongtri-  nuir At ocurre sin mucho desgaste degputo.

ca crece. Esta tabla tan&ni muestra el tiempo findl.. don- Finalmente comentamos sobre Rasa10* con razo-
de se alcanza el correspondiente estado estacionario. Puatss georatricas G=16 y G=1/16. El resultado para G=16
observarse qU&.. aumenta a medida que la tazgeonétri-  esh relacionado con la inestabilidagrinica de ojos de ga-

ca(G crece o decrece, pero aumentasicuandds decrece.  to, lo cual a su vez egtrelacionado con la aparizi de
Para justificar que los resultados con razones @&cas  celdas niltiples; el de G=1/16 lo presentamos como un
G diferentes de la unidad son correctos, realizamos un est@jemplo de flujos @&micos que dependen del tiempo. Es-
dio de independencia de los resultados respecto a la mallatgs resultados se presentan en Fig. 12a para G=16 en una
al paso de tiempo a trés del error discreto relativb,, enQ?  malla (h,,h,)=(1/32,16/512), Fig. 12b para G=1/16 en una
malla (h;,h,)=(16/512,1/32), la cual estrotadad0®; ambos

(ha, hy) fija : [ fr hyiaer = fhxvhysAﬂ”OO’ con At=0.0001. El resultado de G=16 es el estado esta-
| fha,hy;at1 | oo cionario que se alcanza en.£5.6786 mientras que para
' | fret hytiat — frehyziatllo G=1/16 es el flujo a un tiempo final/£9, ya que con el
At fijo : 1 T . (A7) criterio de paro para alcanzar el estado estacionario dicho

hal,hyl;At , .,
[ fnatmyiaelloo estado no se alcanza. Otraleulo se realia hasta =30,

Para este fin, presentamos dicho estudio para= 10° sin alcanzar el estado estacionario. Los patrones de flu-
y G = 1/3. Paso de tiempat = 0.0001 fijo y 3 mallas: jo son diflefrle_ntes edn est%S_ dos éielm.pqs Tb(C:JaI muesr-]
_ tra que el flujo es dependiente del tiempo (al menos hasta
1) (he.hy)=(3/72,1/24), T;=30). Volviendo al caso G=16 en Fig. 12a, mencionamos
2) (hy,h,)=(3/96,1/32), que nuestro resultado respecto ahrero 3, de ojos, en las
3) (h.,h,)=(3/192,1/64); lineas de corriente, Figura de la izquierda en a), coincide
con el resultado de en la Ref. 16, dichonmero difiere del

los resultados se muestran en la T.abla . Malla ﬁjanUmero, 4 [17]. El caso G=1/16 en Fig. 12b no lo consi-
(h.h,)=(3/72,1/24) y 3 pasos de tiempo: deran dichos autores, ni conocemos alguna referencia don-
1) A t=0.0001, de se discuta. Consideramos que tanto (ehero de ojos
2) A t=0.00005y para G=16 y el cacter de flujo dependiente del tiempo

_ . para G=1/16 son aspectos que merecen fadaas aten-
3) A t=0.000025; cion. Que el fimero de ojos en nuestro resultadcadgire
los resultados se muestran en la Tabla IV. Se observa quke artificios nuréricos lo justifican los @&lculos hechos con

las discrepancias en la fudai corriente (Disc. F.C.) y las

Rev. Mex. . 54 (3) (2008) 236-246



CONVECCION NATURAL DE FLUIDOS INCOMPRESIBLES Y VISCOSOS EN CAVIDADES RECTANGULARES

TABLA Il. Ra = 10%: T.. y nimero de Nusselt globaVu.

G Tee Nu
1/3 1.243 12.042
1/2 0.846 8.81

0.428 4.946

0.512 4.627

0.588 4.319

TaBLA llIl. Independencia de la malla: Ra=19G=1/3.

malla Disc. F.C. Disc. T.
lvs2 0.2% 0.4%
1vs3 0.4% 0.3%
2vs3 0.2% 0.1%

TaBLA IV. Independencia dAt: Ra=10, y G=1/3.

At Disc. F.C. Disc. T.
lvs2 0.0001 % 0.00025 %
lvs3 0.0003 % 0.00076 %
2vs3 0.0005 % 0.00050 %

mallas (h,h,)=(1/48,16/768) y (h,h,)=(1/64,16/1024), ob-

245
5. Conclusiones

Hemos presentado resultados rarimos para conveoon
natural de fluidos incompresibles y viscosos en cavidades
rectangulares, usando la aproxintatide Boussinesq no-
estacionaria en variables fubai corriente y vorticidad. El
método nungrico que usamos es muy simple y se basa en un
proceso iterativo de punto fijo para resolver el sisterijtiel

co no lineal que resulta una vez que se aplica una discre-
tizacion apropiada de segundo orden en el tiempo. El pro-
ceso iterativo nos lleva a la soldai de problemas #gdticos
lineales, sirdtricos, bien condicionados y desacoplados, los
cuales, desps de la discretizagh espacial, conducen a la
solucbn de sistemas algebraicos bien condicionados, que co-
mo se ha descrito, pueden resolverse eficientemente mediante
un método iterativo de reduc@n dclica. El metodo muestra

ser suficientemente robusto para estudiar flujos de convec-
cion natural con diferentes razones gétricas para iime-

ros de Rayleigh suficientemente grandes. Las mallas y pa-
sos de tiempo que se usan no requieren de mucha capacidad
de @mputo y los resultados pueden obtenerse sin mucho es-
fuerzo, y en poco tiempo, en computadoras razonablemente
pequéas. Todo esto aunado al hecho, como lo muestran los
resultados, que el tiempo para alcanzar el estado estaciona-
rio, resolviendo el problema no-estacionario, es considera-
blemente corto. Los resultados para razones @tocasG
diferentes de la unidad muestran que los flujos en cavidades
horizontales(z < 1, son n&s activos, al menos en el inter-
valo que aquse considera, como puede observarse en Figs. 7

teniendo tamk&n 3 ojos. En la Figura 13 se muestran losy 9 respecto al movimiento del fluido, y en Figs. 10y 11 res-
correspondientesimeros de Nusselt locales. A diferencia depecto a la influenciaérmica a traés del mimero de Nusselt
lo que se dijo anteriormente para los otros flujos, que los diocal (observando la posim de los naximos), y en Tabla Il

cavidades horizontales sorémactivos, aduse invierten los

respecto d .. y Nu. Esta situadn se preserva para razo-

papeles: el de G=1/16, Fig. 13-b), presenta solamenteadn mnes georatricas nas grandes, aunquéa sea menor; tal es

ximo (global) mientras que el de G=16 presenta waximo
global y 2-3 naximos locales, lo cual es caradgtico cuan-
do aparecen celdasiitiples [5]; esta “actividad” se invierte
con el rumero de Nusselt glob&Vu: 1.25 para G=16y 3.35
para G=1/16.

el caso que se muestra en retaca la inestabilidadermica
con G=16. De intérs tambén es la apariéin, pareciera ser,
de flujos €rmicos dependientes del tiempo como lo muestra,
en esta etapa de la investigamj la contraparte G=1/16 que
hemos considerado.

1. B. Bermidez y A. Nicoas, Int. J. Numer. Methods Fluid29
(1999) 397.

2. A. Nicolasy B. Bernidez,Computer Modeling in Engineering
& Sciences (2004) 441.

3. A. Nicolas y B. Bernfidez, Int. J. Numer. Meth. Fluid#}8
(2005) 349.

4. E. Baez, B. Bermidez y A. Nicohs,Rev. Mex. 5., 50 (2004)
36.

5. E. Baez y A. Nicohs, Int. J. of Heat and Mass Transfet9
(2006) 4773.

6. S.Xiny P. Le Q&ré, J. of Fluid Mechanic804(1995) 87.

7. M. A. Christon, P. M. Gresho y S.B. Sutton, Special Session

Enclosures’, First M.I.T. Conference on Computational Fluid
and Solid Mechanics. Massachusetts Institute of Technology
Cambridge, Massachusetts U.S.A., June 2001.

8. S. Xiny P. Le Q&ré, Int. J. Numer. Methods Fluid0 (2002)
981.

9. R. Glowinki, Hanbook of Numerical Analysis: Numerical Met-
hods for Fluids (Part 3)(North-Holland Ed., 2003).

10. R. Delgado-Buscalione y E. Crespo del Ardot. J. of Heat
and Mass Transfe44 (2001) 1947.

11. J. Pattersony J. Imbergdr,of Fluid Mechanic400(1980) 65.
12. B. Boehrer/nt. J. of Heat and Mass Transfd0 (1997) 4105.

Computational Predictability of Natural Convection Flows in 13. A.Bejany C. L. TienJournal of Heat Transfet00(1978) 641.

Rev. Mex. . 54 (3) (2008) 236-246



246 B. BERMUDEZ Y AL. NICOLAS

14. G. De Vahl Davis)nt. J. Numer. Methods Fluid3(1983) 249.  20. E.J. Dean, R. Glowinskiy O. Pironnea@omp. Methods Appl.

15. L.D. Landau y E.M. LifshitzFluid Mechanicssecond edition, Mech. Eng87(1991) 117.
(Pergamon Press, INC., 1989).

16. 2.J. Zhu'y H.X. YangHeat and Mass Transf@9(2003) 579, 21 ©O- Goyon,Comp. Methods Appl. Mech. Er30(1996) 319.

17. P.Le Qere, Journal of Heat Transfet 12(1990) 965. 22. J. Adams, P. Swarztrauber y R. Sweet, FISHPACK: A Package
18. M.D. GunzburgerFinite Element Methods for Viscous Incom- of Fortran Subprograms for the Solution of Separable Elliptic
pressible Flows: A guide to theory, practice, and algorithms PDE's, The National Center for Atmospheric Resea(Bloul-

(Academic Press, INC., 1989). der, Colorado, USA, 1980).
19. R. Peyrety T.D. TaylotComputational Methods for Fluid Flow
(Springer-Verlag, New York, 1983). 23. R. SweetSIAM J. on Numer. And.4 (1977) 706.

Rev. Mex. . 54 (3) (2008) 236-246



