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Alturas de equilibrio de liquidos en celdas de Hele-Shaw corrugadas bajo
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Se presenta un @todo simple y general para calcular las alturas de equilibrio deguitb que penetra espémteamente, por capilaridad,

en una celda de Hele-Shaw vertical y corrugada. La corragas impuso sobre cada una de las paredes interiores de las placas que forman
la celda como funciones coseno y de esta forma se generan canafelicpsriverticales. Se encuentra que esta corrogadetermina
complejos perfiles de equilibrio que pueden ser integrados para estimarlosevas deitjuido absorbido o de gas desalojado. Se discuten
también resultados para celdas corrugadas con una indimacdiespecto a la vertical.

Descriptores: Penetradn capilar; superficie libre; micro y nano flujos.

A simple and general method to calculate the equilibrium heights of a liquid that penetrates spontaneously, due to capillarity, into a corrugated
Hele-Shaw cell is presented. A cosine-like corrugation was imposed on each internal face of the plates that made the cell and periodic
channels were generated. It were found complex equilibrium heights which allow to evaluate the volumes of absorbed liquid or expelled gas.
Equilibrium heights were also evaluated in corrugated tilted cells.

Keywords: Capillary penetration; free surface flows; micro and nano flows.

PACS: 47.55.N-; 47.60.Dx; 47.61.-k

1. Introduccion lar de secdn cuadrada [7], 0 en los espacios que quedan en
arreglos de fibras ditdricas lidas, lleva tamt&n a menis-
En este trabajo se considera el problema de las alturas @@s en los que la elevami del iquido es mayor cerca de las
equilibrio que se alcanzan durante la penetradiapilar es-  €squinas que en el centro del tubo, y cuya forola se puede
pontanea de unitiuido en una celda de Hele-Shaw corruga-describir aproximadamente [7, 8]. Eerininos de la masa de
da, es decir' en el espacio entre un par de p|aca5 para'e'ﬁguido, el error introducido en losakculos al dejal‘ delado la
verticales corrugadas muy cercanas eritr€sta configura-  €levacon capilar en las esquinas es en ambos casos del 6 %.
cion puede considerarse como una idealimasimple de una  En el caso de tubos capilare@nicos verticales [9] es posible
fractura de una roca real, saturada con dos fluidos inmiscienerdos alturasmedias de equilibrio cuando los capilares
bles, y en donde la irregular sepatatientre las superficies SON conos de sed tranversal decreciente (cono normal) y
interiores de la fractura genera patrones de penétragipi- ~ S0l0 unasi la secobn tranversal es creciente (cono invertido).

lar con complejas superficies libres [1, 2]. Similarmente, pe-  Enp ¢l problema que ahora se estudia, el flujo capilar que
ro en otro contexto, por medio de la penetbactapilar de  ge desarrolla bajo gravedad es un flujo décpédd que, bajo
liquidos paiméricos y ceamicos entre placas corrugadas seyna adecuada promedianj puede ser formulado y resuelto
elaboran microengranes [3] y otras microestructuras [4]. N¢je manera muy simple. Las alturas de equilibrio que resultan
obstante, esta novedoshica que se conoce como MICro- gon perfiles complejos, expresados por funcionesitaze
moldeo [5] din carece de las base$tieas adecuadas para y en |os cuales no hay errores daaulo involucrados. Con-
optimizar la penetradin capilar en micro y nano canales de trario a este enfoque, otros autores [10] resolvieron@rism
geometia compleja. camente el problema de las alturas de equilibrio entre pla-

Hasta donde se sabe, @leulo de la superficie de equili- cas corrugadas medianteéetndos variacionales, de minimi-
brio de un1quido en los intersticios de una estructura com-zacbn de la eneng potencial local [11]. Desafortunadamen-
pleja lo inicib Taylor [6] cuando estudiel problema de la te, sus resultados son @neos, ya que las zonas déxni
forma hipertblica del menisco entre dos placas verticales quena altura de equilibrio ocurren en zonas donde las placas se
forman unangulo pequigo entre ellas (diedro) [7]. EEdculo  separan ras. Esto fisicamente no es posible, porque la pre-
de la superficie de equilibrio de umglido en un tubo capi- sion capilar es inversamente proporcional a la sepamasn-
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tre las placas, es decir, a menor espacio capilar, mayor altur (a) N

de equilibrio. Parte de la finalidad de este trabajo es prede- N
cir la forma correcta de los perfiles de equilibrio, inclusive en
una celda corrugada inclinada. g|

La division de este trabajo es como sigue: en la siguiente
seccon se formula el problemay se presenta la gedaét HE)
la celda corrugada. En la Sec. 3 construye la eGmapara
el balance de presiones para las celdas corrugadas verticale
y se extiende dicho modelo al&@isis de la altura de equili- by
brio en celdas inclinadas. Se calculan las alturas de equilibrio
en ambos casos y se discuten algunas de sus peculiaridade ®
Enla Sec. 4 se calcula aitatamente el volumen retenidoen  _~/ . T
la celda vertical corrugada; se encuentra que dicho volumer = , gl
depende fuertemente de la corrugaciEstelltimo resultado N T ‘I
es particularmente importante en la indis{etrolera, por- ¥
gue sustanciales cantidades de et se quedan atrapadas - N P N
capilarmente en las fracturas reales. Finalmente, en la Sec. ! \\v_/, . \_\\_//_ )
se resumen las principales conclusiones de este trabajo.

" TN
AN W A )

FIGURA 1. (a) Representadn esquer@tica de la altura de equi-
librio alcanzada bajo el campo gravitatorio en una celda de Hele-
Shaw vertical corrugada. En dicha figura la superficie libref es
2. El Problema y H(y) es el perfil de la altura de equilibrio (ver texto). Ambas
crecen en la direcén z. (b) Vista esqueidtica de la secbn trans-

3 o N versal del canal corrugado, en el plang en donde se especifican
El calculo de la altura de equilibrio en un capilariedri- |65 planos medios de las corrugacioness +w, la longitud de
co permite de inmediato concluir aspectos importantes de egnda de la corrugag, ), a lo largo de la direcén y. De esta fi-

te problema. Cons@&tese un tubo capilar @ildrico vertical — gura es evidente que la amplitud de la corrugagsw(1 — 6).
de radioR, en el cual penetra por capilaridad agquido de
densidadp, tenson superficiab y angulo de contacté. La
presbn capilarp.., responsable de que éjliido ascienda, es El planoxz = 0 es el plano medio entre las placas y
pe = 20 cos /Ry la carga hidrogttica que se va generando = = fw son los planos medios respecto a los cuales ocurre
bajo el campo gravitatorio al ascenderiguido a la altura la corrugaddn, de amplitudu(1 — ) y longitud de onda\
H en el capilar epy; = pgH, dondeg es la acelerabin de  en la direcddny. No tese que si = 1 se obtiene elinite de
la gravedad. La altura de equilibrio se alcanza cuando ambgudacas paralelas sin corrugaricon separadn 2w, mientras
presiones se igualan, de manera que la altura de equilibrigue cuand@ — 0 la amplitud de la corruga@n es muy cer-
resulta ser cana aw misma. No obstante, el caso= 0 esh excluido,
ya gque no se tend una separagn finita entre las placas en

1) y=xad0<ds<1.

En lo que sigue se considera que la separachedia

entre las placaw, es mucho ras pequia que la longi-

Esta reladn es conocida como la ley de Jurin [12] y muestra ; X _ )
que la altura de equilibrio es mayor cuanto menor sea el radi'd capilarlc = /a/pg'y la longitud de onda\; es decir,

del tubo. 2w < (I., A). En estas condiciones, las secciones de la super-
ficie libre por planog = constante son arcos de circunferen-
cia de radioR = h/ cos§, dondef es elangulo de contacto
entre cada placa y dljuido.

Las condiciones antes expuestas sonijgisds para un
flujo de peicula y la determinaéin de la altura de equilibrio
en este sistema parte de estos supuestos.

7 20 cos 9.
pPgR

En la Fig. 1a se muestra esquaimamente el frente de
penetraddn capilar de unituido que asciende en una celda
de Hele-Shaw corrugada en una dirécchorizontal {). En
dicha figuraH (y) es y la elevadin de la secén de la su-
perficie del lquido por el plano vertical de simérz = 0.

La Fig. 1b representa un esquema de la gectiansversal
de la celda, en el plano horizontad, que muestra el semi-
espaciaddi(y) de las paredes interiores de las placas corru

gadas, cuya forma funcional éstada por 3. Alturas de equilibrio

3.1. Celda corrugada vertical

2
h(y) = tw |1 — (1 —0)cos Y , 2 ) . o .
A Si la celda est rodeada por un gas a la p@sambiente,,,
entonces la presn del iquido inmediatamente debajo de la
donde la coordenada horizongase extiende hacigoco. superficie libre es [12]
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0.75
Heg (m)

o cosf 0625 T

= Pa — 3)

D57

dondeh(y) est dada por la Ec. (2). Por otro lado, la ptesi
hidrosética en eliquido a la altura de equilibrie = H(y)
es[12]

0257

P =p, — pgH. 4)

.
0.125T %,

Igualando las presiones dadas por las Ecs. (3) y (4), se °

encuentra que la altura de equilibrio es

00002
x(amy

o cosf -85

 pgh(y)’

Sustituyendo el perfil cosenoidal de las placas dado por °F
la Ec. (2), se llega a que la altura de equilibrio es un perfil de
la forma 0000 e T T T

)= o cosf
v= pgw [1—(1—5)0052%].

H( (6) -0.0002 " t + } } I

0.005 0.0 ¢.0L5 0.02 0025 0.03
¥(m}

Este perfil de equilibrio es fuertemente dependiente de la a ~IGURA 2. (a) Alturas de equilibrio, calculadas a partir de la Ec.
6), se asume que agua penetra en celdas llenas originalmente de

plitud de la corrugaéin y se extiende hacia= +co. . o ; ,
aire. Las alturas de equilibrio son en realidad perfiles con valores

Como un ejemplo de la utilidad de la Ec. (6), enla Fig. 2ades = 0.1 (—), 5 = 0.5 (64 44), 5 = 0.85 ( yyé =1
se muestran los diferentes perfiles de la altura de equilibri¢- - - -). El caso cord = 1 es el llamado caso de la celda de Hele-
de la penetraéin capilar de agua en una celda de Hele-Shawshaw sin corrugadn. (b) Perfiles de las placas corrugadas en don-
corrugada, llena inicialmente de aire a po@sambiente con de se emplearon los mismos valoresidg los mismos tipos de
dimensionesy = 100 um y A = 0.01 m y corrugaciones |ineas que enlaFig. 2a.
con valore®y = 0.1, 0.5, 0.85y 1. Por simplicidad, se asume
gue elangulo de contactd = 0°, lo cual implica un moja-
do perfecto. Para el sistema aire-agua la longitud capilar es<
l. =2.7x 1073 m, ya quep = 1000 kg/m?, o = 0.072 N/m
y g = 9.81 m/$’. La Fig. 2a muestra como casos extremos
que la corrugaén cond = 0.1 (i.e., amplitud igual a 0.®)
produce alturas aximas de equilibrio de aproximadamente
H.sx = 0.73 m, mientras que las alturasimmas para esta
misma corrugadn sonH,;, = 0.05 m. Por otro lado, la cel-
da de Hele-Shaw sin corrugaai () = 1) da una sola altura
de equilibrio igual a

ocosf '
H,, = ) (7 FIGURA 3. Esquema de una celda corrugada inclinada angulo

w - . .
P9 « respecto a la vertical. En esta figura se muestran los sistemas de
coordenadasy( 2) y (v/, ).

la cual en este caso particular Bs,, = 0.07 m (linea pun-

teada en la Fig. 2a). En la Fig. 2b se muestran las secciongs).  celda corrugada inclinada a urangulo o

transversales de las celdas de Hele-Shaw para los valores de

¢ considerados en el ejemplo, en dicha figura es claro que &esulta interesante estudiar el problema del equilibrio en una
valor medio de la separdgi entre las placas de la celda escelda corrugada inclinada, ya que hasta donde se sabe este
2w = 200 pm. problema no se ha analizado previamente.
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FIGURA 4. Alturas de equilibrio en una celda corrugada con{ar 20°y § = 0.1y (b) & = 20° y § = 0.5. En estas figurasg#o se han
graficado pegu®s intervalos de los perfiles de equilibrio.

Para estudiar este problema basta con inclinar @ngju-
lo « la celda vertical corrugada y asumir las mismas condi-
ciones que en el caso anterior. Las alturas de equilibrio en la
celda inclinada ahora se descrébircon el sistema de coorde- H
nadas rotadayf, z’) (ver Fig. 3). Las coordenadas del sistema
rotado se relacionan con el sistema vertigglz{, de manera
que [13] Rearreglandogrminos se obtiene una ecuatitrascendente

mas simple cuya forma es

_ o cosf
~wpyg [1— (1-6) cos 2T (ycosa+Hsina)]|

(13)

y =1y cosa — 2 sina, (8)
z =1 sina+ 2 cosa. 9) \ _ gcosf
[ — arc cos %7;”9 = Htana+y. (14)
Usando las Ecs. (2) y (8) es claro que en el sistemanoro- <7 “05¢ -

tado las ecuaciones de los perfiles de las paredes de las placas

tienen ahora la forma
Para propsitos de comparatn, en la Fig. 4 se grafican,

(10) usando la Ec. (14), los perfiles de equilibrio en una celda
corrugada inclinada a = 20° respecto a la vertical. Se
ha considerado la entrada de agua bajo mojado perfecto en
una celda llena de aire y se han supuesto los mismos valo-
res dew y A que en el caso verticale., w = 100 um'y
o cos A = 0.01 m; las corrugaciones de lasafjicas tienen valores
P=p, — h 0 = 0.1 (Fig. 4a) yo = 0.5 (Fig. 4b). Obgrvese que las al-
turas néximas y ninimas alcanzadas en estas celdas son del
(11) mismo orden de magnitud que las de las celdas verticales. Por
otro lado, el caso coh = 1 (celda sin corrugabn) se analiza

Por otro lado, la preéh hidrosética a la altura de equi- €°N 12 EC. (13) y produce la misma altura de equilibrio que

librio = — H y en un punto interior deiiquido tiene la for- €N 1& celda no inclinadd,,; = o cosd/(pgw) = 0.07 m.
ma [12] Este resultado es obvio, ya que si la celda no tiene corruga-

(12) cion, el iquido no distingue entre una celda inclinada y una
no inclinada. Un aspecto muy importante de los perfiles en
Igualando las presiones dadas por las Ecs. (11) y (12), das celdas corrugadas inclinadas es que son sustancialmente
encuentra que la altura de equilibrio en el sistema no rotanas complejos que los de las celdas corrugadas verticales y
do, H, est dada por la ecuam trascendente son asingtricos, &n en el sistema coordenadg, ().

2
h=4w]|l-(1 fé)cos%(ycosaJrzsina)

Entonces, en este sistema la ppesen un punto interior y
cercano a la superficie libre,= H, adquiere la forma

ocost
w [1— (1-6) cos ZF (y cos a+H sina)]

=Pa—

P =p, — pgH.
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FIGURA 5. Gréafica deVy /Vus como funcon ded. N btese que a
medida que la corrugami se hace @s intensad — 0), el volu-
men en la celda corrugadg,, es cada vez mayor que el volumen
en la celda sin corrugam, Vi s.

4. \Volumen de iquido en celdas corrugadas
verticales

Un resultado importante que se puede derivariicamente
usando la Ec. (6) eatrelacionado con la cantidad dgquido

en general es mayor o igual que el volumen en la celda no
corrugadaj.e, V) > V..

A manera de ejemplo, se pueden estimar directamente
los volumenes deituido atrapados en celdas con diferentes
corrugaciones graficando la Ec.(19) en la forma

Vi/Vye = 1/1/26 — 82,

La Fig. 5 muestra@mo se incrementa el volumen retenido
en funcbn del incremento de la corrugéai (¢ — 0): cuan-
titativamente, s = 0.85, el volumen retenido es01V,,,
es decir, 1.01 veces el volumen de la celda de Hele-Shaw
sin corrugadn, mientras que si = 0.1, el volumen se in-

crementa hasta aproximadameigV,, .. Légicamente, en

una celda com corrugaciones el volumen deglido rete-

nido seanV,. El calculo de los vdimenes retenidos en las
celdas corrugadas inclinadas aamguloa no es posible ha-
cerlo en forma aniica, pero no es diil estimar que, en
orden de magnitud, los vimnenes deiduido retenido son
justamente del mismo orden que los estimados para el caso
vertical porque las alturasawimas y ninimas de los perfiles

de equilibrio, en las celdas inclinadas, son del mismo orden

que invade a la celda vertical corrugada (o la cantidad de g magnitud que en las celdas verticales.

desalojado de dicha celda) en una unidad de longitagan-

do se alcanza la altura de equilibrio. Este volumen, en ung  conclusiones

unidad de longitud\, es

A
V) = Zw/H(y)dy, (15)
0

En este trabajo se ha empleado udentca, derivada de la
teofia de la lubricadn, que permite estudiar de manera sim-
ple las alturas de equilibrio en celdas verticales de Hele-Shaw
corrugadas, en las cuales enfiguido por penetradin capi-

dondeH (y) est dada por la Ec. (6) y se ha considerado qudar esporénea. El estudio eico de las alturas de equilibrio

la separadn media entre placas @s. El calculo de la inte-
gral lleva a que

Vi 2o cos 0 1
g Py V26 -2

Notese que si la celda no tuviese corrugacd = 1, el
volumen deilquido en dicha celda de Hele-Shawiaer

2o cos b
/.

(16)

V.. =

HS

(17)

en celdas corrugadas verticales o inclinadas permite concluir
gue la penetradin capilar es compleja y que se forman per-
files de equilibrio que pueden incrementar sustancialmente
las alturas raximas de equilibrio y los v@imenes deidjui-

do retenido, en compardaxi con las celdas de Hele-Shaw sin
corrugacbn. Los resultados afueportados son de iné&s
para comprender aspectos fundamentales como las condicio-
nes de equilibrio que se alcanzan durante la constroabé
micro y nano estructuras formadas con las moderaasi-t

cas de micromoldeo. En otro contexto, los resultados de las
alturas de equilibrio y de los viainenes retenidos tandri

Recordando la Ec. (7), se encuentra que este volumeq,eqen ser de importancia en la industria petrolera, principal-
puede ser expresado en funitide la altura de equilibrio de  ente en los yacimientos fracturados, en donde la existencia

la celda de Hele-Shaw sin corrug@iej como
Vs = 20AH . (18)
La Ec. (17) puede usarse para expresar tambl volu-
men en una celda corrugada [Ec. (16)] como
V,
Vy = —£=—. 19
A= (19)

Es conveniente recordar, como se diszui inicio, que

de grandes poblaciones de fracturas verticales e inclinadas
y un conocimiento detallado de la estructura de las fracturas
posibilitan la estimacin de los valimenes de fluidos residua-
les de gran importancia ecmica como el pefileo y el gas.
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