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Mediante un modelo de Ising con interacciones mixtas±J a primeros vecinos y a temperatura nula, se describe el comportamiento de
paŕametros f́ısicos y topoĺogicos del nivel fundamental asociado a la red (3,4,6,4) en notación de Gr̈unbaum y Shephard (NL por simplicidad).
Se utilizan para ello, dos descripciones canónicas determinadas por distribuciones de probabilidadφ y ψ que son establecidas a través de
un ańalisis local de frustración sobre una celda representativa de la red. Los resultados obtenidos para la energı́a promedio por enlace, el
segmento promedio de frustración y la fraccíon de enlaces no frustrados en ambas descripciones, se comparan con simulaciones numéricas
basadas en el ḿetodo de multirŕeplicas de descenso rápido sobre un conjunto de 10000 muestras generadas aleatoriamente, incluyendo
condiciones periódicas de borde. Se encuentra un buen acuerdo entre los resultados analı́ticos y nuḿericos, especialmente en las fases
antiferromagńetica y vidrio de esṕın.

Descriptores:Frustracíon; red dilúıda; modelo de Ising.

By means of Ising model with mixed interactions±J to nearest neighbors and null temperature, is described the behavior of physical and
topological parameters of the fundamental level associated to (3,4,6,4) lattices in notation of Grünbaum and Shephard, NL for simplicity. It is
used for it, two canonical descriptions determined by distributions of probabilitiesφ andψ that they are established through a local analysis
of frustration on a representative cell of the lattice. The results obtained for average energy per bond, average frustration segment and fraction
of unfrustrated bonds in both descriptions are compared with numerical simulations based on method of multireplicas of quick descent over
a set of 10000 samples randomly generated including periodic boundary conditions. It observes a good agreement between analytical and
numerical results, especially at antiferromagnetic and spin glass phases.
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1. Introducción y teoŕıa

La red NL o (3,4,6,4) en notación de Gr̈unbaum y Shep-
hard [1] es una de las once redes arquimedianas conocidas y
est́a conformada por una combinación de hex́agonos, cuadra-
dos y tríangulos, cuya repetición en el plano determina una
red con ńumero de coordinación c igual a cuatro. El ńumero
de coordinacíon corresponde al número de nodos a primeros
vecinos en torno a uno central. Nuestro trabajo describe el
nivel fundamental de la red y una de las formas de hacerlo es
considerar interacciones aleatorias y mixtas entre los nodos.
El sistema formado permite realizar estudios de competen-
cia de interacciones a través de frustraciones [2], población
del nivel fundamental [3] ya que no existe unúnico estado,
lo que permite introducir el concepto de red diluida [4,5];
es decir, aquellas interacciones que nunca fueron sometidas
a frustracíon cuando se recorren todos los estados del nivel
fundamental y finalmente optimizar los algoritmos compu-
tacionales, puesto que se observan mı́nimos locales que no
necesariamente corresponden a aquellos que caracterizan el
nivel fundamental. Este tratamiento de la red simula un mo-
delo simple de vidrio de espı́n [6-8].

En general las redes arquimedianas mixtas mezclan dos
o más geometrı́as diferentes, en el caso de la red de Ka-
gomé incorpora geometrı́as hexagonales y triangulares, la red
FL mezcla geometrı́as cuadradas y triangulares [9], en tanto
en la red NL mezcla geometrı́as hexagonales, cuadradas y

triangulares, las cuales han sido desarrolladas independiente-
mente siguiendo esta descripción [10].

Este trabajo permite comparar los resultados obtenidos
para la red NL respecto de las siguientes propiedades asocia-
das al nivel fundamental: segmento promedio de frustración,
fracción de enlaces no frustrados y energı́a promedio por en-
lace, adeḿas se presenta un método analı́tico basado en dos
descripciones respecto de un análisis local de frustración so-
bre una celda representativa de la red [11,12].

Cada nodo de la red NL contiene espines de Ising con dos
orientaciones posibles,arriba y abajo , cuyas interacciones
est́an descritas por una función bimodal discreta de Edwards
Anderson±J , de tal manera que el hamiltoniano que descri-
be el sistema a primeros vecinos es

H =
∑

i<j

JijSiSj , (1)

dondeJij es la interaccíon de intercambio y puede ser+J
si la interaccíon es antiferromagńetica (AF) o−J si es ferro-
magńetica (F), distribuidas al azar. Dado que la distancia en-
tre sitios de esṕın es igual en la red, la magnitud de la inte-
raccíon a primeros vecinos es la misma, que por comodidad
se suponeJ = 1. TantoSi (Sj) pueden ser±1 en cada sitio
de esṕın de la red, por lo tanto el hamiltoniano anterior puede
reescribirse como
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E = J

B1∑
↑↑ +J

B2∑
↑↓ −J

B3∑
↑↑ −J

B4∑
↑↓ , (2)

donde↑↑ (↑↓) son espines paralelos (antiparalelos), la su-
matoria considera todos los casos asociados a estas parejas
de espines yBi representa el ńumero total de interacciones
correspondiente en cada caso. Para un tamaño finito N de
espines y considerando condiciones periódicas de borde, el
número total de interacciones o enlaces es

B =
4∑

i=1

Bi =
1
2
cN . (3)

Por otro lado, un ańalisis de la combinatoria en los térmi-
nos internos de la Ec. (2) permite determinar aquellos enla-
ces que cooperan con una unidad negativa en la energı́a (B2

y B3), en cambio, los t́erminos extremos cooperan con una
unidad positiva de ella (B1 y B4). Estosúltimos son enlaces
insatisfechosy son los responsables de la frustración de la
red. El ńumero total de ellos se denomina longitud de frus-
tración ΛF . De este modo, combinando las Ecs. (2) y (3), se
tiene

E = B1 −B2 −B3 + B4 = −B + 2(B1 + B4)

= −B + 2ΛF . (4)

El concepto de frustración est́a asociado a ciertas geome-
trı́as en su fase antiferromagnética, tales como la red triangu-
lar, la red de Kagoḿe y NL, entre otras [13,14]. Esto signi-
fica que basta un tipo de interacción (+J en este caso) para
que exista frustración. Estos sistemas son altamente frustra-
dos en su nivel fundamental y presentan una alta población
de estados con ḿınima enerǵıa, determinados por un orden
en los sitios de espı́n. En otras geometrı́as, tales como en la
red cuadrada o hexagonal, la frustración solo es posible por la
competencia de enlaces F y AF distribuidos al azar, siendo la
competencia mayor entre ellos cuando el número de enlaces
de un tipo es igual al otro.

Topológicamente, Toulouse [15] determinó que la lon-
gitud de frustracíon est́a determinada por la unión de pares
de plaquetas frustradas. Una plaqueta frustrada ocurvaes el

mı́nimo circuito de la red en que al menos uno de sus enla-
ces est́a insatisfecho. La Fig. 1 ilustra este concepto para re-
des que contienen geometrı́as b́asicas tales como cuadrados,
triángulos y hex́agonos. La ĺınea discontinua representa un
enlace insatisfecho, puesto que al recorrer el circuito cerra-
do, ese enlace coopera con un valor positivo en la energı́a,
el resto de ellos cooperan con valores negativos en ella. Se
establece, adeḿas, que si el ńumero de enlaces que compone
la plaqueta es par, entonces una plaqueta frustrada coopera
con una unidad negativa en la energı́a (estos son los casos de
las redes cuadradas y hexagonales). En caso contrario, si el
número de enlaces que conforma la plaqueta es impar (red
triangular), una plaqueta frustrada coopera con una unidad
positiva en la energı́a. Desde este punto de vista topológico,
una plaqueta está siempre frustrada, cuando el número de en-
laces antiferromagńeticos que conforma la plaqueta es impar.

El número de plaquetas frustradas (curvas) de una red
est́a determinado por una función de plaquetas curvasPc(x)
para distintos tipos de geometrı́as y en t́erminos globales que-
da definida como

Pc(x) =
(c− 2)

2
N℘c(x) , (5)

donde x es la concentración de enlaces ferromagnéticos,
℘c(x) corresponde a la función de probabilidad asociada a
plaquetas curvas [16] y para el caso particular de la red
NL [17] ésta se encuentra dada por

℘c(x)=
1
3
(1−x)(16x5−32x4+40x3−20x2+7x+1). (6)

Por otro lado, la uníon de dos plaquetas curvas determina
lo que se denominasegmento de frustraciónσ, aśı por ejem-
plo, dos plaquetas curvas definen un segmento de frustración,
cuatro plaquetas curvas, definen dos segmentos de frustración
y aśı sucesivamente; en general,σ = Pc/2. A su vez, un seg-
mento de frustración contiene uno, dos o ḿas enlaces insatis-
fechos, de tal manera que la suma total de todos los enlaces
insatisfechos coincide con la longitud de frustración definida
anteriormente. Una forma de medir la frustración de la red es
a trav́es del segmento promedio de frustración, dado por

〈λ〉 =
ΛF

σ
=

2ΛF

Pc
, (7)

FIGURA 1. Plaquetas curvas en redes cuadradas, triangulares y hexagonales. Los cı́rculos representan un sitio de espı́n, arriba o abajo . Las
lı́neas dobles corresponden a un enlace AF y las simples a un enlace F. Las lı́neas segmentadas representan enlaces insatisfechos.
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FIGURA 2. a) Un estado del nivel fundamental para una muestra de un arreglo3 × 3 asociado a la red NL con condiciones periódicas de
borde. Se indican sólo las plaquetas curva y se ilustran los segmentos mı́nimos de frustración mediante lı́neas segmentadas. b) Red diluı́da
obtenida a partir de la mostrada en a) donde se han eliminado los enlaces frustrados de los 8 estados que conforman el nivel fundamental.

cuyo ńumero indica la cantidad de enlaces insatisfechos por
segmento. Para la fase F (x = 1.0) se supone la existencia
de un segmento de longitud infinita y dado que la red no
tiene frustracíon 〈λ〉 = 0.0. Por el contrario, en la fase AF
(x = 0.0), no es necesariamente nulo, sino que depende de
la topoloǵıa de la red. Dado el comportamiento que presenta
este paŕametro en redes cuadradas [18] es un buen elemen-
to a considerar como responsable para la determinación del
punto cŕıtico xc asociado al cambio de fase del sistema de-
sordenado (interacciones mixtas) al sistema ordenado (inter-
acciones ferromagnéticas). En particular, cuando los segmen-
tos de frustracíon unen plaquetas curvas con longitudes son
mı́nimas de frustración, se determina la ḿınima enerǵıa po-
sible, que corresponde al nivel fundamental. Combinando las
Ecs. (4), (5) y (7), se tiene que la energı́a promedio por enlace
asociada al nivel fundamental,〈εg〉, se puede expresar como

〈εg〉 =
Eg

B
= −1 +

1
2
〈λg〉℘c(x) , (8)

donde el sub́ındiceg, aqúı y en el resto del texto representa
las propiedades asociados al nivel fundamental.

1.1. Cálculo topológico

Un arreglo deL × M espines en la red NL se obtiene a
través de la repetición de una estructura compuesta por un

hex́agono, tres cuadrados y dos triángulos [17]. Esta estruc-
tura se repite L veces en la dirección vertical y M veces
en la direccíon que une los centros de las plaquetas hexa-
gonales, estableciéndo un ńumero total de sitios de espı́n
N=6(L×M) y un ńumero total de enlacesB=12(L×M).
Sobre un arreglo se distribuyen aleatoriamente enlaces F y
AF con una concentración x = F/B, la cual permanece fija
aT = 0. Cada una de estas distribuciones de enlaces F y AF
constituye una muestra en la cual se incorporan condiciones
periódicas de borde.

La Fig. 2a ilustra un estado de mı́nima enerǵıa para una
muestra de un arreglo3 × 3 en una red NL. Los ćırculos re-
presentan un sitio de espı́n, las ĺıneas simples y dobles re-
presentan enlaces F y AF, respectivamente. Los sitios y enla-
ces mostrados con lı́neas discontinuas en los bordes derecho
y superior representan condiciones periódicas de borde para
la muestra. El ańalisis topoĺogico indica un total de 22 pla-
quetas frustradas, de las cuales 12 son plaquetas curvas cua-
dradas representadas por℘cc, 6 son plaquetas curvas trian-
gulares (℘ct) y 4 son plaquetas curvas hexagonales℘ch. Las
lı́neas discontinuas que enlazan plaquetas curvas son segmen-
tos ḿınimos de frustración, observ́andose que algunos tienen
un enlace insatisfecho y otros 2 enlaces insatisfechos. La lon-
gitud de frustracíon esΛFg = 8×1+3×2 = 14 que corres-
ponden a los 14 enlaces insatisfechos en la muestra. Además,
el número de segmentos de frustración esσg = 8 + 3 = 11,
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por lo que el segmento promedio de frustración resulta ser
〈λg〉 = 14/11 = 1.27. De este modo, la energı́a del nivel
fundamental esEg = −108 + 28 = −80, determinada por la
Ec.(4).

Los estados que componen el nivel fundamental se ob-
tienen enlazando otras configuraciones de pares de plaquetas
frustradas con segmentos mı́nimos de frustración, y para esta
muestra en particular el número de ellos es 8, lo que constitu-
ye la degeneración del nivel. Cuando se eliminan los enlaces
insatisfechos o frustrados en esta muestra, recorriendo todos
los estados del nivel fundamental, se obtiene la red diluida
asociada, representada por la fracción de enlaces que nunca
fueron frustrados respecto del total de enlaces de la muestra
y que corresponde ahg = 86/108 = 0.80, tal como se ilustra
en la Fig. 2b. La red diluida en esta muestra conecta todos sus
enlaces y se dice que percola [19]. En otras muestras se pue-
den establecer islas de diferentes tamaños y formas, siendo la
mayor la que permite establecer un ancla o pivote para estu-
dios del comportamiento del espacio de configuración. Éste
es el puente para considerar estudios a temperatura no nula
del sistema [20,21].

1.2. Cálculo numérico

Los ćalculos topoĺogicos permiten obtener en forma exacta
las propiedades asociadas al segmento promedio de frustra-
ción, la fraccíon de enlaces no frustrados y la energı́a prome-
dio por enlace para muestras de tamaño pequẽno, caracteri-
zadas por una baja degeneración del nivel fundamental. Las
representaciones gráficas obtenidas a partir de los cálculos to-
pológicos, permiten comparar, mejorar y optimizar los cálcu-
los nuḿericos basados en algoritmos computacionales que
efect́uan la simulacíon y posteriormente el cálculo de las pro-
piedades en estudio asociadas al sistema. Ası́, por ejemplo, en
la fase AF de la red NL se pueden calcular topológicamente
los valores iniciales de la simulación. El ńumero total de en-
laces para cualquier arregloL×M de la red NL es12(L×M)
(12 enlaces contiene una estructura). Dado que la concentra-
ción de enlaces AF esx = 0, todas las plaquetas triangula-
res est́an frustradas (ńumero impar de enlaces AF) y enlaza-
das con un segmento de frustración que contiene dos enlaces
insatisfechos por estructura. Por lo tanto,σg=(L×M) y la
longitud de frustracíon esΛFg=2(L×M). De esta forma el
segmento promedio de frustración de acuerdo a la Ec. (7) es
〈λg(0.0)〉 = 2.00, y la enerǵıa por enlaces de acuerdo a la
Ec. (8) es〈εg(0.0)〉 = −2/3. Para obtener el parámetrohg

basta contar el ńumero de enlaces que nunca fueron frustra-
dos en todas las alternativas posibles de conectar plaquetas
triangulares. Se establece finalmente que sólo los enlaces que
componen el hex́agono est́an libres de frustración correspon-
dientes a6(L×M), por lo tanto,hg(0.0) = 1/2.

El programa computacional inicialmente lee una muestra
de un archivo que contiene 500 muestras generadas al azar de
un arregloL×M . Posteriormente, se escoge aleatoriamente
un estado y se baja la energı́a flipeandotodos los espines de
la red, proceso que se realizaN2 veces. Esto permite calcu-

lar las propiedades del nivel fundamental como una primera
aproximacíon y se denomina “réplica”. Una segunda réplica
se ejecuta duplicando elflipeo de espines. Aqúı se conside-
ran los paŕametros obtenidos en la primera réplica y se com-
paran con los de la segunda y ası́ se ejecutan varias réplicas
hasta que no cambie la configuración del nivel fundamen-
tal. A continuacíon se procede a leer la siguiente muestra y
finalmente se promedian los resultados de las 500 muestras
del arreglo para cada una de la propiedades en estudio. Este
método nuḿerico permite determinar con una buena aproxi-
macíon la frustracíon de la red, medida a través del segmento
promedio de frustración y el paŕametrohg que mide la frac-
ción de enlaces que siempre quedaron satisfechos y la energı́a
del nivel fundamental. Se ha establecido para la red NL en el
nivel fundamental y para el lı́mite termodińamico [17] que
en la fasex = 0.5, el segmento promedio de frustración se
estabiliza en〈λg(0.5)〉 = 1.21, la fraccíon de enlaces satis-
fechos enhg(0.5) = 0.50 y la enerǵıa promedio por enlace
en 〈εg(0.5)〉 = −0.70. Estos resultados han sido obtenidos
con equipos Pentium IV de 2.66 Mhz y se ha podido estable-
cer que para tamaños4 × 4, el tiempo de proceso nuḿerico
supera el mes de cálculo.

1.3. Cálculo anaĺıtico

Se propone realizar estudios de frustración local para deter-
minar las tres magnitudes fı́sicas planteadas anteriormente a
través de ćalculos analı́ticos y comparar con los resultados
topológicos y nuḿericos indicados en los las Secs. 1.1 y 1.2.
Para ello se considera una celda representativa, la de menor
número de enlaces de la red NL mostrada en la Fig. 3, que
contiene cuatro plaquetas (una hexagonal, dos cuadradas y
una triangular) compuesta por trece enlaces, tal que cuatro de
ellos convergen en un sitio de espı́n central. De acuerdo con
esta celda, el desarrollo analı́tico est́a restringido a longitudes
de frustracíon menores o iguales a dos, correspondiente a la
unión de las plaquetas cuadradas. Considerando la combina-
toria de los dos tipos de plaqueta (frustrada y no-frustrada)
se obtienen un total de42 = 16 configuraciones. Un análisis
de la simetŕıa de las configuraciones anteriores permite de-
terminar que śolo existen 12 de ellas independientes y están
representadas en la Fig. 3. Las plaquetas frustradas se han
indicado por℘ch, ℘cc, ℘ct si son hexagonales, cuadradas y
triangulares, respectivamente. Las plaquetas sin etiquetar son
no-frustradas oplanas. Adeḿas, se ilustra para cada confi-
guracíon en la parte superior, la simetrı́a αj y en la parte
inferior, un tŕıo de ńumeros (σj , λgj , ĥgj) que representa el
ańalisis local de frustración. El segmento de frustración local
se denota porσj , el segmento promedio de frustración local
por λgj y finalmente la fraccíon local de enlaces no frustra-
dos por̂hgj . Cada tŕıo de ńumeros se ha calculado usando el
siguiente criterio:

A) si el ńumero de plaquetas curvas es par, se conectan
al interior de la celda por un segmento de frustración
representado por una lı́nea discontinua;
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B) si el ńumero de plaquetas curvas es impar, una plaqueta
se conecta externamente minimizando la energı́a; y

C) la fraccíon de enlaces que nunca se frustraron se cal-
cula por la raźon entre los enlaces satisfechos (no-
frustrados), considerando las distintas combinaciones
de unir pares de plaquetas curvas de mı́nima enerǵıa y
los cuatro enlaces centrales de la celda.

Las doce configuraciones anteriores pueden ser represen-
tadas por dos tipos de funciones de probabilidad. Una aso-
ciada a la distribución de plaquetas curvas y planas que se
denominaφj(℘c, ℘p) para cada elemento [10], donde℘p re-
presenta la distribución de probabilidades de obtener plaque-
tas planas, dada por1 − ℘c, y otra, ligada a la combinatoria
de enlaces F y AF de la celda para cada una de las 12 con-
figuraciones, descrita por un polinomio dado porψj(x) [9].
Este trabajo desarrolla en paralelo ambas descripciones de
probabilidad basado en las configuraciones de la Fig. 3. Por
ejemplo, la configuración 5 est́a determinada por la probabili-
dadφ5(℘c, ℘p) = ℘ch℘cc℘pt℘pc, donde el primer subı́ndice

indica si la plaqueta es curva (c) o plana (p) y el segundo indi-
ca la geometrı́a (h: hexagonal, c: cuadrada, t: triangular). Las
distribuciones de probabilidad asociadas a plaquetas curvas
y planas para cada geometrı́a est́an descritas de una manera
similar a la Ec. (6) y conocidas detalladamente [16]. Análo-
gamente una descripción en t́erminos de la función ligada a
enlaces F y AF de la celda para el elemento 5 es

ψ5(x) = 0x13 + x12y + 8x11y2 + 17x10y3 + 40x9y4

+ 82x8y5 + 104x7y6 + 106x6y7 + 88x5y8

+ 45x4y9 + 16x3y10 + 5x2y11 + 0xy12 + 0y13 (9)

dondey = 1 − x corresponde a la concentración de enla-
ces AF.

De este modo, el segmento promedio de frustración ex-
presado en términos de las distintas configuraciones de la
Fig. 3 con base en el análisis local de frustración est́a dado
por

FIGURA 3. Las 12 configuraciones que representan el análisis local de frustración para la red (3,4,6,4) mediante combinatoria de plaquetas
curvas. Las ĺıneas ḿas gruesas representan los enlaces centrales de la celda, las lı́neas punteadas ilustran enlaces insatisfechos centrales y las
lı́neas segmentadas representan segmentos de frustración local.
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〈λg(x)〉 =

η∑

j=1

αjσjξjλgj

η∑

j=1

αjσjξj

, (10)

dondeη es el ńumero de configuraciones (12 en este caso) y
la función ξj adopta cualquiera de las dos descripciones de
funciones de probabilidadφj(℘c, ℘p) ó ψj(x) caracterizadas
anteriormente. Del mismo modo, la fracción de enlaces no
frustrados de la red diluida es

hg(x) =
1
4

η∑

j=1

αjξj ĥgj . (11)

Finalmente, la energı́a promedio por enlace queda expresada
por la Ec. (8) donde℘c(x) est́a dada por la Ec. (6) y〈λg(x)〉
se obtiene a partir de la Ec. (10) para cada descripción aso-
ciada aξj .

2. Resultados

A continuacíon se exponen los resultados del análisis local de
frustracíon para la red NL en ambas descripcionesφj(℘c, ℘p)
y ψj(x), obtenidas a partir de las Tablas I y II. En ellas,
se incorporan los distintos coeficientes y funciones de pro-
babilidad para cada configuración. Las propiedades del ni-
vel fundamental asociadas al segmento promedio de frustra-
ción, la fraccíon de enlaces no frustrados y la energı́a prome-
dio por enlace, para esta red, están resumidos en una gráfica
que permite establecer comparaciones entre ambos métodos
anaĺıticos y sus respectivas simulaciones numéricas en fun-
ción de la concentración de enlaces F para un tamañoN dado
(N = 54).

TABLE I. Coeficientes que contiene el análisis local de frustración
para la descripciónφj(℘c, ℘p) de las 12 configuraciones de la cel-
da NL dadas en la Fig. 3.

φj φ(℘c, ℘p) αjσjλgj αjσj αj ĥgj

φ1 ℘ph℘2
pc℘pt 0 1 4

φ2 ℘ch℘2
pc℘pt 1 1 4

φ3 ℘ph℘cc℘pt℘pc 4 2 4

φ4 ℘ph℘2
pc℘ct 2 1 2

φ5 ℘ch℘cc℘pt℘pc 2 2 6

φ6 ℘ch℘2
pc℘ct 2 1 0

φ7 ℘ph℘cc℘ct℘pc 2 2 6

φ8 ℘ph℘2
cc℘pt 2 1 0

φ9 ℘ch℘cc℘ct℘pc 4 4 6

φ10 ℘ch℘2
cc℘pt 3 2 0

φ11 ℘ph℘2
cc℘ct 3 2 0

φ12 ℘ch℘2
cc℘ct 2 2 0

La Tabla I contiene 5 columnas que resumen la frustra-
ción local descrita en la Fig. 3. Para cada configuración de
ella, la primera columna indica la funciónφj , la segunda co-
lumna muestra la distribución probabiĺıstica en t́erminos de
plaquetas frustradas y no frustradas. La tercera columna in-
dica el producto de los coeficientes asociados a la longitud
de frustracíon local, la cuarta columna muestra el producto
de los coeficientes asociados al segmento de frustración lo-
cal y, finalmente, la quinta columna señala el producto de los
coeficientes responsables de la fracción de enlaces no frus-
trados localmente. Para obtener cada número de la Tabla I
se han usado rigurosamente los criterios establecidos ante-
riormente (A, B y C). Por ejemplo, para la configuración 6
que contiene dos plaquetas frustradas, admite un segmento
de frustracíon que contiene dos enlaces insatisfechos, lo cual
implicaσ6 = 1 y λg6 = 2/1 = 2. Para obtener̂hg6 se deben
considerar las posibilidades de conexión de pares de plaque-
tas curvas con ḿınima enerǵıa, de modo que en este caso
los enlaces centrales siempre quedan insatisfechos, por ello
ĥg6 = 0/4 = 0.

El segmento promedio de frustración se obtiene a partir
de la Ec. (10) donde en el caso de la descripción ξj = φj

utilizando las distribuciones probabilı́sticas y la informacíon
proporcionada por la tercera y cuarta columna de la Tabla I
se tiene

ΛFg(x) = ℘ch℘2
pc℘pt + 4℘ph℘cc℘pt℘pc + 2℘ph℘2

pc℘ct

+ 2℘ch℘cc℘pt℘pc + 2℘ch℘2
pc℘ct + 2℘ph℘cc℘ct℘pc

+ 2℘ph℘2
cc℘pt + 4℘ch℘cc℘ct℘pc + 3℘ch℘2

cc℘pt

+ 3℘ph℘2
cc℘ct + 2℘ch℘2

cc℘ct (12)

y

σg(x) = ℘ph℘2
pc℘pt + ℘ch℘2

pc℘pt + 2℘ph℘cc℘pt℘pc

+ ℘ph℘2
pc℘ct + 2℘ch℘cc℘pt℘pc + ℘ch℘2

pc℘ct

+ 2℘ph℘cc℘ct℘pc + ℘ph℘2
cc℘pt + 4℘ch℘cc℘ct℘pc

+ 2℘ch℘2
cc℘pt + 2℘ph℘2

cc℘ct + 2℘ch℘2
cc℘ct, (13)

de modo que

〈λg(x)〉 =
ΛFg(x)

σg(x)
. (14)

La fraccíon de enlaces no frustrados se obtiene a partir de la
Ec. (11) donde en el caso de la descripción ξj = φj usando
las distribuciones probabilı́sticas y la informacíon proporcio-
nada por la quinta columna de la Tabla I se tiene

hg(x) =
1
4
(4℘ph℘2

pc℘pt + 4℘ch℘2
pc℘pt + 4℘ph℘cc℘pt℘pc

+ 2℘ph℘2
pc℘ct + 6℘ch℘cc℘pt℘pc + 6℘ph℘cc℘ct℘pc

+ 6℘ch℘cc℘ct℘pc). (15)

La enerǵıa promedio por enlace se obtiene al reemplazar los
valores del segmento promedio de frustración dado por la
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FRUSTRACIÓN LOCAL EN LA RED ARQUIMEDIANA (3,4,6,4) 355

Ec. (12) en la Ec. (8). De este modo, para esta descripción
las tres propiedades del nivel fundamental en estudio, que
est́a basada en plaquetas planas y curvas, las cuales son a su
vez funciones de la concentración de enlaces F [16], permite
representaciones de funciones polinomiales de grado 17, las
cuales se muestran en la Fig. 4.

La Tabla II presenta la descripción ξj = ψj(x) descrita
mediante polinomios de grado 13 correspondiente al núme-
ro de enlaces de la celda. Las funciones polinomialesψj(x)
para cada configuración est́an dadas por

ψj(x) =
i=13∑

i=0

Cijx
13−iyi , j = 1, 2, .., 12 . (16)

El cálculo de los coeficientesCij se obtuvo nuḿericamente
mediante algoritmos computacionales para cada configura-
ción en t́erminos de los enlaces F y AF dada en la Fig. 3.
Se puede observar en la Tabla II que la suma de los coefi-
cientes para cada configuración resulta ser 512, número que
se relaciona con los enlacesb y plaquetasp contenidos en la
celda, correspondiente a la combinatoria2(b−p) (b = 13 y
p = 4) [9].

Utilizando los resultados nuḿericos dados en las colum-
nas 3 , 4 y 5 de la Tabla I y las funciones polinomialesψj

proporcionados por la Tabla II es posible determinar a partir
de las Ecs. (8), (10) y (11) paraξj = ψj(x), la enerǵıa pro-
medio por enlace, el segmento promedio de frustración y la
fracción de enlaces no frustrados para esta descripción. De
este modo

ΛFg(x) = ψ2 + 4ψ3 + 2ψ4 + 2ψ5 + 2ψ6 + 2ψ7

+ 2ψ8 + 4ψ9 + 3ψ10 + 3ψ11 + 2ψ12, (17)

σg(x) = ψ1 + ψ2 + 2ψ3 + ψ4 + 2ψ5 + ψ6 + 2ψ7

+ ψ8 + 4ψ9 + 2ψ10 + 2ψ11 + 2ψ12. (18)

De tal manera que el segmento promedio de frustración que-
da dado directamente al reemplazar las expresiones anterio-
res en la Ec. (14).

Por otra parte, la fracción de enlaces no frustrados es

hg(x) =
1
4
(4ψ1 + 4ψ2 + 4ψ3 + 2ψ4

+ 6ψ5 + 6ψ7 + 6ψ9) . (19)

Del mismo modo, la energı́a promedio por enlace se obtiene
directamente al reemplazar el segmento promedio de frus-
tración en la Ec. (8). Cada una de las propiedades del nivel
fundamental estudiadas para esta descripción son ilustrados
en la Fig. 4 como función de la concentración de enlaces F.
En esta figura los sı́mbolos śolidos: cuadrados, triangulares
y circulares representan simulaciones numéricas asociadas a
las propiedades del nivel fundamental, segmento promedio de
frustracíon, fraccíon de enlaces no frustrados y energı́a pro-
medio por enlace respectivamente para un arreglo3× 3 de la
red NL. Cada śımbolo corresponde al promedio de 500 mues-
tras aleatorias a la concentración x dada, por lo tanto contie-
ne un ańalisis del orden de 10000 muestras para este arreglo.
Las fluctuaciones en la fracción de enlaces no frustrados se
deben a lo pequeño del tamãno del arreglo (54 espines), situa-
ción que no se observa en los otros parámetros en estudio. El
segmento promedio de frustración muestra un cambio brus-
co entrex = 0.85 y x = 0.90 que indicaŕıa una transicíon
desorden-orden para el sistema. La energı́a del nivel funda-
mental es una curva plana y muestra la tendencia al orden
despúes dex = 0.85, lo cual significa que se pierde comple-
tamente la frustración. La ĺınea continua gruesa corresponde
a la descripcíon en t́erminos deφ, en tanto, la ĺınea continua
delgada corresponde a la descripción ψ, que constituyen los
resultados analı́ticos. En t́erminos globales son similares en
toda la fase, coincidiendo parax = 0.5. En particular, en esta
fase el resultado para el segmento promedio de frustración es
de 1.28, la fraccíon de enlaces no frustrados

TABLE II. Se ilustran los distintos coeficientes polinomiales de la funciónψj para cada una de las 12 configuraciones de la celda NL.

ψj x13 x12y x11y2 x10y3 x9y4 x8y5 x7y6 x6y7 x5y8 x4y9 x3y10 x2y11 xy12 y13

ψ1 1 0 8 20 31 80 120 104 79 48 16 4 1 0

ψ2 0 4 4 14 48 72 104 124 80 36 20 6 0 0

ψ3 0 2 5 18 45 76 106 108 82 50 17 2 1 0

ψ4 0 1 4 16 48 79 104 120 80 31 20 8 0 1

ψ5 0 1 8 17 40 82 104 106 88 45 16 5 0 0

ψ6 0 0 6 20 36 80 124 104 72 48 14 4 4 0

ψ7 0 1 2 17 50 82 108 106 76 45 18 5 2 0

ψ8 0 0 6 20 48 80 92 104 96 48 14 4 0 0

ψ9 0 0 5 16 45 88 106 104 82 40 17 8 1 0

ψ10 0 0 4 26 48 64 104 116 80 48 20 2 0 0

ψ11 0 0 4 14 48 96 104 92 80 48 20 6 0 0

ψ12 0 0 2 20 48 80 116 104 64 48 26 4 0 0
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FIGURA 4. Los paŕametros〈λg〉, hg y 〈εg〉 asociados al nivel fun-
damental que miden el segmento promedio de frustración, fraccíon
de enlaces no frustrados y la energı́a promedio por enlace de la red
NL en funcíon de la concentración de enlaces ferromagnéticosx.
Los śımbolos corresponden a simulaciones numéricas y las ĺıneas
continuas a las descripciones analı́ticas que describen este compor-
tamiento a trav́es de las funcionesφ y ψ.

es 0.50 y la energı́a promedio por enlace es -0.68. Estos va-
lores est́an dentro del rango informado en la literatura pa-
ra ćalculos nuḿericos desarrollados sobre esta red [17]. Un
ańalisis ḿas fino permite determinar que las mayores dife-
rencias entre las descripciones están en las fases F y AF y
en el segmento promedio de frustración, en las otras propie-
dades las curvas son muy similares. Comparando ahora los
resultados analı́ticos y los resultados nuḿericos, se observa
un mejor ajuste enψ en la fase AF para las tres propiedades
estudiadas; en cambio, en la fase F, la descripciónφ presenta
una mejor ajuste respecto del segmento promedio de frustra-
ción y de la enerǵıa promedio por enlace, no siendo ası́ para
la fraccíon de enlaces no frustrados. La red NL como se dijo
anteriormente tiene un número de coordinación 4 igual que
las redes arquimedianas cuadrada (SL) y de Kagomé (KL).
Comparando los resultados de las propiedades desarrolladas
aqúı del nivel fundamental enx = 0.5 de estas redes y usan-
do la Tabla II de la Ref. 12, se puede concluir que los va-
lores de la fraccíon de enlaces no frustrados y de la energı́a
promedio por enlace son similares. Respecto del segmento
promedio de frustración, el valor de la red NL está entre los
valores de la red SL y KL, lo cual lo hace un parámetro ḿas

sensible que las otras dos propiedades. Un análisis enx = 0
entre estas redes permite determinar que el segmento prome-
dio de frustracíon tiene el mismo valor para la red NL y KL;
sin embargo, la fracción de enlaces no frustrados y la energı́a
promedio por enlace no poseen el mismo valor.

3. Conclusiones

Se establece que la metodologı́a usada en ambas descripcio-
nes analı́ticas basada en el análisis de frustracíon local sobre
la celda representativa limitada a segmentos de frustración de
longitud ḿaxima 2, permite describir el comportamiento de
las propiedades del nivel fundamental de la red NL. La Fig. 4
ilustra un ajuste para la energı́a promedio por enlace usando
ambas descripciones en toda la fase. Los parámetros relacio-
nados con frustración presentan corrimientos especialmente
en las fases F y AF, que pueden justificarse debido al trunca-
miento en la longitud del segmento de frustración. Eventual-
mente si se considera una celda mayor, esto es, polinomios de
grado mayor, esta conducta tiende a desaparecer. Dado que la
descripcíon enφ es ḿas simple de desarrollar que la descrip-
ción enψ, una extensíon del presente trabajo es aplicar esta
metodoloǵıa a otras redes arquimedianas considerando cel-
das de tamãno mayor. El estudio antes descrito, en la fase AF
(x = 0), permite concluir que la red NL presenta un compor-
tamiento semi frustrado, en comparación con la red KL que
presenta un comportamiento totalmente frustrado. Ası́, para
la red NLλg(0) = 2 y hg(0) = 0.5, en tanto para la red KL
λg(0) = 2 y hg(0) = 0.0 [9]. En la fase vidrio de espı́n para
la red NL, la enerǵıa del nivel fundamental prácticamente no
cambia en comparación con la fase AF, en cuyo caso las inte-
racciones mixtas no son determinantes para incorporar nueva
frustracíon al sistema.

Como una proyección del presente trabajo se pueden
efectuar estudios de percolación de enlaces correlacionados
sobre la red NL diluida, dado su comportamiento mostrado
en las fases AF y vidrio de espı́n, dondehg es pŕacticamnte
igual a0.5, lo cual asegura la existencia de trayectorias de
percolacíon en la red.
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5. A. J. Ramirez-Pastor, F. Romá, F. Nieto y E.E. Vogel,Physica
A 336(2004) 454.

Rev. Mex. F́ıs. 54 (5) (2008) 349–357
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