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En esta contribución mostramos como la función de Wigner puede ser medida en cavidades, para esto estudiamos como pueden ser despla-
zados campos electromagnéticos cuantizados en cavidades. El desplazamiento deéstos es un ingrediente esencial en la reconstrucción de
cuasi-probabilidades, y de esta forma en la medición de estados cuánticos de la luz.

Descriptores:Funcíon de Wigner; modelo de Jaynes y Cummings.

We show how the Wigner function may be measured for a quantum state of light. For this we show a form to displace fields inside cavities.
Displacement of quantum fields is a key ingredient in quasiprobability reconstruction processes,i.e. the measurement of quantum states of
light.
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1. Introducción

En ãnos recientes, la generación de estados no-clásicos en di-
ferentes sistemas ha tenido un gran auge. Estados no clásicos
se denominan aquellos estados que muestran menor incerti-
dumbre en alguna variable que la del estado coherente, entre
éstos se encuentran, por ejemplo, los estados comprimidos y
los estados de Fock o de número. Ha habido un buen número
de propuestas para la generación de este tipo de estados en ca-
vidades electromagnéticas [1] y de estados vibracionales de
iones atrapados [2]. Sin embargo, siempre queda la pregun-
ta sobre si en realidad un estado tal ha sido realizado; esto
por las caracterı́sticas intŕınsecas de la mecánica cúantica: la
incertidumbre en lo que que se mide y se produce. Es por es-
to que la medicíon del estado cúantico de un sistema es en
general un t́opico de gran interés. Las mediciones de los esta-
dos del campo electromagnético (EM) se hacen coḿunmen-
te mediante la reconstrucción de cuasi-probabilidades, tales
como la funcíon de Wigner [3,4]. De hecho, campos electro-
magńeticos cĺasicos pueden ser medidos también mediante
esta funcíon [5]. En el caso cúantico, esta tarea es en verdad
difı́cil, debido a que el estado cuántico del campo EM en ca-
vidades debe ser producido un número incontable de veces
para llenar el espacio fase [2,6].

Existen b́asicamente dos formas de reconstruir la función
de Wigner del campo electromagnético:

(a) tomograf́ıa cúantica; Leonhardt revisa este tema en
profundidad en su libroMeasuring the quantum state
of light [3]. La tomograf́ıa cúantica se usa particular-
mente para campos que se propagan libremente.

(b) La reconstruccíon basada en el desplazamiento de la
matriz de densidad, para campos en cavidades [7] y
para iones atrapados [8].

En este artı́culo presentamos mejoras a este tipo de recons-
trucción, particularmente el desplazamiento de la matriz de

densidad en forma simultánea a la interacción del campo y
un átomo de dos niveles [9,10].

El desplazamiento mencionado arriba es debido a que
el espacio fase debe ser llenado, y cada desplazamiento nos
daŕa informacíon de la funcíon de Wigner en el punto corres-
pondiente a la amplitud del mismo.

El desplazamiento del campo electromagnético es reali-
zado, coḿunmente, por medio de la inyección de un campo
clásico, o en otras palabras, mediante la interacción del cam-
po cuantizado de la cavidad y un campo clásico. Esta inte-
raccíon se da antes de que elátomo pase por la cavidad. En
esta contribucíon proponemos realizar el desplazamiento me-
diante la interacción de un campo clásico con eĺatomo que
es usado para la medición del campo cuantizado.

2. Interacción de unátomo de dos niveles con
un campo cuantizado y uno cĺasico

El hamiltoniano de interacción entre un campo cuantizado,
uno cĺasico y uńatomo de dos niveles tiene la forma (en uni-
dades tal que~ = 1) [11]

H = ω(a†a + σz/2) + λ(a†σ + σ†a)

+ εeiωtσ + ε∗e−iωtσ† (1)

dondea y a† son los operadores de aniquilación y crea-
ción, respectivamente. Consideramos los campos en resonan-
cia con eĺatomo, con frecuenciaω, lasσ’s son los operadores
atómicos usuales (matrices de espı́n de Pauli),λ es la cons-
tante de interacción entre el campo cuantizado y elátomo de
dos niveles yε es la constante de interacción entre eĺatomo y
el campo electromagnético cĺasico. Podemos pasar a un cua-
dro de interaccíon mediante la transformación

T = exp[−iωt(a†a + σz/2)], (2)



398 J.L. ESCUDERO JIḾENEZ Y H. MOYA-CESSA

FIGURA 1. Configuracíon de la interacción deátomo con un campo
cuantizado (B) y uno clásico (A).

obteniendo el hamiltoniano de interacción

HI = λ(a†σ + σ†a) + εσ + ε∗σ†

= D†(ε)λ(a†σ + σ†a)D(ε), (3)

dondeD(ε) = exp(εa† − ε∗a) es el operador de despla-
zamiento de Glauber [12]. Podemos escribir el operador de
evolucíon como

U(t)=D†(ε)e−iλt(a†σ+σ†a)D(ε) ≡ D†(ε)UJCMD(ε), (4)

dondeUJCM es el operador de evolución para el modelo de
Jaynes y Cummings (ver por ejemplo la Ref. 14). Si escribi-
moséste en la base atómica, esto es, en matrices de2 × 2,
éste queda como

UJCM (t) =
(

U11(t) U12(t)
U21(t) U22(t)

)
, (5)

con

U11(t) = cos[λt
√

aa†],

U12(t) = −i sin[λt
√

aa†]
1√
aa†

a,

U21(t) = −ia†
1√
aa†

sin[λt
√

aa†],

U22(t) = cos[λt
√

a†a]. (6)

Si suponemos que al tiempot = 0 el átomo y el campo están
en estados puros, el estado inicial está dado por la matriz de
densidad

ρAF = ρAρF , (7)

dondeρA y ρF son las matrices de densidad para elátomo y
el campo, respectivamente. Si elátomo est́a en el estado ex-
citado |e〉 y el campo en un estado arbitrario (desconocido)
|ψ(0)

F 〉, la matriz de densidad toma la forma

ρAF = |ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F | × |e〉〈e|, (8)

que en la base de dos2× 2 se escribe como

ρAF =
(
|ψ(0)

F 〉〈ψ(0)
F | 0

0 0

)
. (9)

Tenemos todos los ingredientes para calcular la evolución de
la matriz de densidad dado el estado inicial (9), tomando en

cuenta el desplazamiento producido por el campo clásico,
ésta se puede escribir en la forma

ρAF (t)

=

(
Ũ11|ψ(0)

F 〉〈ψ(0)
F |Ũ11 Ũ11|ψ(0)

F 〉〈ψ(0)
F |Ũ†

21

Ũ21|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |Ũ11 Ũ21|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |Ũ†
21

)
, (10)

conŨij = D†(ε)UijD(ε). Tomando la traza sobre la base del
campo, obtenemos la matriz de densidad para el subsistema
atómico

ρA(t) = TrF {ρAF } =
(

Pee Peb

Pbe Pbb

)
. (11)

Los elementos de matriz en la ecuación de arriba se obtienen
de la siguiente manera:

ρA(t) =
∞∑

n=0

〈n|ρAF (t)|n〉. (12)

Tomando por ejemplo el elementoPeb, obtenemos

Peb =
∞∑

n=0

〈n|D†(ε)U11D(ε)|ψ(0)
F 〉

〈ψ(0)
F |D†(ε)U†

21D(ε)|n〉; (13)

dado que la ecuación de arriba es una traza, podemos aplicar
la propiedad ćıclica deésta para obtener

Peb =
∞∑

n=0

〈n|U11D(ε)|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |D†(ε)U†
21|n〉. (14)

Los otros elementos de la matriz están dados a continuación:

Pee =
∞∑

n=0

〈n|U11D(ε)|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |D†(ε)U11|n〉,

Pbe =
∞∑

n=0

〈n|U21D(ε)|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |D†(ε)U11|n〉,

Pbb =
∞∑

n=0

〈n|U21D(ε)|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |D†(ε)U†
21|n〉. (15)

De esta forma la probabilidad de encontrar elátomo en estado
excitado es simplemente,Pe(t) = Pee:

Pe(t) =
∞∑

n=0

cos2(λt
√

n + 1)〈n|ρF (ε)|n〉,

=
1
2

+
1
2

∞∑
n=0

cos(2λt
√

n + 1)〈n|ρF (ε)|n〉 (16)

con

ρF (ε) = D(ε)|ψ(0)
F 〉〈ψ(0)

F |D†(ε). (17)
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3. Medición de la función de Wigner

Ahora introducimos la función de Wigner como la herra-
mienta que permitiŕa la medicíon de el estado cuántico. La
función de Wigner se define como [13,14]

W (α) =
1
π2

∫
eαβ∗−α∗βTr{D(β)ρ}d2β, (18)

y tiene tambíen la forma en series [15]

W (α) =
1
π

∞∑
n=0

(−1)n〈n|D†(α)ρD(α)|n〉, (19)

con |n〉 un eigenestado del operador de número,
a†a|n〉 = n|n〉. Esta funcíon tiene una correspondencia uno-
a-uno con la matriz de densidad (función de onda) y por lo
tanto contiene toda la información del estado cúantico del
sistema. Usaremos la forma (19) paramedirel estado cúanti-
co del campo electromagnético. Notamos que para obtener
la función es necesario desplazar la matriz de densidad por
una amplitud determinada, y lo vemos de las Ecs. (16) y (17)
existe este ingrediente en la probabilidad de que elátomo sea
detectado en el estado excitado. Existe una similitud ya entre
las Ecs. (16) y (19). Vemos, por otro lado, que la integral de
Fresnel [16,17]

2√
iπ

∞∫

0

ei τ2
π cos(2τ

√
n + 1)dτ = (−1)n+1 (20)

produce un t́ermino proporcional a(−1)n, de tal forma que
es elúltimo ingrediente que se necesitaba para obtener la fun-
ción de Wigner. Por lo tanto, una vez medida la probabilidad
de encontrar eĺatomo en estado excitado, a esta se le aplica
una transformada de Frenel, obtenemos

2√
iπ

∞∫

0

ei
(λt)2

π (2Pe(t)− 1)d(λt) = W (−ε), (21)

es decir, la funcíon de Wigner, y de esta forma completa in-
formacíon del sistema cúantico.

4. Conclusiones

Se ha mostrado que la interacción de un campo clásico con un
átomo de dos niveles, el cual interactúa con un campo cuánti-
co en una cavidad, permite el desplazamiento que se necesita
para el llenado del espacio fase para la reconstrucción de la
función de Wigner. De esta forma, el proceso de enredamien-
to de los niveles atómicos con los niveles del campo electro-
magńetico cuantizado se llevan a cabo en forma simultánea
al desplazamiento del campo que se quiere medir y no en la
forma usual, la cual desplaza primero el campo cuantizado
(mediante la inyección de un campo clásico en la cavidad, el
cual nunca interactúa con elátomo), y despúes se realiza la
interaccíon del campo EM cuantizado (ya desplazado) con el
átomo (ver por ejemplo las Refs. 16 y 18).
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Mediante la manipulación de los resultados obtenidos de la luz
que pasa por la muestra se puede finalmente determinar el tipo
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