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Este trabajo presenta la instrumentexcglectdnica de un sistema lineal de segundo orden. Se muestran los retratos de fase del sistema lineal,
los cuales presentan el diagrama de un nodo, un foco y un centro en el origen. El desarrollo experiméeital esddomico de realizar
debido a que utiliza solamente elementos pasivos (resistencias, capacitores) y amplificadores operacionales.

Descriptores: Retrato de fase; electnica anabgica; ecuaciones diferenciales ordinarias.

A second order linear system suited for analog instrumentation is presented. Shown are the corresponding phase portrait nodes, a root focus
and a central point. The experimental prototype is of easy implementation and of low cost as it is comprised only of passive eéements (
resistors, capacitors) and operational amplifiers.

Keywords:Phase portrait; analog electronic; ordinary differential equations.

PACS: 07.50.-e; 84.32.-y; 02.30.Hq

1. Introduccion 2. Sistemas lineales bidimensionales

. . . onsideremos a un sistema lineal dado de la siguiente forma
El poder observar el comportamiento de los sistemas Imeale% 9

bidimensionales ahomos, es decir sistemas del tipe Az = Az @)
dondexr € R?y A es una matriz real de 2 2, es de gran uti-

lidad en el entendimiento de la dimica de los sistemaisi-  gonder ¢ R2 y A es una matriz real d& x 2.

cos (por ejemplo; eledinicos, meénicos, etc.). Dichos sis- La descripadn geongtrica de las soluciones de (1) se
temas son estudiados en formartea y experimental. Don-  eden obtener si €kt A # 0. Y utilizando las écnicas alge-
de los diferentes retratos de fase se generan cambiando Iggicas de diagonalizam de una matriz cuadrada, se reduce

valores propios de la matriz A, que proviene de la e@mci g sistema (1) a un sistema lineal desacoplado
de estados que describe al sistema en estudicséAenen

cuatro casos diferentes dependiendo del comportamiento de Y = By, )

los valores propios de la matriz A. El reto en este trabajo es

implementar un circuito eledinico que permita obtener, a dondeB = P~*APyz = Py.

traves de shales ekctricas, el comportamiento de tres dia-  Asi, el retrato de fase del sistema dado por (1) es equiva-
gramas de fase conocidos en la literatura [1] los cuales sotente al retrato de fase de (2). Donde la matriz B tiene una de
el nodo, el foco y el centro. Cabe destacar que en el estudias siguientes formas

de los sistemas damicos; el adlisis cualitativo, aiscomo la

parte experimental y de simuléci del modelo son conceptos B = ( A0 ) B = ( Al ) o
fundamentales para entender el comportamiento de los pro- 0 7 0 A

cesos que se estudian. El trabajo se organiza de la siguiente a —b

forma; en la Sec. 2 se presenta la teate los sistemas li- B = ( b a > ()
neales bidimensionales, en la Sec. 3 se encuentra el mode-

lo propuesto utilizado en la implementanielectbnica para Recordando el teorema fundamental para sistemas linea-

el estudio experimental de sistemas lineales bidimensionaleles:
En la Sec. 4, se muestran los resultados experimentales y en Teorema SeaA una matriz dex x n. Entonces para una
la Sec. 5 se dan las conclusiones. xo € R™, el problema del valor inicial de (1) con0)=x¢
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tiene soludbn (nica dada por(t)=e“*z,. Dondee** esuna 3. Diagrama electnico

funcion de matrices de x n definida por su serie de Taylor. o ) )
Debido a que es posible calcular la matriz exponencial d&' circuito propuesto se muestra en la Fig. 2, el cual consiste

2 x 2, se obtiene exjititamente la soluéi a cualquier siste- d€ cinco amplificadores operacionales @Us), dos capa-
ma dado por (1) y se extrae informanicualitativa. En esta  Citores (G y C,) y diez resistencias (Ra Ryo). Utilizando
seccbn daremos un repaso breve a los sistemas lineales, &S relaciones voltaje corriente y las leyes de Kirchhoff se en-
pueden consultar las Refs. 1, 2 y 3 para profundizar sobre §1entra el siguiente conjunto de ecuaciones:

tema. L - - RQ RG R6 RG
Definicion: El sistema lineal dado por (1) puede presen- a = ——-Vi; b=—— —Vo— 5-d;
o . Ry R3 Ry Rs
tar uno de los siguientes casos: punto de ensilladura, nodo,
foco o centro en el origen, si la matriz A es similaraunade . _ _ 1 /bdt d— _ R e ()
las matrices de B dada por (3), el retrato de fase para cada R:Cy Ry
caso es mostrado en la Fig. 1. 1
Considere al sistema lineal dado por (1), elahA # 0. Vo = " RsCh /Cdtv ®)

En este caso, el origen es i@hico punto de equilibrio del

sistema lineal. El resultado que a contind@acse menciona Sustituyendo las variables de las Ecs. (4) y (5) se tiene que
propone un ratodo para determinar cuando un sistema lineaf! voltaje de salida en funn del voltaje de entrada cumple
tiene un retrato de fase tipo ensilladura, nodo, foco o centr§0N la siguiente ecuam diferencial:

en el origen. Esto se obtiene a partir dedlisis de los valo-

> . : - Rg R Rg
res propios de la matria, que se encuentran resolviendo la Vo + o1 Vo
; e RsR7RyC4 RyR7RsC1Cy
ecuacbn caractestica:
Ry Rg

M\ — (trazaA)X\ + detA = 0

TeoremaSead=detA y T=trazaA. Considere el siste-
ma lineal (1)

= [2) 6
R1 R3R7R8 Cl 02 ( )

considerando a R= Ry y bajo los siguientes cambios de
variables

R
a.— Sid < 0, entonces (1) tiene tiene un punto x = Vo, ft)= R*Qsz
de ensilladura en el origen. 3
b.— sid >0y 72 —46 > 0, entonces (1) tiene RsR1o
un nodo en el origen; es establersk 0 e inestable si 20wn = ’ @)
gen; RsR7RyCy
7> 0. R
wy - 8)

c— Sid > 0,7 -4 < 0y T # 0, enton-
ces (1) tiene un foco en el origen; y es estabte i 0
o inestable si > 0.

d.— sid > 0y 7 = 0, entonces (1) tiene un
centro en el origen.

Los resultados del teorema anterior se ilustran en la

"~ RiR.RsC1Cy’

Se encuentra que la Ec. (6) representa a la Ec. (9) que es

la ecuaddbn general de segundo orden

©)

Escribiendo la Ec. (9) en forma matricial y asumiendo

&+ 2Cwnd +wie = W2 f(t).

quex;=x Y &1=x2. Tenemos lo siguiente

Fig. 1.
. . B]_[ o 1
%y [ BHE
! P é&ﬁ x { - }‘+ [ 2 |10 (10)
—i)- P %g} //~ /- - Entonces
Q-EF‘k A':k‘# R fi—-{ —gi —Qéwn :, 1)

ad su determinante es= w? y la trazar= — 2¢w,,. Tambin
es importante notar qu& — 46 = 4w?2(¢? — 1). Finalmente
los valores propios son:

7
SN

A=wp(=CE(C-1)Y2). (12)

FIGURA 1. llustracibn del teorema.
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41. NODOSsid>0y7r2—45>0
4.1.1. Nodol =pu
2 = — De la Ec. (12) se observa que para tenéceas igua-
Vi R " p Ly les necesitamog=1, por tanto debemos tomar el valor de
al_m R10=2 k€ con esto se tiene que los valores propios son igua-

o o o _ ] les A=y y se cumplen las condiciones
FIGURA 2. Circuito electbnico utilizado en el estudio de sistemas

lineales de segundo orden.
§=1M >0, 72—46=4M —4M >0,

4. Resultados experimentales .
la matrizA es

Si fijamos los valores de las resistencias R, Ry, Rs5, Rg,
R7,Rs, Ry y de los capacitoresCC, a 1 K2 y 1 uF respec- 0 1
tivamente, entonces,, toma el valor de A= [ IM 2k ] .

2 _
wy, = 1M, wn = 1k (13)  Utilizando el software MatLab se encuentra la matriz de

. . transformadn P formada por los vectores propiog,~!
Y el valor de¢ queda en funéin de R, siendo este el ele- y B P prop

mento que afecta directamente la retroalimegiaci

0.001 —0.001
Rio P= { }
= ) 14 _ )
¢ = 2ka (14) 1 1
Asi al cambiar el valor de la resistenciaRse obtiene el P '=1x10' 4.6887 00047 ;

. . 4.6887 0.0047
diagrama de fase de un nodo, un foco y un centro. Bajo los

arametros anteriores tenemos: _
P B:P‘lAP:{ ék _(ik]

§=w?=1M,

n

En la Fig. 3 se muestra el diagrama de fase experimental del

7= ~2wn = —Ruo, sistema. Para obtener ladfica mostrada en la figura es ne-

T2 4§ = Rfo —4M, (15)  cesario que, por cada cuadrante se realice un experimento (en

este caso son cuatro). Los datos de cada experimento son al-
y macenados en un vector 2e 10000, y se utiliza esoftware
MatLab. Este mismo procedimiento se lleva a cabo en todos
A— 0 1 . (16) los denas resultados experimentales.
—1M —Ryg
. . . NODO
Para los amplificadores operacionales kJse utiliza el 0.8 :

TLO81. Como entrada se utiliza unafis¢ escadn con una
amplitud de 1V, para obtener los diferentes tipos de respues. 0.6f
tas. Con los valores mencionados anteriormente para las re
sistencias, capacitancias, amplificadores operacionafes, se  0-4f
de entrada y despreciando las reactanciaagitas, el ancho

de banda finito de los componentes activos y otroérfeay

nos no modelados, se encuentra que las respuestas del circt
to propuesto son las esperadas.

Las figuras muestran una coleasiexperimental de un  _;,|
conjunto de 2500 datos cada una. El dzese imple-
menb sobre una tarjeta de circuito impreso diada con el 0.4}
programa Eagle. Se utilizahl5 V para alimentar los ampli-
ficadores operacionales utilizando una fuente de voltaje va--0.6;
riable y de corriente directa modelo Tektrod®6280 con un
rango de salida de 0 a 15 V. Se observa el comportamiento d¢-0.8
los datos arrojados por el circuito en un osciloscopio Tektro-
nix 7D.52012. FIGURA 3. Nodo en el origen cuandb = p.

0.2r

-01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
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4.1.2. NodoX < p

Si Rjp=3 kf2 se encuentra que=1.5y por la Ec. (12) se A 0 1
tienen races distintas de-0.3819 ky —2.618 k. Asi A<u<0 | -1IM -1k |’
y se cumplen las condiciones

y las matrices de transformaci P, P!, B son:
§=1M>0, 72-45=9M—-4M=5M > 0,

la matrizA es: p_ 0 1
~ | 866.0254 —500 |’
A= 0 1 -
| -1M =3k 4 0.5774 0.0012 }
P = 1 0 ’
y las matrices de transformaci P, P~!, B son: _
B— —500 —866.0254
[0.0026 —0.0004 ~ | 866.0254 —500
P=1"_ 1 ’ )
_ En la Fig. 5 se muestra el diagrama fase experimental del
1 447.2151 0.1708 ;
Pl = sistema.
| 447.2136  1.1708 |’
B_ [ —382 0 )
Tl 0 —2618k | 6. CENTROsié >0y7T=0

Enla Fig. 4 se muestra diagrama de fase experimental del Para generar un centro con el circuito propuesto es nece-
sistema. sario tener el valor de R= oo, en este caso sustituimog R
por un circuito abierto. Con ello se tiene que (7) tiendeya

5. FOCOSi5>O,T2—4620yT7éO la Ec. 9 se aproxima a:

. 2 2
Si Ry = 1 k2 se encuentra que= 0.5 y las rdces son i+ wpr = w, f(1), 17)

complejas—500 + 866.02544. Donde las condiciones son:
6 en forma matricial:

d=1M >0, ) 0 1 0
Ty | x
245 —=1M —4M = —3M <0, [ . } = [ —? 0 ] [ . } + [ w2 ]f(t)’ (18)
T=—-1k #0, . . -
y ajustando experimentalmentg-R22 €. Utilizando los va-
la matriz A es: lores mencionados anteriormente se encuentra:
NODO FOCO
0.5 . 1 ‘
0.4} ] o8t ]
0.3 1 0.6 B |
°2 1 0.4r B A
Ber 1 0.2f B
ol | i 1
or J
=0ar il LI
-0.2 1
-0.2} 1
-0.4f 1
-0.3f 1
_0'4- ..::::::.: :.::::::.. 1 _0-6- |
—0.5; 05 0 05 1 08 05 0 05 1
FIGURA 4. Nodo en el origen cuandb < p. FiGURA 5. Foco en el origen cuando laseas son complejas.
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CENTRO

0.06

0.04

0.02

-0.02f

-0.04}

_0'98.4 -03 -02 -041 0 0.1 02 03 04

FIGURA 6. Centro en el origen.

¢=0,

y por la Ec. (12) se tienen i@es complejas de-6.74 ki.

Asi las condiciones son:
6 =45M > 0, T=0,

la matrizA es:

y las matrices de transformaci P, P!, B son:

[ 0 0.5
P= | 3.3541k 0 ]’
1[0 300M
P 12 0 ’
B 0 —6.7082k
~ | 6.7082k 0 '

En la Fig. 6 se muestra el diagrama fase experimental del sis-
tema.

7. Conclusiones

Se dis@b un circuito elecinico con amplificadores opera-
cionales, resistencias y capacitancias. El circuitoaes fle
implementar y da la posibilidad de que al realizar cambios
en la resistencia f§ se modifique directamente el diagrama
de fase para obtener un nodo o un foco. El diagrama de fase
del centro se realiza abriendo el circuito a &avde R y to-
mando a R=22 (2, estallltima resistencia se ajusta de forma
experimental para poder observarlo. Como se muestran en
las Figs. 3 a 6 respectivamente. Con ello cubrimos lardin

ca lineal de los sistemas &¥. El diagrama de fase de un
punto de ensilladura no es posible obtenerlo con un simple
cambio de resistencias. Por lo tanto, en el presente trabajo,
se desarrofl un mbdulo experimental deatil realizacbn, a
traves de la creadin de un circuito electmico que modele
esos comportamientos, bajo la modifiéactorrespondiente

en el circuito de los pametros{ y w,, asociados a la ecua-
cion esandar de segundo orden. Como trabajo futuréa kst
creacon del circuito electinico que genere el diagrama de
fase de la diagrama de fase de un punto de encilladura.
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