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Consideramos una parte suficientemente pegue un tumor, tal que las densidades @kriles cancerosas y de linfocitos pueden ser
consideradas independientes de su posi@n el espacio. Asdisponemos de un modelo no espacial en el cual los nacimientos y las
defunciones aleatorias de ambos tipos ékrilas son tratados mediante procesos de un paso y modelamos el efecto de la quimioterapia
sobre el sistemdsdico. Utilizamos el desarrollo omega de van Kampen para separar la parte ropirasite la microgipica. La primera

es descrita mediante un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas y no lineales, mientras quplearserdsscribe
mediante una ecudm de Fokker-Planck que describe un ruido gaussiano en el que las fluctuaciones medias y sus autocorrelaciones centradas
satisfacen ecuaciones lineales que son sistemas twambs. Estudiamos n@ricamente la parte macrdgica y encontramos gue existen

dos cuencas: una de paciente saludable y otra de resultado fatal, tal que el incremento de lquamédteraputica puede modificar el
resultado fatal por uno de paciente saludable. Aagrmonsideramos la conducta agiita de la parte micro$pica mediante la obteran

de los eigenvalores de las matrices involucradas. Nuestros resultados sugieren que aun cuandapioacreste hay estabilidad en la
cuenca de paciente saludable, micégscamente pueden existir fluctuaciones aleatorias con de@wiasandar no acotada, lo cual péalr
traducirse en la reaparém de la enfermedad.

Descriptores: Ruido; modelos mateaticos; @ncer; tumores.

A small patch of a tumor is considered, so that lymphocytes and cancerigenic cell densities are independent of the spatial position. So, a non
spatial model with random transition birth and death rates are treated through one-step processes and such that chemotherapy on the physical
system is included. Van Kampen expansion is used to separate a macroscopic and a microscopic part. The first one is described through a
set of two nonlinear and coupled ordinary differential equations, and the microscopic part is described by using a Fokker-Planck equation.
Evolution on time of the mean fluctuations and autocorrelation functions of noise are linear non autonomous systems. The macroscopic part
is studied numerically, so that two basins are found, one of fatal results and other of healthy patient. Jacobian matrix has negative eigenvalues,
so that there are stable attractor points inside each basin. When a chemotherapy parameter is increased, the final macroscopic state is moved
from fatal to healthy basin. While macroscopic stability is found, microscopic results are very different and this is seen by studying the
asymptotic behavior of the random fluctuations. This is done by evaluating the eigenvalues of the involved matrices and it is found that
random fluctuations has unbounded standard deviations, suggesting that disease could appear again.
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1. Introduccion cuyo caso se trata de un tumor benigno que puede ser retirado
_ o por medios quilirgicos o destruido por medio de radiati
El esfuerzo por capturar en un modelo maéioo la diami-  Por el contrario, cuando el tumor vascularizado invade el te-

ca de las sustanciasimicas y de las densidades d&das jido local y adquiere mutaciones que permiten a klsilas
involucradas en el desarrollo de tumores cancerosos data, whvegar a tras de los vasos sarigeos, se trata de un tumor
menos, desde 1955, con un trabajo acerca de la estructusigaligno que hace mastasis, dispeemdose por los torrentes
celular en @ncer pulmonar bajo adm radioteraputica [1].  sangineo vy linfatico. Ad logra situarse en otras partes del
Despies de 1980 la cantidad de trabajos que tratan de desciuerpo [3].
bir la dinamica celular relacionada con tumores cancerosos
crece en forma muy significativa [2].

El conjunto inicial de élulas cancerosas forman un teji- Las capas de vascularizani constituyen, adeas, un
do avascular, es decir, carente de vasos dargs, y miden obstculo para el flujo dedrmacos dirigidos a destruir las
sblo unos pocos miinetros de extengn. Debido a la ausen- células cancerosas. Es un proceso de difusispacial en el
cia de nutrientes las capas internas del tumotreciacido cual la sustancia administrada tiene que difundirse &srav
mueren, pero la masa tumoral inicia un proceso de libenaci del tejido céticamente vascularizado, sobrevivir a mecanis-
de reguladores angiégicos que se difunden en el tejido cir- mos intracelulares que cumplen la fuiitide desintoxicar a
cundante y generan una cascada de sucesos que dan lugar efaclulas y finalmente ligarse a los blancos celulares hacia
generadn de vasos sangeos que alimentan al tumor. Una los cuales es dirigido, conservando, adsmmos niveles de
vez vascularizado, el tumor puede mantenerse compacto, enncentradn citobxica adecuados [4].
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Un problema a modelar e®mo la sustancia citokica
salta la barrera vascular para alcanzar &slas cancerosas.
Otro mas es el que consiste en comprendena se reprodu-

cen las élulas en el tumor, bajo la hiesis de que el enten-

dimiento de su diamica ayudar a descubrir de gumanera
tratar de destruirlo. En este sentido, kital.[5] han desarro-

39

Si bien la esperanza se ha depositado en los modelos
espaciales, que requieren ser descritos mediante ecuaciones
en derivadas parciales, nosotros haremos ver que varias de
las respuestagpicas de los tumores ante acciones quimio-
teragguticas pueden ser capturadas mediante modelos es-
tocasticos mas simples, en los que no se considera la dis-

llado un modelo que considera las distintas fases de repraribucion espacial azarosa de los tumores, perl sa@acter
duccbn celular en el crecimiento de tumores, introduciendcaleatorio de los procesos de reprodbacy defuncdn celu-
tiempos de retardo entre las distintas fases y su capacidad e, ag como el de la interacén entre €lulas cancerosas y

interaccon con las élulas cancerosas.

linfocitos.

En el esfuerzo por tratar de entender el desarrollo de los Planteando como objetivo un modelo ap|icab|e auna por-
tumores Kohandeét al. [6] han estudiado un modelo ma- cjon suficientemente pegji@ de un tumor, de tal modo que

tematico que toma en cuenta el crecimiento del tumdrcas
mo los efectos de la quimioterapia y la ciragCon el mismo

las modificaciones espaciales en las densidades de linfoci-
tos y de €lulas cancerosas resultan irrelevantes, proponemos

fin, Norris et al. [7] han enfocado el problema con un solo ynga diramica celular en la cual las tasas de nacimiento y de-

agente anticanckeno actuando sobre una pob&atunice-

funcion dependen delimero de individuos de las poblacio-

lular que se reproduce y muere con tasas dependientes derjas en interacon. Con este modelo queremos poner en tela
concentradn del farmaco. Ellos han prestado especial atene juicio un punto supuestamente obwcreencia de que

cion a la ciretica de diferentesafmacos y su acon sobre

llevar a cero las densidades macrégicas de €lulas can-

el tumor, han incluido movimiento celular e incorporado uncerosas es suficiente para dar de alta a un pacieRt el

campo de velocidades dentro del tumor.

contrario, consideramos que hay elementos para pensar que

Tratando de proponer estrategias en el uso de la quimic! cero macrosapico de las densidades delglas cancerosas,

terapia; Ledzewicz y Sétitler [8] han realizado simulaim

podiia resultar insuficiente para garantizar que la enfermedad

numérica para considerar un sistema de control de dosis €t aparecer de nueva cuenta.

las que se alternan la administi@eidel firmaco con perio-

que cuando se hace una apliéactontinua de la quimiote-

rapia. Tamk&n con el propsito de encontrar mejores estra-

tegias para los tratamientos quimiotezapcos, Panovsket

al. [9] han hecho simulaciones na@micas con las que estu-

dian la forma en que se desarrolla un tumor antes y @sspu
de la aplicadn de una dosis de quimioterapia, encuentra
que los Birmacos que logran destruir la capa vascularizada d

tumor no lo eliminan por completo, de tal modo dste so-

brevive en forma avascular. Sus resultados sugieren dize se

apropiada una combinagi de terapia antiangi@gica con

otra que sea destructiva de la capacidad reproductiva de |

células cancerosas. Las terapias antiargidgas son las que
llevan como propsito detener el proceso de vasculariaaci
del tumor, o tamkén, provocar su destruéei. En cambio, las
gue son citdixicas buscan destruir directamente lagias
cancerosas. Kohandet al. [10] también han concluido que
es mas adecuada una combinaeide terapias antiangiégi-
cas con terapias citxicas que impidan la vascularizéni
en el caso de la primera, y que destruyan a édislas cance-
rosas, en el caso de la segunda.

Para este fin nos proponemos recuperar, replantear y me-
fgr%lr un modelo estdstico para tumores cancerosos des-
arrollado por uno de los autores hace varitesa[15]. Ese
trabajo permit reproducir un modelo ari&ito utilizado por
Gonzlezet al.[16], y adenas, hizo ver que las fluctuaciones
esto@sticas juegan un papel importante en la projorcie
células cancerosas y de linfocitos que las combaten. Ahora

bordamos un problema semejante, pero agregamos una for-
a de modelar el tratamiento con base en la quimioterapia, se
obtienen las tasas de transicimediante aisis combinato-
fio utilizando un modelo de urna [17], enlugar de postularlas,
se hace un estudioas profundo de la conducta edistita

las fluctuaciones aleatorias con el fin de estudiar la esta-
bilidad microsépica de los estadossfcos que macrodpi-
camente son considerados como estables. Encontramos que
las ecuaciones macrdguicas admiten soluciones que llevan
a dos estados atractores de naturaleza distinta: uno de ellos
implica resultados fatales porque el enfermo muere, mientras
que en el otro se alcanza un estado saludable. Sin embargo,
a nivel microsoépico es distinto, pues no es posible garanti-
zar estabilidad debido a que las desviacionesnelstr de las
fluctuaciones aleatorias tienden a crecer. En esa circunstan-

Los trabajos anteriores han sido desarrollados con bas#a, la posibilidad de que el sisteniai€o escape de la vecin-

en modelos espaciales, los cuales se han sucedido al meraed del atractor considerado como saludable permanece la-
desde 1987 con el trabajo de J.A. Adam [11]. Estos tienen lgente, lo cual se traduce en el peligro potencial de recaer en la
ventaja de que pueden considerar no solamente la distribmisma enfermedad. La naturaleza del tratamiento néiem
cion espacial del tumor, sino adéamsu proceso de vascula- co que hemos utilizado nos obliga a tomar los resultados con
rizacion, el flujo de sangre hacia el tumor y su adaj@tacl cuidado, pues en ekgimen en que las fluctuaciones alea-
transporte de dgeno, su interacon con los tejidos norma- torias empiezan a crecer, deja de ser aplicable el desarrollo
les, el desarrollo microgpico de la méistasisy lamigrabn ~ omega de van Kampen [18] que utilizamos. En consecuen-
celular a trags de sus fronteras [12-14]. cia, nuestra conclush fundamental se modera para afirmar
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gue la estabilidad macroggica no garantiza estabilidad ani- 1. El sistema eséten el estadddico(N — 1, M — 1) en
vel micros®pico. el instante y ocurre un incremento en cada una de las
Este ariculo se organiza como sigue: en la Sec. 2 se plan- dos especies con tasa de trartsigdbor unidad de tiem-

tea el sistema general, con ocho transiciones activas posibles  po (TTUT): Dp;_;.

y una transidn pasiva, y se presenta la ec@scimaestra

general. En la Sec. 3 se discute el desarrollo omega de van 2. El sistema est en el estadoigico (N, M — 1) en el
Kampen, se demuestramo se obtienen las ecuaciones dife- instantet y ocurre un incremento en la espediecon
renciales que describen la evolicien el tiempo del estado TTUT: gar—1.

macrosoépico del sistema general y la forma de la ecoiaci

de Fokker-Planck que describe las fluctuaciones aleatorias en 3- El sistemaisico esa en el estadV + 1, M —1) en

la aproximacdn de ruido lineal, dcomo la forma de la den- el instantet y ocurre un decrecimiento de una uni-
sidad de probabilidad y de las ecuaciones diferenciales que ~ dad en el amero de individuos de la especieacom-
describen la evoluoin temporal de las fluctuaciones medias y pafiado de un aumento en una unidad enieharo de

de las autocorrelaciones centradas. En la Sec. 4 se presenta el  individuos de la especi8, con TTUT:dj;—1.
modelo esto@stico para describir una segrihomognea del
tumor canceroso, se escriben égjghmente las ecuaciones
macrosépicas y los coeficientes de la ecu@atide Fokker-
Planck contenidos en dos matrices: la de congecyila de
difusion. Se analiza la evolumn temporal de la conducta ma-
cros@pica haciend@nfasis en los resultados para tiempos
suficientemente grandes y en las propiedadesistitzat de

las fluctuaciones aleatorias cerca de los estados atractores del
sistema. Finalmente, en la Sec. 5 se discute la importancia 6
médica de los resultados obtenidos. '

4. El sistema eét en el estadoigico (N + 1, M) en el
instantet y la especied disminuye su imero de indi-
viduos en una unidad con TTURy 1.

5. El sistema esten el estadoN + 1, M + 1) en el ins-
tante¢ y ocurre una disminuén en un individuo en
cada una de las dos especies con TTE ;.

El sistemafsico esh en el estaddV, M + 1) en el ins-
tantet y la poblacon de la especid® decrece en un
individuo con TTUT:7rpz41.

2. Formalismo general
7. El sistema est en el estaddsico(N — 1, M + 1) en

La ecuaddn maestra de dos especies en intefatguede el instante y la especied aumenta su poblain en un
obtenerse como sigue: individuo, mientras que la especi¢ decrece en uno
Sean dos especies de poblaciones denominadas domo con TTUT: Fiyryq.

y B. Si al tiempot, hay { N, M} individuos de{ 4, B} res-
pectivamente, ¢@l es la ecuabin maestra que satisface la 8. El sistema fsico esh en el estaddN — 1, M) en el
probabilidadP (N, M, t) de encontrar losimeros(N, M) instantet y la especied aumenta su pobla@n en un
de individuos si se realiza un conteo de individuos de cada individuo con TTUT:Gny_1.
especie en el instant@

El espacio de estados es una malla de parejas ordenadas?. El sistema se encuentra en el estagda (N, M) en
(N, M) con N, M > 0. El método consiste en encontrar la el instantet y permanece dlldurante todo el intervalo
expresbn para la probabilidaé (N, M, t + At) asociada al (t,t+ At).
estado( N, M) en el instante + At. Por conservatn de la
probabilidad, debe ser igual a la suma de nueve probabilida- Cada uno de los nueve procesos involucra dos even-
des de procesos de un paso que permiten alcanzar el estd@6 compuestos: primero, la probabilidad de que el sistema
(N, M) en el instante + At y que pueden ocurrir en el in- eseé en el estado mencionado en el instansegundo, la pro-
tervalo de tiempdt, t + At). Estas son: babilidad de que ocurra una tranéigipara pasar &V, M).
|  Se trata entonces de ocho probabilidades activas, que son:

P(N — 1,]\/.[ — 1) D]w,lAt P(N,M — 1)gM,1At P(N+ 1,M - ].) delAt
p(N+ 1,M) RN_HAt P(N+ 1, M+ 1) f]u+1At P(N,M+ 1) T]u_;_lAt (1)

P(N—1,M+1)Fy At  P(N—1,M)Gy_1At
y una pasiva, que es:

P(N,M,t+At)[1 = (Dy+9gm +dy + Ry + fur +rv + Fu + Gy) At (2

Rev. Mex. 5. 55 (1) (2009) 38-50
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Sumando las ocho probabilidades activas, igndblas a  tal que definimos un pametro de tanfeo) = N + M + E.
las pasivas, reacomodando y tomanddreite At — 0, se  El siguiente paso es definir las densidades poblacionales y

obtiene la ecuabn maestra general. descomponerlas en una parte macbpsta nas otra mi-
Definiendo los operadores de paso cros®pica:
EN'W (N, M) =W (N +1,M) N 1 M 1
n=g=vtosn m=g =6+t ()
y VQ VQ
ExfW (N, M) =W (N,M +£1), Adenmas, se puede reconocer que el efecto de un operador de

. ) L. +1 - Fa A
conW una funcén arbitraria, la ecuagh maestra general se P2S0£y , sobre el aimero de individuosV es

puede escribir como

1

+1 +1

P (N, M ~ ENN=E Q+VQn) =Qy + VQ (Ui > . (6)
WZLP(J\LMJ), (3) N N ( ) WQ

con Z dado por la expresn y una reladdn similar par&€! M. Lo anterior se sintetiza en

S ele-1 1 que un operador de paso produce el cambie 7 & 1//9,
L= (gN Ev — 1> Dar + (SJVI N 1) IM ) de modo que trabajando sobre cualquier fanarbitraria,f,
+ (&vfﬁ _ 1) dy + (Ex —1) Ry gque sea doblemente derivable, se obtiene a segundo orden en

un desarrollo en serie de Taylor:
+ (EnEm — 1) fir +(Er — 1)1

190 1 0
— +1 ~ - v
( 15]LI_1)F]LI+(5 —1)GN EN -1~ \/56774‘298772, (7)
3. Estados macrosgpicos y micros®picos y un resultado similar parg;'.

El siguiente paso con5|ste en descomponer las TTUT en
La expansin omega de van Kampen permite cortar el espaggg componentes:

cio de estados en dos: uno mackgsco, que se estudia me-

diante ecuamoneg diferenciales no Ilnggles ordinarias y aco- Dy = QDS) + ‘/ﬁDEO)v
pladas, que describen la parte determinista de la conducta del '
sistema. Otro que es el espacio de fluctuaciones aleatorias. Gy =GV + VG, ... (8)

Siguiendo el razonamiento de la Ref. 17, consideramos
gue el sistema consiste de uamero £ de espacios vass, Yy ad sucesivamente. Utilizando la noténicorta:d/0{=0; y
0/0n=0,,, despis de uralgebra muy larga se encuentra que
| ellado derecho (LD) de la Ec. (3) se aproxima como sigue:

LD =V |- (9 +0,) (D) = 0 (9{'11) = (9 - 0,) a1 + 0, (R{VTT)
+ (9 + 0y) (F91) + 0 (r0) + (26 - 0,) (FOW) = 0, (GPm) |

+ [_ (9 + 0y) (D (92 +20¢0, + 62) (DM - 9 (o

£ o)

1 L

2 5

82 (R<1>H)
(

— (0 — ) (a"m) +

)-
(07 — 2000, + 32) (411) + 0, (RO — 22
1

+ (9 + 0y) (£1) +

) +
1
2
%(agmaga +02) (#£91) + 0 (r 1) + 02 (r{)
1
2

(0) (1)
+ (9 = 0y) (FLM) + 5 (02 — 2060, + 02) (F{M) — 0, (G0 + 533 (Ggﬂn)] .
Notese que logrminos de orden cero éhesén separados de los de orden.
El lado izquierdo de la Ec. (3) se eualconN y M constantes, lo cual se traduce en qu¢dt = dm/dt = 0, de modo
que

Glv dE __ eds
E__\th dt \/ﬁdt’
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por lo tanto el lado izquierdo de (3) es de la forma Fokker-Planck que resulta se escribe como
di_ 0 ouoy  ouoE :
dt ot On ot O ot (g Za[Au (¥, 0,q1,q2) 1 (q)]
o (o dw | oldo ot et a.
o ot 0k i 10 Dy (6,6) T (q)
donde hemos sustituidd por P y dH/dt por 9P /dt. Com- + 522 Wa ’a )
parando losérminos a orden cero énde los lados derecho p=1v=1 k94
e izquierdo, encontramos la ecuatide Fokker-Planck pa-
ra las fluctuaciones aleatorias despude un reacomodo. La parte macrogipica de la descripdh se obtiene com-

Denotandoy = ¢1, £ = ¢2 ¥ ¢ = (q1,¢2), la ecuaddn de  parando los lados izquierdo y derecho a oréerMultipli-
cando por una fundn arbitraria, pero integrabl@, (n, ), e
| integrando respectodyd¢, se obtiene

OA oA
[ a2 GANU M v 0:6) 0

:/d"dﬁwé?f) (D 4 g+ = £ =) — FO) 1

/ddg (:7]5) (P + P+ 6 —dP - RY - 1)1

conV el espacio de fluctuaciones. La fronterallse puede denotar conad/, tal quell se anula eV .
Integrando por partes y hacienddn, &) = ny A (n,£) = &, se obtienen respectivamente, las ecuaciones mégpicss
siguientes:

d /
do

donde(...) es un promedio sobre la densidad de probabiliddg, ).
En lo sucesivo, las variables de fluctuatse denota@n indistintamente comp= ¢; y £ = gs.
El termino de flujo{ A,, } se puede factorizar como

(0) (0) (0) o) (0)
= (Al) (D5 + +d0 — £ 7 — F ):Lq, an

Ay Déo) —|—F€O) +G(§0) déo) R(O) f(O)

conL la matriz de convecon, yD = {D,,, } la matriz de difusin:

b ( DM + g +d) + 1+ 4+ B DM —dM + g~ FY )
D

12
N S R DS DY +d + R + £V + FY + GV (12)

Las matriced y D no dependen de las variables aleatogias (¢1, ¢2), pero $dependen del tiempo a trév de los estados
fisicos macrogapicos{v, ¢}. Ademas, el érmino de flujo es lineal eq, por lo tanto, la densidad de probabilidddq; , g2, t)
es una fundn gaussiana. Se les llama procesos de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo porque son gaussianos y
porqueL y D dependen de a traes de{, ¢}.

La solucdbn de la ecuadin de Fokker-Planck es la distriboai normal [18]

1 =174 _
M@= oo {5 la (@ 0] la (@) 01}, (13)
donde -
- [ 1@u@oey (14
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es la media de una furam arbitrariaf (q) y Por su parte, la evolugh temporal de la matriz de autocorre-
laciones centradas se describe mediante las ecuaciones [19]:
S = (quav) — (qu) {av) 4= (1)

—--LWEM-EML (1) =D@)  (16)
son las funciones de autocorrefaticentradas. La evolum
temporal de los primeros momentos egstidos se describe Y
mediante la ecuagn [19]

% {log [det E (1))} = 2T+ [D ()= (1) + L(1)] . (A7)

d(q)
Ll (15) Puesto queE (t) es una matriz siétrica de dos por
dos, (16) se reduce al siguiente sistema de tres ecuaciones
| lineales:
g [ En (t) 2L44 (1) 2115 (t) 0 E11 (%) D1 ()
s ) | = Lis (t) Ly (t) + Las (t)  L1o (1) o) |+ Di2(t) |. (18)
Eoo (¥) 0 2L (t) 2L9s (¥) Eos (¥) Doy (1)

La matriz que aparece en (18) aglenotada comg ().

I
Nuestro objetivo es saber guocurre para interva-

los de tiempo muy largos. Formalmente escribiremos:

My oo Ly (1) = L, y limy_oe 5, (1) = 257, s 4. Un modelo para @lulas cancefgenas en in-
hay alguna clase de estado estacionario, debe cumplirse que teraccion con linfocitos

dE,(flf) /dt = 0, tal que las funciones de autocorrefatisa-

tisfacen el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas: 4.1. Presentadn

o7, (%) o7, (%) 0 —(c0) Las &lulas de un organismo yivo tienen dos mecani.smos pa-
(};) (00) 12 (50) (0) :%;o) ra mantener saludable un tejido, uno de ellos consiste en re-
N Li Ly’ + Lo Ly =12 parar el ADN siempre que sea posible, el otro consiste en
0 215 2L5y) 25 destruirlas mediante la apoptosis cuando @&odal ADN es
(00) muy severo. Se trata de un sistema de muerte programada
Dy de las €lulas. Cuando ocurren algunas clases de mutacio-
= 0 - (19) nes, puede llegar a suprimirse el proceso de autodegirucci
Dé?” celular, tal que, junto con una combinacide cambios en la

célula, aparece una seooide tejido cancégeno. Este proce-
so de degradagn del tejido est relacionado con la ausencia

Estareladnentre{L,,, (00)}, {Dyu (00)} Y{E, (0)}  de apoptosis, de modo que se trata éelas que no pueden
es el teorema de fluctudci disipacdn [18]. morir porque han perdido el mecanismo para ese fin, en con-

La estabilidad a nivel macrospico esh relacionada con S€cuencia, se trata tanebi de una seosn del tejido que no
el sistema de ecuaciones no lineales (10) y pueden utilizaRuede renovarse. Por lo tanto, las tasas de trémstiben
se las écnicas de los sistemas dinicos usuales [20, 21]. "eflejar ese hecho.
Las fluctuaciones medias y las funciones de autocorfelaci ~ Por contraparte, los linfocitos soglalas de los organis-
son descritas por medio de ecuaciones lineales que no som0s Vvivos especializadas en defenderlo, se producen como
aubnomas, pues sus coeficientes dependen del estado m#n Sistema autoatico del ser vivo y se renuevan cuando han
cros®pico (¢, ¢). A consecuencia de eso, tanto el sistemaenvejecido. Ante la presencia de agentes éxsasu produc-
macrosépico como el microgpico requieren un tratamien- Cion debe incrementarse, pero en cambio, cuando se trata de
to nurrerico para ser resueltos. Nuestro igeestaa puesto  un ser vivo muy debilitado, esta produagitiende a dismi-
enlos eigenvalore@\ﬁ} de la matriz de convedn L, y los  nuir junto con el deterioro del resto de signos vitaleste
eigenvalore{ A%} de la matrizy (t). Diremos que existe es- €S Otro aspecto que tardni debe reflejarse en las tasas de
tabilidad microsopica siRe { A/ } y Re { A5 } son negativos transicon.
para todqu. Cuandcéste sea el caso, las fluctuaciones medias Entenderemos que un tratamiento quimiotérdjzo con-
se ilan a cero para tiempos largos y las desviacion@mdat  siste en introducir, en la reyi donde vive el tumor, un siste-
y la correlacbn den y £ tendean a valores finitos. En este ma de agentes gmicos bxicos para las&ulas cancégenas
caso es cuando se puede hablar de un sistema estable de dnsnayor medida y tambin para los linfocitos en mucha me-
especies en intera@ri. nor medida. Lo cual debe reflejarse en las tasas de transici
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Suponemos tamén que el modelo que estamos presen- Corresponde a la reprodudai de &€lulas cancége-
tando no tiene dependencia espacial, lo cual es podlde s nas. La probabilidad asociada con este proceso es
si tratamos con porciones del tumor lo suficientemente pe-
queiias como para que la densidad de poblaciones de ambos Cnot = 2p”51ﬂ Q-N-M
tipos de €lulas no cambie de manera apreciable. Suponemos, Q Q-1
adends, que no hay flujo externo significativo deas can-
cerosas ni de linfocitos. Los eventos compuestos de clase 2, involucran los si-

guientes procesos:
4.2. Elmodelo

= Proceso amero 6 (primer tipo): ocurre una muerte de

Sea un tumor que ocupa un volumenen el cuerpo de un ) -
la especieB, con tasa de transimn do

paciente, y sea una pooci de ese tumor cuyo volumen es

V, < V.

Modelamos esta por@n del tumor como si estuviera di- B—E. (24)
vidida en( cajas tan pequi®s que solamente cab&ro 0 ] ]
células.N de las cajas contienen unélgla cancégena, M Corresponde a la muerte natural de linfocitos, que son
cajas contienen un linfocito ¥ esén vadas. La secdin desechados por el organismo al entrar a la clasificaci
vada constituye el espacio disponible para la reprodareci de c&lulas viejas. La probabilidad asociada a este pro-
de las especies. ceso es

Los ferbmenos de reprodudm y defuncdn de indi- " :p@%_ (25)

viduos interactuantes del modelo involucran tres clases de
eventos compuestos en los cuales participan: dos individuos
(clase 1), un individuo (clase 2), o tres individuos (clase 3),
con probabilidades respectiva?, Qy 1 — P — Q. Los es-
pacios vams sean tratados como una tercera especie y su-
ponemos que todos los individuos participan con la misma

= Proceso oimero 5 (d&o colateral): se refiere a que
los métodos quimioteraguticos pueden actuar sobre la
médulabsea, haciendo disminuir, o paralizar, la pro-
duccbdn de leucocitos, heniat y plaguetas. Con tasa

probabilidad. de transiadbn ()5, ocurre una muerte de la espeéle
Los eventos compuestos de clase 1 involucran los si-
guientes procesos: B—E,
= Proceso timero 2: participa un individuo de la especie debido a la acéin colateral de la quimioterapia. La
By un espacio vdo (F), se denota como probabilidad de este proceso es
B+F—B+ B ~
e = ey (26)
y corresponde a la reproduéai de linfocitos. Su pro-
babilidad es
= Proceso timero 5 (ac@n qumica sobre €lulas can-
~MQ—-N-M . P
gr—1 = 2pbg — ————, (20) cerosas): con tasa de tranéitil);, ocurre una muerte
& Q-1 de la especiet,
donde el factof surge de la equivalencia de que apa- A E.
rezcaB+ Eo E + B.

, L La probabilidad de este proceso es
= Proceso fimero 3: con tasa de trangiaic;,, ocurre P P

una muerte de la especieasociada a un nacimiento

~ N
de la especie3: il = Q@i (27)
B+A—B+3B. (21) La razdn por la cual este proceso es clasificado con el
Corresponde a la reproduéai de linfocitos activada nimero 5, en lugar de considerarlo como un proceso 4
por la detecdn de €lulas cancégenas. Su probabili- y un proceso 6, es que las taggsy @1 no son inde-
dad es pendientes. Bajo la hgiesis de que la droga éastli-
das 1 = 2p%1o M N 22) seiada para actuar contra laslalas cancégenas, tal
-t Poa-1 que la acdn en contra de los linfocitos es unfiaco-

lateral, debe cumplirse qu@, = @, dondes < 1.

= Proceso oimero 8: con tasa de trangaib;, ocurre un Una buena droga debe ser tal 1

nacimiento de la especi¢, siempre que exista un es-

pacio vato disponible: i o
Los eventos compuestos de clase 3, involucran el siguien-

A+E— A+ A (23)  te proceso compuesto:
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Proceso timero 6 (segundo tipo): con tasa de transi-
cibn ¢,1, puede ocurrir la muerte de un individuo de la

especieB con la presencia de individuos de la especie fyvg = Q@z%
A: 5 1 _ A N
A+A+B— A+A+E. (28) fire = QQig
Corresponde al efecto de debilita,lmiento del prganismo Py =1 —p—Q)en N 5= (29)
como consecuencia del exceso étutas cancégenas _
y la disminucon en la cantidad de linfocitos como re- i = Qdo ¥t
sultado. La probabilidad de este proceso es

S Gy_1 = 2ph Y OSN=M
) O NN-1 M N-1=2Ph1g a1
TM+1:3(1_P_Q)C21§ﬁm~ ] ]

- - Debido a que los procesos 1, 4 y 7 del caso general no exis-
El factor 3 corresponde a que las siguientes opcionegen en este modelo, hacemasi;_1 = dy+1 = Farq1 = 0.

son equivalentesd + A+ B, A+ B+ A, B+ A+ A.  Ademas definimos

Todas las TTUT se presentan enseguida: 2. 2n¢; ~ ~
) bngpzl, c :Qp 121, Q2=0QQ2 ,Q1=Q0
NUmero de proceso TTUT - o
~ M (N (I-p—q)ean qds 2pb,
2 gmM—1 = 2pb2%7(9 Qj\ilM) c21=3 O—1 3 d2:?7 by = Q-_1 (30)
3 dM—l = 2p512ﬂL£ L. .
Q Q-1 para desarrollar la descomposici mencionada en (8). La
aproximacdn de ruido lineal produce las siguientes expre-
|  siones:
g =bap (1 -9 — ), 9%0)252(1—1&—%)5—1)2@77
dfl) = c1299, dgo) = c129§ + c129m,
fé(l) = Q2¢7 fgl(O) = Q2£7
Y = Quy, £ = Qun, (31)
P = e, ) = ey 26 + 2emin,
Tg(l) = d2¢a 7‘2/(0) = d2§7

4.3.

Las e
por e

cros®picas para el modelo que estamos considerando resurl)ie

GV =bi [ (1—vd—¢)], G =bi(1—20—¢)n—eE.

Conducta macrosopica

I
El punto(1,0) corresponde al resultado fatal, mientras que el

punto(0, 1) es el estado de recuper@cide la salud.
La dinamica del punto estad@ (t), ¢ (¢)] difiere de la
n conocida diamica de los modelos depredador-presa. En

cuaciones de movimiento del punto estadanedadas
| sistema (10). Co); = @, las ecuaciones ma-

tan: nuestro modelo para trozos de tumor con densidades pobla-
cionales homogneas existen puntodiicos definidos por las
dy ) expresionesdy ., /dt = 0, dp,/dt = 0, y se trata de atrac-
g = 01— (b + ) Yo — bt — Q1 (v + €9) tores si la matriz jacobiana
= (. 0), (32) of of
d _| 9% 99
dif = (by —d2) ¢ — (b2 — c12) ¥ — b2¢p” — c1)% Jac (¥,9) = dg dg |’
— Qi (¥ +e0) =g (4,0). % 09

tiene eigenvalores; (¥, ¢), A2 (¢, ¢) con parte real negati-

En lo sucesivo, &), le llamaremos p@ametro de acbn  va cerca del punt@ ., ¢ ). Este es el primer conjunto de
quimioterajutica. Las densidades de pobtacti(v, ¢), son  condiciones para obtener un sistema estable de dos especies
talesqueé) < < 1,0 < ¢ < 1,cong < 1—1. Entoncesto- en interacdn. Por lo tanto, a nivel macroggico, si al me-
da la diramica ocurre en el espacio de estados madmsos  nos uno de los eigenvalores de la matriz jacobiana tiene parte

dado
zonta

por el tidngulo recangulo cuyos lados son: el eje hori- real positiva, el punto @ico es un punto de sillay el sistema
Iy = 0, el eje vertical) = 0, y lalinea rectap = 1 —1). es inestable.
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Las Ecs. (32) fueron resueltas utilizando un algoritmo Runge-Kutta de cuarto orden, encontrando que existen dos regiones
fisicamente importantes:

a) una regbdn cercana al punt@l, 0), que llamamos re@n fatal, y

b) otra regon cercana al punt@®, 1), que llamaremos la regm de paciente saludable.
Los resultados se presentaasradelante.

4.4. Conducta estatbtica del ruido

La conducta del ruido se describe por medio de la ebuate Fokker-Planck con coeficientes dados como sigue:

Al _ G%O) - R%O) - 920) _ Lll L12 n — L (t) (33)
Ay ) géo) — réo) -\ Lar Lo &) £

con

y L la matriz de convecon dada por la siguiente exprési

_ (c12 — b2) ¢ — 2c19¢ by — do + (c12 — b2) Y — 2bap — c219?
L) = ( by — (b1 +c12) ¢ — 2 (b1 + c11) ¥ —(co1+b1) ¥ ) (34)
Las entradas de la matriz(t) eséin dadas como sigue:
X1 (¢ (c12 — b2) ¢ (t) —4entp (t) ¢ (t), (35)

(t)=2

(t) = 2 (ba — da) + 2 (c12 — ba) ¥ () — 4ba (1) — 2ca19* (1),
(t) = ba = dz + (c12 = b2) ¥ (t) — 2b2 — eant® (1) ,

x22 () = (c12 = b2) ¢ (t) = 2c1% (8) & (t) — (ca1 +b1) ¥ (1),

(t) = b2 — da + (c12 = b2) ¥ (£) — 2b26) (1) — can®® (1),

(t) =2b1 —2(b1 +c12) (1) —4 (b1 +c11) ¥ (D),

X33 (t) = =2 (ca1 +b1) ¥ (1),

Y xi3 (t) = xa1 (1) = 0.
La matriz de difusin se obtiene a partir de la expr@si(12), resulta

1) (1) (1) (1)
ge +dg +r —d
D)= ( ¢ d(1) ¢ dél)JrR%lE)JrGS,U >
[ 2o (1 = — @)+ crapp + c10%¢ + da¢p —C120Y )
D) = < 1 covo+ent?+bp(i—yp-g) ) GO

4.5. Evolucbn macros®pica (vecindad deyo. Y ¢oo)

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales (32) tienen cinco puititissaefinidos por las condiciones

oo _ o 9o

a VY g =0 37)

Las ecuaciones algebraicas que resultan son
bl¢oo - (bl + 012) woo(boo - bl¢§o - Ql (woo + €¢oo) = 0: (38)
(b2 — d2) P — (b2 — €12) Voo Poo — b2 — 2105 Po0 — Q1 (Voo + Edoc) = 0, (39)
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TABLA |. Valores de los p@ametros de las tasas de tran@icy sus
significados.

Paametro Valor Papel que cumple la tasa

b1 0.2 reproducadn de &lulas cance-
rosas

b2 0.9 reproducadn de linfocitos

da 0.1 defuncbdn natural de linfocitos

C12 0.01 defuncbn de @lulas cancero-
sas debido a linfocitos

c21 0.4 defuncbn de linfocitos por de-

bilitamiento

TABLA Il. Estados atractores cuando elgaetro de acoin qui-
mioterageutica e, = 0.03.

100=0.94 do=-0.09 estado atractor
100=0.35 $00=0.45 punto de silla
100=0.23 $o=1.01 estado atractor
100=0.31 $00=1.16 punto de silla

/
el [ yo=0.1
b0 =0.1

Dy

01 1

FIGURA 1. Solucbn nunerica de las Ecs. (32) con peme-
tro @:1=0 y 0.01 para cada curva. Condiciones iniciales:
¥ (0)=0.1, ¢(0)=0.1. ElI punto estado macroSpico
(¥ (t),¢ (t)) evoluciona hacia la regn de resultados fatales,

(¢ (tr) =0).

gue tienen cuatro soluciones no triviales. De (38) resulta

(bl - Ql) Q/Joo - b1¢?x>

o = — , 40
¢ Q1+ (b1 + c12) Yoo (40)
de modo que se cumple éfrite
, Q1
1 o = ——————————. 41
wifgl ¢ Q1 + b1+ ci2 (1)

47

Asi mismo, en la regin de paciente saludable, donde es-
peramos),, — 0, resulta

do —
foo =1 20 (42)
b2
de modo que el punto estado toca el eje vertical cuando

La solucbn nunerica al sistema de ecuaciones diferen-
ciales (32) parte de ciertas condiciones iniciale$; = 0)
y ¢ (t = 0) y avanza hacia los estados atractores, tocando el
eje en un instantgy. Por lo tanto, en lugar de los puntos ma-
tematicos que satisfacen las Ecs. (37), consideraremos que
los puntos fsicamente significativos son aquellos en los que
el sistema toca alguno de los ejes durante el proceso. Los
llamaremos estados finales del sistema, se déoomo
Y (ty)y ¢ (ty) y sedn usados para estudiar la conducta de
las fluctuaciones aleatorias en las regiones de resultado fatal
y de resultado de paciente saludable.

4.5.1. Soluciones nugmicas de las ecuaciones macropé
cas

Manejanday, como paametro de control, se exploraron so-
luciones nuréricas de las ecuaciones algebraicas (38-39) y
de las ecuaciones diferenciales (32), usando loanpeiros

de la Tabla I.

Los resultados obtenidos se discuten enseguida.

Para@; = 0 hay dos soluciones algebraicas reales y no
triviales(¢oo, o) = (0,0.89), ¥ (¢oo, Poo) = (1,0). La
primera de estas parejas es un punto de silla, pues uno de los
eigenvalores es positivo, en tanto que la segunda es un estado
atractor (ambos eigenvalores son negativos).

Para@, = 0.01, ocurre lo mismo, sus soluciones reales
no triviales soni(veo, doo) = (0.12,0.76), Y (Yoo, Poo) =
(0.97,—0.02). Solamente la segunda es un estado atractor
pero cong,, negativo. Como ya se mencionel efecto en
el espacio de estados es que existe unanefjtal cerca-
na a(l,0), que atrae la solugh para valores muy bajos de
@1, haciendo que las curvas toquen el eje horizontal como se
aprecia en la Fig. 1.

Para@; = 0.03 hay cuatro soluciones reales no triviales
que se presentan en la Tabla II.

En este caso cada atractor tiene una cuenca definida en el
espacio de estados, de modo que, dependiendo de las condi-
ciones iniciales, el sistema evoluciona hacia lagedatal o
a la de paciente saludable, como se observa en la Fig. 2.

Las soluciones nuéricas de las ecuaciones mackyse
cas ofrecidas por este modelo muestran que el punto estado
que especifica las densidades @&ulas cancégenas y de
linfocitos (¢, ¢) evoluciona hacia la regn de resultado fatal
cuando el paametro quimioteragutico es muy peqi®, es
decir, una quimioterapia reducida no ofrece resultados salu-
dables para el paciente. ¥¥se puede apreciar en la Fig. 1, en

De (41) resulta que cuando el punto estado ingresa en la ré& cual para condiciones inicialég (0) , ¢ (0)) = (0.1, 0.1),

gion fatal, se acerca@,, = 1, pero antes toca el eje hori- las curvas correspondientes(® =

zontal. Notese que., = 0 implica la muerte del paciente al
perder su sistema inmuraglico.

00y Q1 = 0.01
evolucionan hacia estados finales distintos pero tales que

¢ (ty)=0.
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Qi=0.03

yo=0.1
¢ =0.5

yo=0.5
$0 =0.1

: \
W

01

FIGURA 2. Solucbn nunérica de las Ecs. (32) con f@metro
Q1 = 0.03. Con condiciones inicialeg (0) = 0.5, ¢ (0) = 0.1
el punto estado macrasgico evoluciona hacia la remi de re-
sultados fatales, cop (t;) = 0. En cambio, conp (0) = 0.1,
¢ (0) = 0.5 el sistema evoluciona hacia la régide paciente salu-
dable, { (ty) = 0).

yo=0.1,0.2,0.24,0.246, 0.3
¢w)=0.1

Qi=0.03

o1 b

sy

01 1

FIGURA 3. Solucbn nunerica de las Ecs. (32) con @emetro

A. CASTELLANOS-MORENO, J. ARGELLES-CAMPOY, A. CORELLA-MADUENO, S. GUTERREZ-LOPEZ Y R.A. ROSAS-BURGOS

la curva evoluciona hacia la régi de resultado favorable,
¥ (ty) = 0. En cambio, cuando las condiciones iniciales son
[¥(0),¢(0)] = (0.5,0.1), la curva evoluciona hacia la re-
gion de resultado fatal (t) = 0.

La separadn de las dos cuencas puede ser apreciada con
mucha claridad en la Fig. 3, en la cual se presentan cinco
curvas distintas, correspondientes a cinco parejas de condi-
ciones iniciales diferentes. En todos los casos ehpatro
quimioteraggutico es); = 0.03. Con el mismo valor inicial
de la densidad de linfocitos, resulta que péwsediferencias
en la densidad inicial dettulas cancégenas define el futuro
resultado. Esta consecuencia del modelo corresponde cualita-
tivamente al inte¥s nedico en descubrir los casos dancer
lo antes posible, e iniciar su tratamiento de inmediato.

El modelo tambk&n nos dice que las dosis de quimiotera-
pia no pueden ser exageradamente altas, pues como se apre-
cia en la Fig. 4, con pametro quimioteragutico, = 2,
la curva con condiciones inicialés (0), ¢ (0)) = (0.3,0.1)
lleva a un estado coa (t;) = 0, que corresponde a resul-
tado fatal. A su vez, cuando las condiciones iniciales son
[¥(0),¢ (0)] = (0.2,0.3), la curva evoluciona hacia un es-
tado cony (t5) = 0, de resultado saludable pero con una
densidad de linfocitos extremadamente baja, lo cual nos ha-
bla de un individuo sumamente debilitado.

Fluctuaciones aleatorias en la vecindad de los esta-
dos finales

4.6.

Las Ecs. (15) y (18) son un sistema de ecuaciones lineales no
aunomas debido a que las matrices de condecgide difu-
sion dependen exjitamente del punto estado (¢) , ¢ (t)).
Su conducta en la vecindad del estado figeft¢) 0 ¢ (ty),
se puede conocer analizando los eigenvalores de las matrices

Q1 = 0.03. Se presenta la separawsidel espacio de estados en dos L(t)yx(b)

cuencas. Con condiciones iniciak¢$0) =0.246 y 0.3 ¢ (0) =0.1,
el punto estado macroggico evoluciona hacia la rewi de resul-
tados fatales,f (¢ ) =0). En cambio, con) (0) =0.1, 0.2 'y 0.24,

¢ (0) =0.1, el sistema evoluciona hacia la régide paciente salu-
dable, ¢ (t5) =0).

El incremento del p@ametro quimioteragutico permite
obtener soluciones tales que el punto esfad®) evolucio-
na hacia la re@n de paciente saludable, o hacia la degie

¢

Q=2

resultado fatal, dependiendo de las condiciones iniciales. El
espacio de estadasrespecto a/ se encuentra dividido en
dos cuencas, con sendas regiones atractoras: la de pacien
saludable y la de resultado fatal. Esto permite clasificar dos
tipos de pacientes, aquellos cuyas condiciones iniciales sor”
suficientemente buenas como para responder favorablemer F :
tea gna qUImlpterapla, y Otr'OS.C.UyaS CondICIOn.es mICIaIe‘?—WGURA 4. Solucbn nunerica de las Ecs. (32) con @ametro
permiten clasificarlos como individuos tan debilitados que

. o . L : @1 = 2. Con condiciones inicialeg (0) = 0.3, ¢ (0) = 0.1, el
no es posible dirigir su estado hacia la teygide paciente punto estado macraspico final es fatal, (¢ ;) = 0). En cambio,

saludable. Asse puede apreciar en la Fig. 2, en la que S&qn condiciones iniciales (0) = 0.2, ¢ (0) = 0.3, el sistema evo-
presentan dos condiciones iniciales distintas con el mismyciona hacia la regin de paciente saludable; (¢;) = 0). Notese

yo=0.2
60)=0.3

yo=03
$0)=0.1

v

valor del paametro quimioteragutico, @, = 0.03. Cuan-
do las condiciones iniciales sdg (0),¢ (0)) = (0.1,0.5),

que el caso saludable corresponde a un sistema inGginolmuy
debilitado.
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TABLA III. Eigenvalores d& (t) y dex (ty) para distintos valores del ganetro de acéin quimioteraputica@ .

Qi W (ts) é (ts) AP A A A A
0 0.999 0 -0.499 -0.199 -0.999 -0.999 -0.999
0.01 0.833 0.004 -0.221 -0.129 -0.578 -0.487 0.011
0.02 0 0.882 -0.672 -0.119 -1.197 -1.197 0.019
0.03 0 0.879 -0.666 -0.121 -1.189 -1.189 0.018
0.04 0 0.876 -0.661 -0.121 -1.182 -1.182 0.018
0.05 0 0.874 -0.655 -0.122 -1.176 -1.176 0.018
0.06 0 0.869 -0.649 -0.123 -1.166 -1.166 0.16
0.07 0 0.868 -0.644 -0.123 -1.16 -1.16 0.018
0.08 0 0.864 -0.637 -0.125 -1.151 -1.146 0.019
0.09 0 0.863 -0.633 -0.124 -1.146 -1.146 0.019
0.1 0 0.858 -0.624 -0.07431 -1.135 -1.135 0.018
01
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FIGURA 5. Los estados finaleg) (t7) , ¢ (t7)] cambian al fortale- ~ FIGURA 7. Uno de los eigenvalores de la matyZt) tiene par-
cer la acabn quimioteraputica. te real positiva. Esto indica que las fluctuaciones aleatorias no son
acotadas en la descripei de ruido lineal. Podia existir riesgo de
0.0 - reaparicbn de la enfermedad.

N N picas para obtener los estados finales. Témhieron calcu-
/ lados los eigenvalores de las matrid@sts) y x (tf). Los
A resultados se presentan en la Tabla Ill y se ilustran en las
Figs.5,6y7.

Los resultados para la parte micrépea ofrecen un mo-
—=— Primer eigenvalor tivo de alerta, pues la conducta de las fluctuaciones aleatorias
—*— dequrde-gigenyaler pone en tela de juicio la estabilidad del estado maémisc
co en la regdn de paciente saludable. Encontramos que para
tiempost ~ ¢, las zonas de eigenvalores negativos de la ma-
triz L (t5) corresponden a fluctuaciones medias que tienden
e . om | ok oe | me | oa 8 a cero, como se puede observar en la Fig. 6. Por eéa raz
constituyen motivo de preocupaai para los casos que han

FIGURA 6. Los eigenvalores de la matriz de conveuti alcanzado la regh de paciente saludable. En cambio, en la
son negativos. Esto indica que las fluctuaciones medias 9 P ) ’

(@ (1) = ({q (£),g2 (1)) tienden a cero cuando el punto es- Fig. 7 encontramos que para tiempos- t;, las zonas de

tado macrosapico (1) (t) , ¢ (t)) tiende a cualquiera de las dos €igenvalores positivos de la matyd ) son tales que, en la
regiones: de resultado fatal, o de paciente saludable. descripodn de ruido lineal, la anchura de la densidad de pro-

babilidad, dada en (13), puede crecer indefinidamente, dan-
Con los paametros establecidos en el apartado de soludo lugar a que las fluctuaciones aleatorias puedan alcanzar
ciones nuraricas, fueron resueltas las ecuaciones maorosc cualquier estadaigico, ain cuando su promedio estatico

o
3}
1
[]

Eigenvalores (matriz de conveccion)
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sea cero. Estos resultados sugieren que los tratamientos ginestabilidad capaz de producir un incremenibit® de las
mioterapguticos podian ser macrogipicamente estables, pe- poblaciones, haciendo reaparecer la enfermedad. Esto consti-
ro micros®picamente inestables, con desviacionearekir tuye un motivo de preocupdsi para los casos que alcanzan
no acotadas. la regbn de paciente saludable.

5. Discusbn y conclusiones A fin de contrastar los resultado$t&os anteriores con
el experimento, sugerimos que a la vez que se aplican trata-

En dntesis, el modelo permite concluir que la parte ma-mientos quimioteraguticos se obtengan datos éngns que
crosopica es tal que el espacio de estados se divide en d@ermitan la elaboradn de gaficas de densidad de linfocitos
cuencas para el caso de valores suficientemente alt@s e  respecto a densidad délalas cancégenas en regiones es-
éstas son tales que, dependiendo de las condiciones inicialpedficas de tumores. Estos datos gdadrser obtenidos me-
(sistema inmundigico cebil, o fuerte), el estado macrags-  diante ecnicas de conteo diversas, entre las cuales se pue-
co evoluciona hacia la refyn de resultado fatal o a la de pa- den considerar: la citomédr de flujo [22], la tomograé de
ciente saludable. emisbn de positrones [23], la resonancia méatica de alta

Sin embargo, para la parte micrépica el modelo in- resolucon [24], la microscofa intravital [25], o la biolumi-
dica que las fluctuaciones aleatorias padrmantener una niscencia [26].
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