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Consideramos una parte suficientemente pequeña de un tumor, tal que las densidades de células cancerosas y de linfocitos pueden ser
consideradas independientes de su posición en el espacio. Ası́, disponemos de un modelo no espacial en el cual los nacimientos y las
defunciones aleatorias de ambos tipos de células son tratados mediante procesos de un paso y modelamos el efecto de la quimioterapia
sobre el sistema fı́sico. Utilizamos el desarrollo omega de van Kampen para separar la parte macroscópica de la microsćopica. La primera
es descrita mediante un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas y no lineales, mientras que la microscópica se describe
mediante una ecuación de Fokker-Planck que describe un ruido gaussiano en el que las fluctuaciones medias y sus autocorrelaciones centradas
satisfacen ecuaciones lineales que son sistemas no autónomos. Estudiamos numéricamente la parte macroscópica y encontramos que existen
dos cuencas: una de paciente saludable y otra de resultado fatal, tal que el incremento de la acción quimioteraṕeutica puede modificar el
resultado fatal por uno de paciente saludable. Además, consideramos la conducta asintótica de la parte microscópica mediante la obtención
de los eigenvalores de las matrices involucradas. Nuestros resultados sugieren que aun cuando macroscópicamente hay estabilidad en la
cuenca de paciente saludable, microscópicamente pueden existir fluctuaciones aleatorias con desviación est́andar no acotada, lo cual podrı́a
traducirse en la reaparición de la enfermedad.

Descriptores:Ruido; modelos mateḿaticos; ćancer; tumores.

A small patch of a tumor is considered, so that lymphocytes and cancerigenic cell densities are independent of the spatial position. So, a non
spatial model with random transition birth and death rates are treated through one-step processes and such that chemotherapy on the physical
system is included. Van Kampen expansion is used to separate a macroscopic and a microscopic part. The first one is described through a
set of two nonlinear and coupled ordinary differential equations, and the microscopic part is described by using a Fokker-Planck equation.
Evolution on time of the mean fluctuations and autocorrelation functions of noise are linear non autonomous systems. The macroscopic part
is studied numerically, so that two basins are found, one of fatal results and other of healthy patient. Jacobian matrix has negative eigenvalues,
so that there are stable attractor points inside each basin. When a chemotherapy parameter is increased, the final macroscopic state is moved
from fatal to healthy basin. While macroscopic stability is found, microscopic results are very different and this is seen by studying the
asymptotic behavior of the random fluctuations. This is done by evaluating the eigenvalues of the involved matrices and it is found that
random fluctuations has unbounded standard deviations, suggesting that disease could appear again.
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1. Introducción

El esfuerzo por capturar en un modelo matemático la dińami-
ca de las sustancias quı́micas y de las densidades de células
involucradas en el desarrollo de tumores cancerosos data, al
menos, desde 1955, con un trabajo acerca de la estructura
celular en ćancer pulmonar bajo acción radioteraṕeutica [1].
Despúes de 1980 la cantidad de trabajos que tratan de descri-
bir la dinámica celular relacionada con tumores cancerosos
crece en forma muy significativa [2].

El conjunto inicial de ćelulas cancerosas forman un teji-
do avascular, es decir, carente de vasos sanguı́neos, y miden
sólo unos pocos milı́metros de extensión. Debido a la ausen-
cia de nutrientes las capas internas del tumor recién nacido
mueren, pero la masa tumoral inicia un proceso de liberación
de reguladores angiogénicos que se difunden en el tejido cir-
cundante y generan una cascada de sucesos que dan lugar a la
generacíon de vasos sanguı́neos que alimentan al tumor. Una
vez vascularizado, el tumor puede mantenerse compacto, en

cuyo caso se trata de un tumor benigno que puede ser retirado
por medios quiŕurgicos o destruido por medio de radiación.
Por el contrario, cuando el tumor vascularizado invade el te-
jido local y adquiere mutaciones que permiten a las células
navegar a trav́es de los vasos sanguı́neos, se trata de un tumor
maligno que hace metástasis, dispersándose por los torrentes
sangúıneo y linf́atico. Aśı logra situarse en otras partes del
cuerpo [3].

Las capas de vascularización constituyen, adeḿas, un
obst́aculo para el flujo de fármacos dirigidos a destruir las
células cancerosas. Es un proceso de difusión espacial en el
cual la sustancia administrada tiene que difundirse a través
del tejido cáoticamente vascularizado, sobrevivir a mecanis-
mos intracelulares que cumplen la función de desintoxicar a
las ćelulas y finalmente ligarse a los blancos celulares hacia
los cuales es dirigido, conservando, además, los niveles de
concentracíon citot́oxica adecuados [4].
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Un problema a modelar es cómo la sustancia citotóxica
salta la barrera vascular para alcanzar las células cancerosas.
Otro más es el que consiste en comprender cómo se reprodu-
cen las ćelulas en el tumor, bajo la hipótesis de que el enten-
dimiento de su dińamica ayudaŕa a descubrir de qué manera
tratar de destruirlo. En este sentido, Liuet al.[5] han desarro-
llado un modelo que considera las distintas fases de repro-
duccíon celular en el crecimiento de tumores, introduciendo
tiempos de retardo entre las distintas fases y su capacidad de
interaccíon con las ćelulas cancerosas.

En el esfuerzo por tratar de entender el desarrollo de los
tumores Kohandelet al. [6] han estudiado un modelo ma-
temático que toma en cuenta el crecimiento del tumor, ası́ co-
mo los efectos de la quimioterapia y la cirugı́a. Con el mismo
fin, Norris et al. [7] han enfocado el problema con un solo
agente anticancerı́geno actuando sobre una población unice-
lular que se reproduce y muere con tasas dependientes de la
concentracíon del f́armaco. Ellos han prestado especial aten-
ción a la cińetica de diferentes fármacos y su acción sobre
el tumor, han incluido movimiento celular e incorporado un
campo de velocidades dentro del tumor.

Tratando de proponer estrategias en el uso de la quimio-
terapia; Ledzewicz y Schättler [8] han realizado simulación
numérica para considerar un sistema de control de dosis en
las que se alternan la administración del f́armaco con perio-
dos de descanso y encuentran que los resultados son mejores
que cuando se hace una aplicación continua de la quimiote-
rapia. Tambíen con el proṕosito de encontrar mejores estra-
tegias para los tratamientos quimioterapéuticos, Panovskaet
al. [9] han hecho simulaciones numéricas con las que estu-
dian la forma en que se desarrolla un tumor antes y después
de la aplicacíon de una dosis de quimioterapia, encuentran
que los f́armacos que logran destruir la capa vascularizada del
tumor no lo eliminan por completo, de tal modo queéste so-
brevive en forma avascular. Sus resultados sugieren que serı́a
apropiada una combinación de terapia antiangiogénica con
otra que sea destructiva de la capacidad reproductiva de las
células cancerosas. Las terapias antiangiogénicas son las que
llevan como proṕosito detener el proceso de vascularización
del tumor, o tambíen, provocar su destrucción. En cambio, las
que son citot́oxicas buscan destruir directamente las células
cancerosas. Kohandelet al. [10] tambíen han concluido que
es ḿas adecuada una combinación de terapias antiangiogéni-
cas con terapias citotóxicas que impidan la vascularización,
en el caso de la primera, y que destruyan a las células cance-
rosas, en el caso de la segunda.

Los trabajos anteriores han sido desarrollados con base
en modelos espaciales, los cuales se han sucedido al menos
desde 1987 con el trabajo de J.A. Adam [11]. Estos tienen la
ventaja de que pueden considerar no solamente la distribu-
ción espacial del tumor, sino además su proceso de vascula-
rización, el flujo de sangre hacia el tumor y su adaptación al
transporte de ox́ıgeno, su interacción con los tejidos norma-
les, el desarrollo microscópico de la met́astasis y la migración
celular a trav́es de sus fronteras [12-14].

Si bien la esperanza se ha depositado en los modelos
espaciales, que requieren ser descritos mediante ecuaciones
en derivadas parciales, nosotros haremos ver que varias de
las respuestas tı́picas de los tumores ante acciones quimio-
teraṕeuticas pueden ser capturadas mediante modelos es-
tocásticos ḿas simples, en los que no se considera la dis-
tribución espacial azarosa de los tumores, pero sı́ el caŕacter
aleatorio de los procesos de reproducción y defuncíon celu-
lar, aśı como el de la interacción entre ćelulas cancerosas y
linfocitos.

Planteando como objetivo un modelo aplicable a una por-
ción suficientemente pequeña de un tumor, de tal modo que
las modificaciones espaciales en las densidades de linfoci-
tos y de ćelulas cancerosas resultan irrelevantes, proponemos
una dińamica celular en la cual las tasas de nacimiento y de-
función dependen del número de individuos de las poblacio-
nes en interacción. Con este modelo queremos poner en tela
de juicio un punto supuestamente obvio:la creencia de que
llevar a cero las densidades macroscópicas de ćelulas can-
cerosas es suficiente para dar de alta a un paciente. Por el
contrario, consideramos que hay elementos para pensar que
el cero macrosćopico de las densidades de células cancerosas,
podŕıa resultar insuficiente para garantizar que la enfermedad
no aparecerá de nueva cuenta.

Para este fin nos proponemos recuperar, replantear y me-
jorar, un modelo estocástico para tumores cancerosos des-
arrollado por uno de los autores hace varios años [15]. Ese
trabajo permitío reproducir un modelo analı́tico utilizado por
Gonźalezet al. [16], y adeḿas, hizo ver que las fluctuaciones
estoćasticas juegan un papel importante en la proporción de
células cancerosas y de linfocitos que las combaten. Ahora
abordamos un problema semejante, pero agregamos una for-
ma de modelar el tratamiento con base en la quimioterapia, se
obtienen las tasas de transición mediante ańalisis combinato-
rio utilizando un modelo de urna [17], en lugar de postularlas,
y se hace un estudio ḿas profundo de la conducta estadı́stica
de las fluctuaciones aleatorias con el fin de estudiar la esta-
bilidad microsćopica de los estados fı́sicos que macroscópi-
camente son considerados como estables. Encontramos que
las ecuaciones macroscópicas admiten soluciones que llevan
a dos estados atractores de naturaleza distinta: uno de ellos
implica resultados fatales porque el enfermo muere, mientras
que en el otro se alcanza un estado saludable. Sin embargo,
a nivel microsćopico es distinto, pues no es posible garanti-
zar estabilidad debido a que las desviaciones estándar de las
fluctuaciones aleatorias tienden a crecer. En esa circunstan-
cia, la posibilidad de que el sistema fı́sico escape de la vecin-
dad del atractor considerado como saludable permanece la-
tente, lo cual se traduce en el peligro potencial de recaer en la
misma enfermedad. La naturaleza del tratamiento matemáti-
co que hemos utilizado nos obliga a tomar los resultados con
cuidado, pues en el régimen en que las fluctuaciones alea-
torias empiezan a crecer, deja de ser aplicable el desarrollo
omega de van Kampen [18] que utilizamos. En consecuen-
cia, nuestra conclusión fundamental se modera para afirmar
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que la estabilidad macroscópica no garantiza estabilidad a ni-
vel microsćopico.

Este art́ıculo se organiza como sigue: en la Sec. 2 se plan-
tea el sistema general, con ocho transiciones activas posibles
y una transicíon pasiva, y se presenta la ecuación maestra
general. En la Sec. 3 se discute el desarrollo omega de van
Kampen, se demuestra cómo se obtienen las ecuaciones dife-
renciales que describen la evolución en el tiempo del estado
macrosćopico del sistema general y la forma de la ecuación
de Fokker-Planck que describe las fluctuaciones aleatorias en
la aproximacíon de ruido lineal, ası́ como la forma de la den-
sidad de probabilidad y de las ecuaciones diferenciales que
describen la evolución temporal de las fluctuaciones medias y
de las autocorrelaciones centradas. En la Sec. 4 se presenta el
modelo estoćastico para describir una sección homoǵenea del
tumor canceroso, se escriben explı́citamente las ecuaciones
macrosćopicas y los coeficientes de la ecuación de Fokker-
Planck contenidos en dos matrices: la de convección y la de
difusión. Se analiza la evolución temporal de la conducta ma-
crosćopica haciendóenfasis en los resultados para tiempos
suficientemente grandes y en las propiedades estadı́sticas de
las fluctuaciones aleatorias cerca de los estados atractores del
sistema. Finalmente, en la Sec. 5 se discute la importancia
médica de los resultados obtenidos.

2. Formalismo general

La ecuacíon maestra de dos especies en interacción puede
obtenerse como sigue:

Sean dos especies de poblaciones denominadas comoA
y B. Si al tiempot, hay{N,M} individuos de{A,B} res-
pectivamente, ¿cuál es la ecuación maestra que satisface la
probabilidadP (N, M, t) de encontrar los ńumeros(N, M)
de individuos si se realiza un conteo de individuos de cada
especie en el instantet?

El espacio de estados es una malla de parejas ordenadas
(N, M) conN,M > 0. El método consiste en encontrar la
expresíon para la probabilidadP (N,M, t + ∆t) asociada al
estado(N, M) en el instantet + ∆t. Por conservación de la
probabilidad, debe ser igual a la suma de nueve probabilida-
des de procesos de un paso que permiten alcanzar el estado
(N, M) en el instantet + ∆t y que pueden ocurrir en el in-
tervalo de tiempo(t, t + ∆t). Estas son:

1. El sistema está en el estado fı́sico (N − 1,M − 1) en
el instantet y ocurre un incremento en cada una de las
dos especies con tasa de transición por unidad de tiem-
po (TTUT):DM−1.

2. El sistema está en el estado fı́sico (N,M − 1) en el
instantet y ocurre un incremento en la especieB con
TTUT: gM−1.

3. El sistema f́ısico est́a en el estado(N + 1,M − 1) en
el instantet y ocurre un decrecimiento de una uni-
dad en el ńumero de individuos de la especieA acom-
pãnado de un aumento en una unidad en el número de
individuos de la especieB, con TTUT:dM−1.

4. El sistema está en el estado fı́sico (N + 1,M) en el
instantet y la especieA disminuye su ńumero de indi-
viduos en una unidad con TTUT:RN+1.

5. El sistema está en el estado(N + 1,M + 1) en el ins-
tantet y ocurre una disminución en un individuo en
cada una de las dos especies con TTUT:fM+1.

6. El sistema f́ısico est́a en el estado(N, M + 1) en el ins-
tantet y la poblacíon de la especieB decrece en un
individuo con TTUT:rM+1.

7. El sistema está en el estado fı́sico (N − 1,M + 1) en
el instantet y la especieA aumenta su población en un
individuo, mientras que la especieB decrece en uno
con TTUT:FM+1.

8. El sistema f́ısico est́a en el estado(N − 1,M) en el
instantet y la especieA aumenta su población en un
individuo con TTUT:GN−1.

9. El sistema se encuentra en el estado fı́sico (N, M) en
el instantet y permanece allı́ durante todo el intervalo
(t, t + ∆t).

Cada uno de los nueve procesos involucra dos even-
tos compuestos: primero, la probabilidad de que el sistema
est́e en el estado mencionado en el instantet; segundo, la pro-
babilidad de que ocurra una transición para pasar a(N, M).
Se trata entonces de ocho probabilidades activas, que son:

P (N − 1,M − 1)DM−1∆t P (N, M − 1) gM−1∆t P (N + 1,M − 1) dM−1∆t

P (N + 1,M)RN+1∆t P (N + 1, M + 1) fM+1∆t P (N,M + 1) rM+1∆t

P (N − 1,M + 1) FM+1∆t P (N − 1, M)GN−1∆t

(1)

y una pasiva, que es:

P (N,M, t + ∆t) [1− (DM + gM + dM + RN + fM + rM + FM + GN )∆t] . (2)
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Sumando las ocho probabilidades activas, igualándolas a
las pasivas, reacomodando y tomando el lı́mite ∆t → 0, se
obtiene la ecuación maestra general.

Definiendo los operadores de paso

E±1
N W (N,M) = W (N ± 1,M)

y

E±1
M W (N, M) = W (N,M ± 1) ,

conW una funcíon arbitraria, la ecuación maestra general se
puede escribir como

∂P (N, M, t)
∂t

= L̂P (N, M, t) , (3)

conL̂ dado por la expresión

L̂ =
(E−1

N E−1
M − 1

)
DM +

(E−1
M − 1

)
gM (4)

+
(ENE−1

M − 1
)
dM + (EN − 1) RN

+ (ENEM − 1) fM + (EM − 1) rM

+
(E−1

N EM − 1
)
FM +

(E−1
N − 1

)
GN

3. Estados macrosćopicos y microsćopicos

La expansíon omega de van Kampen permite cortar el espa-
cio de estados en dos: uno macroscópico, que se estudia me-
diante ecuaciones diferenciales no lineales, ordinarias y aco-
pladas, que describen la parte determinista de la conducta del
sistema. Otro que es el espacio de fluctuaciones aleatorias.

Siguiendo el razonamiento de la Ref. 17, consideramos
que el sistema consiste de un númeroE de espacios vacı́os,

tal que definimos un parámetro de tamãnoΩ = N + M + E.
El siguiente paso es definir las densidades poblacionales y
descomponerlas en una parte macroscópica ḿas otra mi-
crosćopica:

n =
N

Ω
= ψ +

1√
Ω

η, m =
M

Ω
= φ +

1√
Ω

ξ. (5)

Además, se puede reconocer que el efecto de un operador de
paso,E±1

N , sobre el ńumero de individuosN es

E±1
N N=E±1

N

(
Ωψ+

√
Ωη

)
=Ωψ +

√
Ω

(
η ± 1√

Ω

)
, (6)

y una relacíon similar paraE±1
M M . Lo anterior se sintetiza en

que un operador de paso produce el cambioη → η ± 1/
√

Ω,
de modo que trabajando sobre cualquier función arbitraria,f ,
que sea doblemente derivable, se obtiene a segundo orden en
un desarrollo en serie de Taylor:

E±1
N − 1 ' ± 1√

Ω
∂

∂η
+

1
2Ω

∂2

∂η2
, (7)

y un resultado similar paraE±1
M .

El siguiente paso consiste en descomponer las TTUT en
dos componentes:

DM = ΩD
(1)
ξ +

√
ΩD

(0)
ξ ,

GN = ΩG(1)
η +

√
ΩG(0)

η , . . . (8)

y aśı sucesivamente. Utilizando la notación corta:∂/∂ξ=∂ξ y
∂/∂η=∂η, despúes de uńalgebra muy larga se encuentra que
el lado derecho (LD) de la Ec. (3) se aproxima como sigue:

LD =
√

Ω
[
− (∂ξ + ∂η)

(
D

(1)
ξ Π

)
− ∂ξ

(
g
(1)
ξ Π

)
− (∂ξ − ∂η) d

(1)
ξ Π + ∂η

(
R(1)

η Π
)

+ (∂ξ + ∂η)
(
f

(1)
ξ Π

)
+ ∂ξ

(
r
(1)
ξ Π

)
+ (∂ξ − ∂η)

(
F

(1)
ξ Π

)
− ∂η

(
G(1)

η Π
)]

+
[
− (∂ξ + ∂η)

(
D

(0)
ξ Π

)
+

1
2

(
∂2

ξ + 2∂ξ∂η + ∂2
η

) (
D

(1)
ξ Π

)
− ∂ξ

(
g
(0)
ξ Π

)
− 1

2
∂2

ξ

(
g
(1)
ξ Π

)

− (∂ξ − ∂η)
(
d
(0)
ξ Π

)
+

1
2

(
∂2

ξ − 2∂ξ∂η + ∂2
η

) (
d
(1)
ξ Π

)
+ ∂η

(
R(0)

η Π
)
− 1

2
∂2

η

(
R(1)

η Π
)

+ (∂ξ + ∂η)
(
f

(0)
ξ Π

)
+

1
2

(
∂2

ξ + 2∂ξ∂η + ∂2
η

) (
f

(1)
ξ Π

)
+ ∂ξ

(
r
(0)
ξ Π

)
+

1
2
∂2

ξ

(
r
(1)
ξ Π

)

+ (∂ξ − ∂η)
(
F

(0)
ξ Π

)
+

1
2

(
∂2

ξ − 2∂ξ∂η + ∂2
η

) (
F

(1)
ξ Π

)
− ∂η

(
G(0)

η Π
)

+
1
2
∂2

η

(
G(1)

η Π
)]

.

Nótese que los términos de orden cero enΩ est́an separados de los de ordenΩ
1
2 .

El lado izquierdo de la Ec. (3) se evalúa conN y M constantes, lo cual se traduce en quedn/dt = dm/dt = 0, de modo
que

dη

dt
= −

√
Ω

dψ

dt
,

dξ

dt
= −

√
Ω

dφ

dt
,
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por lo tanto el lado izquierdo de (3) es de la forma

dΠ
dt

=
∂

∂t
+

∂Π
∂η

∂η

∂t
+

∂Π
∂ξ

∂ξ

∂t

=
∂Π
∂t

+
√

Ω
(
−∂Π

∂η

dψ

dt
+

∂Π
∂ξ

dφ

dt

)
.

donde hemos sustituidoΠ por P y dΠ/dt por ∂P/∂t. Com-
parando los t́erminos a orden cero enΩ de los lados derecho
e izquierdo, encontramos la ecuación de Fokker-Planck pa-
ra las fluctuaciones aleatorias después de un reacomodo.
Denotandoη = q1, ξ = q2 y q = (q1, q2), la ecuacíon de

Fokker-Planck que resulta se escribe como

∂Π(q)
∂t

=−
2∑

µ=1

∂ [Aµ (ψ, φ, q1, q2)Π (q)]
∂qµ

+
1
2

2∑
µ=1

2∑
ν=1

∂ [Dµν (ψ, φ)Π (q)]
∂qµ∂qν

. (9)

La parte macrosćopica de la descripción se obtiene com-
parando los lados izquierdo y derecho a ordenΩ. Multipli-
cando por una función arbitraria, pero integrable,Λ (η, ξ), e
integrando respecto adηdξ, se obtiene

−
∫

V

dηdξ
∂Λ (η, ξ)

∂η
Π

dψ

dt
−

∫

V

dηdξ
∂Λ (η, ξ)

∂ξ
Π

dφ

dt

=
∫

V

dηdξ
∂Λ (η, ξ)

∂ξ

[(
D

(1)
ξ + g

(1)
ξ + d

(1)
ξ − f

(1)
ξ − r

(1)
ξ − F

(1)
ξ

)
Π

]

+
∫

V

dηdξ
∂Λ (η, ξ)

∂η

[(
D

(1)
ξ + F

(1)
ξ + G

(1)
ξ − d

(1)
ξ −R

(1)
ξ − f

(1)
ξ

)
Π

]
,

conV el espacio de fluctuaciones. La frontera deV se puede denotar como∂V , tal queΠ se anula en∂V .
Integrando por partes y haciendoΛ (η, ξ) = η y Λ (η, ξ) = ξ, se obtienen respectivamente, las ecuaciones macroscópicas

siguientes:
〈

dψ

dt

〉
=

〈
D

(1)
ξ + F

(1)
ξ + G(1)

η − d
(1)
ξ −R(1)

η − f
(1)
ξ

〉
, (10)

〈
dφ

dt

〉
=

〈
D

(1)
ξ + g

(1)
ξ + d

(1)
ξ − f

(1)
ξ − r

(1)
ξ − F

(1)
ξ

〉
,

donde〈...〉 es un promedio sobre la densidad de probabilidadΠ(η, ξ).
En lo sucesivo, las variables de fluctuación se denotarán indistintamente comoη = q1 y ξ = q2.
El término de flujo{Aµ} se puede factorizar como

−→
A =

(
A1

A2

)
=

(
D

(0)
ξ + g

(0)
ξ + d

(0)
ξ − f

(0)
ξ − r

(0)
ξ − F

(0)
ξ

D
(0)
ξ + F

(0)
ξ + G

(0)
ξ − d

(0)
ξ −R

(0)
ξ − f

(0)
ξ

)
= Lq, (11)

conL la matriz de convección, yD = {Dµν} la matriz de difusíon:

D =

(
D

(1)
ξ + g

(1)
ξ + d

(1)
ξ + f

(1)
ξ + r

(1)
ξ + F

(1)
ξ D

(1)
ξ − d

(1)
ξ + f

(1)
ξ − F

(1)
ξ

D
(1)
ξ − d

(1)
ξ + f

(1)
ξ − F

(1)
ξ D

(1)
ξ + d

(1)
ξ + R

(1)
η + f

(1)
ξ + F

(1)
ξ + G

(1)
η

)
(12)

Las matricesL y D no dependen de las variables aleatoriasq = (q1, q2), pero śı dependen del tiempo a través de los estados
fı́sicos macrosćopicos{ψ, φ}. Adeḿas, el t́ermino de flujo es lineal enq, por lo tanto, la densidad de probabilidadΠ(q1, q2, t)
es una funcíon gaussiana. Se les llama procesos de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo porque son gaussianos y
porqueL y D dependen det, a trav́es de{ψ, φ}.

La solucíon de la ecuación de Fokker-Planck es la distribución normal [18]

Π (q, t) =
1

(2π)
p
2
√

detΞ
exp

{
−1

2
[q − 〈q〉 (t)] ·Ξ−1 [q − 〈q〉 (t)]

}
, (13)

donde

〈f (q)〉 (t) =

∞∫

−∞
f (q) Π (q, t) dpq (14)
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es la media de una función arbitrariaf (q) y

Ξµν = 〈qµqν〉 − 〈qµ〉 〈qν〉

son las funciones de autocorrelación centradas. La evolución
temporal de los primeros momentos estadı́sticos se describe
mediante la ecuación [19]

d 〈q〉
dt

= L 〈q〉 . (15)

Por su parte, la evolución temporal de la matriz de autocorre-
laciones centradas se describe mediante las ecuaciones [19]:

dΞ (t)
dt

−L (t)Ξ (t)−Ξ (t)L† (t) = D (t) (16)

y

d

dt
{log [detΞ (t)]} = 2Tr

[
D (t)Ξ−1 (t) + L (t)

]
. (17)

Puesto queΞ (t) es una matriz siḿetrica de dos por
dos, (16) se reduce al siguiente sistema de tres ecuaciones
lineales:

d

dt




Ξ11 (t)
Ξ12 (t)
Ξ22 (t)


 =




2L11 (t) 2L12 (t) 0
L12 (t) L11 (t) + L22 (t) L12 (t)

0 2L21 (t) 2L22 (t)







Ξ11 (t)
Ξ12 (t)
Ξ22 (t)


 +




D11 (t)
D12 (t)
D22 (t)


 . (18)

La matriz que aparece en (18) será denotada comoχ (t).

Nuestro objetivo es saber qué ocurre para interva-
los de tiempo muy largos. Formalmente escribiremos:
ĺımt→∞ Lµν (t) = L

(∞)
µν , y ĺımt→∞ Ξµν (t) = Ξ(∞)

µν . Si
hay alguna clase de estado estacionario, debe cumplirse que
dΞ(∞)

µν /dt = 0, tal que las funciones de autocorrelación sa-
tisfacen el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

−




2L
(∞)
11 2L

(∞)
12 0

L
(∞)
12 L

(∞)
11 + L

(∞)
22 L

(∞)
12

0 2L
(∞)
21 2L

(∞)
22







Ξ(∞)
11

Ξ(∞)
12

Ξ(∞)
22




=




D
(∞)
11

0
D

(∞)
22


 . (19)

Esta relacíon entre{Lµν (∞)}, {Dµν (∞)} y {Ξµν (∞)}
es el teorema de fluctuación disipacíon [18].

La estabilidad a nivel macroscópico est́a relacionada con
el sistema de ecuaciones no lineales (10) y pueden utilizar-
se las t́ecnicas de los sistemas dinámicos usuales [20, 21].
Las fluctuaciones medias y las funciones de autocorrelación
son descritas por medio de ecuaciones lineales que no son
aut́onomas, pues sus coeficientes dependen del estado ma-
crosćopico (ψ, φ). A consecuencia de eso, tanto el sistema
macrosćopico como el microsćopico requieren un tratamien-
to nuḿerico para ser resueltos. Nuestro interés estaŕa puesto
en los eigenvalores

{
λL

µ

}
de la matriz de convecciónL, y los

eigenvalores
{
λΞ

µ

}
de la matrizχ (t). Diremos que existe es-

tabilidad microsćopica siRe
{
λL

µ

}
y Re

{
λΞ

µ

}
son negativos

para todoµ. Cuandóeste sea el caso, las fluctuaciones medias
se iŕan a cero para tiempos largos y las desviaciones estándar
y la correlacíon deη y ξ tendeŕan a valores finitos. En este
caso es cuando se puede hablar de un sistema estable de dos
especies en interacción.

4. Un modelo para ćelulas canceŕıgenas en in-
teracción con linfocitos

4.1. Presentacíon

Las ćelulas de un organismo vivo tienen dos mecanismos pa-
ra mantener saludable un tejido, uno de ellos consiste en re-
parar el ADN siempre que sea posible, el otro consiste en
destruirlas mediante la apoptosis cuando el daño al ADN es
muy severo. Se trata de un sistema de muerte programada
de las ćelulas. Cuando ocurren algunas clases de mutacio-
nes, puede llegar a suprimirse el proceso de autodestrucción
celular, tal que, junto con una combinación de cambios en la
célula, aparece una sección de tejido cancerı́geno. Este proce-
so de degradación del tejido est́a relacionado con la ausencia
de apoptosis, de modo que se trata de células que no pueden
morir porque han perdido el mecanismo para ese fin, en con-
secuencia, se trata también de una sección del tejido que no
puede renovarse. Por lo tanto, las tasas de transición deben
reflejar ese hecho.

Por contraparte, los linfocitos son células de los organis-
mos vivos especializadas en defenderlo, se producen como
un sistema autoḿatico del ser vivo y se renuevan cuando han
envejecido. Ante la presencia de agentes extraños, su produc-
ción debe incrementarse, pero en cambio, cuando se trata de
un ser vivo muy debilitado, esta producción tiende a dismi-
nuir junto con el deterioro del resto de signos vitales.Éste
es otro aspecto que también debe reflejarse en las tasas de
transicíon.

Entenderemos que un tratamiento quimioterapéutico con-
siste en introducir, en la región donde vive el tumor, un siste-
ma de agentes quı́micos t́oxicos para las ćelulas cancerı́genas
en mayor medida y también para los linfocitos en mucha me-
nor medida. Lo cual debe reflejarse en las tasas de transición.
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Suponemos también que el modelo que estamos presen-
tando no tiene dependencia espacial, lo cual es posible sólo
si tratamos con porciones del tumor lo suficientemente pe-
quẽnas como para que la densidad de poblaciones de ambos
tipos de ćelulas no cambie de manera apreciable. Suponemos,
adeḿas, que no hay flujo externo significativo de células can-
cerosas ni de linfocitos.

4.2. El modelo

Sea un tumor que ocupa un volumenVt en el cuerpo de un
paciente, y sea una porción de ese tumor cuyo volumen es
Vp ¿ Vt.

Modelamos esta porción del tumor como si estuviera di-
vidida enΩ cajas tan pequeñas que solamente caben1 ó 0
células.N de las cajas contienen una célula canceŕıgena,M
cajas contienen un linfocito yE est́an vaćıas. La seccíon
vaćıa constituye el espacio disponible para la reproducción
de las especies.

Los feńomenos de reproducción y defuncíon de indi-
viduos interactuantes del modelo involucran tres clases de
eventos compuestos en los cuales participan: dos individuos
(clase 1), un individuo (clase 2), o tres individuos (clase 3),
con probabilidades respectivas,P , Q y 1 − P − Q. Los es-
pacios vaćıos seŕan tratados como una tercera especie y su-
ponemos que todos los individuos participan con la misma
probabilidad.

Los eventos compuestos de clase 1 involucran los si-
guientes procesos:

Proceso ńumero 2: participa un individuo de la especie
B y un espacio vaćıo (E), se denota como

B + E → B + B

y corresponde a la reproducción de linfocitos. Su pro-
babilidad es

gM−1 = 2pb̃2
M

Ω
Ω−N −M

Ω− 1
, (20)

donde el factor2 surge de la equivalencia de que apa-
rezcaB + E o E + B.

Proceso ńumero 3: con tasa de transición c̃12, ocurre
una muerte de la especieA asociada a un nacimiento
de la especieB:

B + A → B + B. (21)

Corresponde a la reproducción de linfocitos activada
por la deteccíon de ćelulas cancerı́genas. Su probabili-
dad es

dM−1 = 2pc̃12
M

Ω
N

Ω− 1
. (22)

Proceso ńumero 8: con tasa de transición b̃1, ocurre un
nacimiento de la especieA, siempre que exista un es-
pacio vaćıo disponible:

A + E → A + A. (23)

Corresponde a la reproducción de ćelulas cancerı́ge-
nas. La probabilidad asociada con este proceso es

GN−1 = 2pb̃1
N

Ω
Ω−N −M

Ω− 1

Los eventos compuestos de clase 2, involucran los si-
guientes procesos:

Proceso ńumero 6 (primer tipo): ocurre una muerte de
la especieB, con tasa de transición d̃2

B → E. (24)

Corresponde a la muerte natural de linfocitos, que son
desechados por el organismo al entrar a la clasificación
de ćelulas viejas. La probabilidad asociada a este pro-
ceso es

r′M+1 = pd̃2
M

Ω
. (25)

Proceso ńumero 5 (dãno colateral): se refiere a que
los métodos quimioteraṕeuticos pueden actuar sobre la
médulaósea, haciendo disminuir, o paralizar, la pro-
duccíon de leucocitos, hematı́es y plaquetas. Con tasa
de transicíon Q̃2, ocurre una muerte de la especieB,

B → E,

debido a la acción colateral de la quimioterapia. La
probabilidad de este proceso es

f
(B)
M+1 = QQ̃2

M

Ω
. (26)

Proceso ńumero 5 (accíon qúımica sobre ćelulas can-
cerosas): con tasa de transición Q̃1, ocurre una muerte
de la especieA,

A → E.

La probabilidad de este proceso es

f
(A)
M+1 = QQ̃1

N

Ω
. (27)

La raźon por la cual este proceso es clasificado con el
número 5, en lugar de considerarlo como un proceso 4
y un proceso 6, es que las tasasQ̃2 y Q̃1 no son inde-
pendientes. Bajo la hiṕotesis de que la droga está di-
sẽnada para actuar contra las células cancerı́genas, tal
que la accíon en contra de los linfocitos es un daño co-
lateral, debe cumplirse quẽQ2 = εQ̃1, dondeε < 1.
Una buena droga debe ser tal queε ¿ 1.

Los eventos compuestos de clase 3, involucran el siguien-
te proceso compuesto:
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Proceso ńumero 6 (segundo tipo): con tasa de transi-
ción c̃21, puede ocurrir la muerte de un individuo de la
especieB con la presencia de individuos de la especie
A:

A + A + B → A + A + E. (28)

Corresponde al efecto de debilitamiento del organismo
como consecuencia del exceso de células cancerı́genas
y la disminucíon en la cantidad de linfocitos como re-
sultado. La probabilidad de este proceso es

r′M+1 = 3 (1− p− q) c̃21
N

Ω
N − 1
Ω− 1

M

Ω− 2
.

El factor 3 corresponde a que las siguientes opciones
son equivalentes:A+A+B, A+B +A, B +A+A.

Todas las TTUT se presentan enseguida:

Número de proceso TTUT

2 gM−1 = 2pb̃2
M
Ω

(Ω−N−M)
Ω−1

3 dM−1 = 2pc̃12
N
Ω

M
Ω−1

5
f ′M+1 = QQ̃2

M
Ω

f ′′M+1 = QQ̃1
N
Ω

6

r′M+1 = (1− p−Q) c̃21
N
Ω

N−1
Ω−1

M
Ω−2

r′′M+1 = Qd̃2
M
Ω

8 GN−1 = 2pb̃1
N
Ω

Ω−N−M
Ω−1

(29)

Debido a que los procesos 1, 4 y 7 del caso general no exis-
ten en este modelo, hacemos:DM−1 = dM+1 = FM+1 = 0.
Además definimos

b2=
2pb̃2

Ω− 1
, c12=

2pc̃12

Ω− 1
, Q2 = QQ̃2 , Q1 = QQ̃1

c21=3
(1− p− q) c̃21

Ω− 1
, d2=

qd̃2

Ω
, b1 =

2pb̃1

Ω− 1
, (30)

para desarrollar la descomposición mencionada en (8). La
aproximacíon de ruido lineal produce las siguientes expre-
siones:

g
(1)
ξ = b2φ (1− ψ − φ) , g

(0)
ξ = b2 (1− ψ − 2φ) ξ − b2φη,

d
(1)
ξ = c12ψφ, d

(0)
ξ = c12ψξ + c12φη,

f
′(1)
ξ = Q2φ, f

′(0)
ξ = Q2ξ,

f
′′(1)
ξ = Q1ψ, f

′′(0)
ξ = Q1η,

r
′(1)
ξ = c21ψ

2φ, r
′(0)
ξ = c21ψ

2ξ + 2c21ψφη,

r
′′(1)
ξ = d2φ, r

′′(0)
ξ = d2ξ,

G
(1)
η = b1 [ψ (1− ψ − φ)] , G

(0)
η = b1 [ψ (1− 2ψ − φ) η − ψξ] .

(31)

4.3. Conducta macrosćopica

Las ecuaciones de movimiento del punto estado están dadas
por el sistema (10). ConQ2 = εQ1, las ecuaciones ma-
crosćopicas para el modelo que estamos considerando resul-
tan:

dψ

dt
= b1ψ − (b1 + c12) ψφ− b1ψ

2 −Q1 (ψ + εφ)

= f (ψ, φ) , (32)

dφ

dt
= (b2 − d2)φ− (b2 − c12) ψφ− b2φ

2 − c21ψ
2φ

−Q1 (ψ + εφ) = g (ψ, φ) .

En lo sucesivo, aQ1 le llamaremos parámetro de acción
quimioteraṕeutica. Las densidades de población, (ψ, φ), son
tales que0 ≤ ψ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 1, conφ ≤ 1−ψ. Entonces to-
da la dińamica ocurre en el espacio de estados macroscópicos
dado por el tríangulo rect́angulo cuyos lados son: el eje hori-
zontalψ = 0, el eje verticalφ = 0, y la ĺınea rectaφ = 1−ψ.

El punto(1, 0) corresponde al resultado fatal, mientras que el
punto(0, 1) es el estado de recuperación de la salud.

La dinámica del punto estado[ψ (t) , φ (t)] difiere de la
bien conocida dińamica de los modelos depredador-presa. En
nuestro modelo para trozos de tumor con densidades pobla-
cionales homoǵeneas existen puntos crı́ticos definidos por las
expresiones:dψ∞/dt = 0, dφ∞/dt = 0, y se trata de atrac-
tores si la matriz jacobiana

Jac (ψ, φ) =




∂f

∂ψ

∂f

∂φ

∂g

∂ψ

∂g

∂φ


 ,

tiene eigenvaloresλ1 (ψ, φ), λ2 (ψ, φ) con parte real negati-
va cerca del punto(ψ∞, φ∞). Éste es el primer conjunto de
condiciones para obtener un sistema estable de dos especies
en interaccíon. Por lo tanto, a nivel macroscópico, si al me-
nos uno de los eigenvalores de la matriz jacobiana tiene parte
real positiva, el punto crı́tico es un punto de silla y el sistema
es inestable.
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Las Ecs. (32) fueron resueltas utilizando un algoritmo Runge-Kutta de cuarto orden, encontrando que existen dos regiones
fı́sicamente importantes:

a) una regíon cercana al punto(1, 0), que llamamos región fatal, y

b) otra regíon cercana al punto(0, 1), que llamaremos la región de paciente saludable.

Los resultados se presentan más adelante.

4.4. Conducta estad́ıstica del ruido

La conducta del ruido se describe por medio de la ecuación de Fokker-Planck con coeficientes dados como sigue:

(
A1

A2

)
=

(
G

(0)
η −R(0)

η − g
(0)
ξ

g
(0)
ξ − r

(0)
ξ

)
=

(
L11 L12

L21 L22

)(
η
ξ

)
= L (t) q, (33)

con

〈q〉 =
( 〈q1〉
〈q2〉

)
=

( 〈η〉
〈ξ〉

)
,

y L la matriz de convección dada por la siguiente expresión:

L (t) =
(

(c12 − b2)φ− 2c21ψφ b2 − d2 + (c12 − b2)ψ − 2b2φ− c21ψ
2

b1 − (b1 + c12)φ− 2 (b1 + c11) ψ − (c21 + b1)ψ

)
. (34)

Las entradas de la matrizχ (t) est́an dadas como sigue:

χ11 (t) = 2 (c12 − b2)φ (t)− 4c21ψ (t)φ (t) , (35)

χ12 (t) = 2 (b2 − d2) + 2 (c12 − b2)ψ (t)− 4b2φ (t)− 2c21ψ
2 (t) ,

χ21 (t) = b2 − d2 + (c12 − b2)ψ (t)− 2b2φ− c21ψ
2 (t) ,

χ22 (t) = (c12 − b2)φ (t)− 2c21ψ (t)φ (t)− (c21 + b1)ψ (t) ,

χ23 (t) = b2 − d2 + (c12 − b2)ψ (t)− 2b2φ (t)− c21ψ
2 (t) ,

χ32 (t) = 2b1 − 2 (b1 + c12) φ (t)− 4 (b1 + c11)ψ (t) ,

χ33 (t) = −2 (c21 + b1)ψ (t) ,

y χ13 (t) = χ31 (t) = 0.
La matriz de difusíon se obtiene a partir de la expresión (12), resulta

D (t) =

(
g
(1)
ξ + d

(1)
ξ + r

(1)
ξ −d

(1)
ξ

−d
(1)
ξ d

(1)
ξ + R

(1)
η + G

(1)
η

)

D (t) =
(

b2φ (1− ψ − φ) + c12ψφ + c21ψ
2φ + d2φ

−c12φψ
−c12φψ

c12ψφ + c11ψ
2 + b1ψ (1− ψ − φ)

)
. (36)

4.5. Evolucíon macrosćopica (vecindad deψ∞ y φ∞)

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales (32) tienen cinco puntos crı́ticos definidos por las condiciones

dψ∞
dt

= 0 y
dφ∞
dt

= 0. (37)

Las ecuaciones algebraicas que resultan son

b1ψ∞ − (b1 + c12)ψ∞φ∞ − b1ψ
2
∞ −Q1 (ψ∞ + εφ∞) = 0, (38)

(b2 − d2)φ∞ − (b2 − c12) ψ∞φ∞ − b2φ
2
∞ − c21ψ

2
∞φ∞ −Q1 (ψ∞ + εφ∞) = 0, (39)
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TABLA I. Valores de los parámetros de las tasas de transición y sus
significados.

Paŕametro Valor Papel que cumple la tasa

b1 0.2 reproduccíon de ćelulas cance-
rosas

b2 0.9 reproduccíon de linfocitos

d2 0.1 defuncíon natural de linfocitos

c12 0.01 defuncíon de ćelulas cancero-
sas debido a linfocitos

c21 0.4 defuncíon de linfocitos por de-
bilitamiento

TABLA II. Estados atractores cuando el parámetro de acción qui-
mioteraṕeutica esQ1 = 0.03.

ψ∞=0.94 φ∞=-0.09 estado atractor

ψ∞=0.35 φ∞=0.45 punto de silla

ψ∞=0.23 φ∞=1.01 estado atractor

ψ∞=0.31 φ∞=1.16 punto de silla

FIGURA 1. Solucíon nuḿerica de las Ecs. (32) con paráme-
tro Q1=0 y 0.01 para cada curva. Condiciones iniciales:
ψ (0)=0.1, φ (0)=0.1. El punto estado macroscópico
(ψ (t) , φ (t)) evoluciona hacia la región de resultados fatales,
(φ (tf )=0).

que tienen cuatro soluciones no triviales. De (38) resulta

φ∞ = − (b1 −Q1)ψ∞ − b1ψ
2
∞

εQ1 + (b1 + c12)ψ∞
, (40)

de modo que se cumple el lı́mite

ĺım
ψ∞→1

φ∞ = − Q1

εQ1 + b1 + c12
. (41)

De (41) resulta que cuando el punto estado ingresa en la re-
gión fatal, se acerca aψ∞ = 1, pero antes toca el eje hori-
zontal. Ńotese queφ∞ = 0 implica la muerte del paciente al
perder su sistema inmunológico.

Aśı mismo, en la regíon de paciente saludable, donde es-
peramosψ∞ → 0, resulta

φ∞ = 1− d2 − εQ1

b2
, (42)

de modo que el punto estado toca el eje vertical cuando
φ∞ ∼ 1.

La solucíon nuḿerica al sistema de ecuaciones diferen-
ciales (32) parte de ciertas condiciones iniciales,ψ (t = 0)
y φ (t = 0) y avanza hacia los estados atractores, tocando el
eje en un instantetf . Por lo tanto, en lugar de los puntos ma-
temáticos que satisfacen las Ecs. (37), consideraremos que
los puntos f́ısicamente significativos son aquellos en los que
el sistema toca alguno de los ejes durante el proceso. Los
llamaremos estados finales del sistema, se denotarán como
ψ (tf ) y φ (tf ) y seŕan usados para estudiar la conducta de
las fluctuaciones aleatorias en las regiones de resultado fatal
y de resultado de paciente saludable.

4.5.1. Soluciones nuḿericas de las ecuaciones macroscópi-
cas

ManejandoQ1 como paŕametro de control, se exploraron so-
luciones nuḿericas de las ecuaciones algebraicas (38-39) y
de las ecuaciones diferenciales (32), usando los parámetros
de la Tabla I.

Los resultados obtenidos se discuten enseguida.
ParaQ1 = 0 hay dos soluciones algebraicas reales y no

triviales:(ψ∞, φ∞) = (0, 0.89), y (ψ∞, φ∞) = (1, 0). La
primera de estas parejas es un punto de silla, pues uno de los
eigenvalores es positivo, en tanto que la segunda es un estado
atractor (ambos eigenvalores son negativos).

ParaQ1 = 0.01, ocurre lo mismo, sus soluciones reales
no triviales son:(ψ∞, φ∞) = (0.12, 0.76), y (ψ∞, φ∞) =
(0.97,−0.02). Solamente la segunda es un estado atractor
pero conφ∞ negativo. Como ya se mencionó, el efecto en
el espacio de estados es que existe una región fatal cerca-
na a(1, 0), que atrae la solución para valores muy bajos de
Q1, haciendo que las curvas toquen el eje horizontal como se
aprecia en la Fig. 1.

ParaQ1 = 0.03 hay cuatro soluciones reales no triviales
que se presentan en la Tabla II.

En este caso cada atractor tiene una cuenca definida en el
espacio de estados, de modo que, dependiendo de las condi-
ciones iniciales, el sistema evoluciona hacia la región fatal o
a la de paciente saludable, como se observa en la Fig. 2.

Las soluciones nuḿericas de las ecuaciones macroscópi-
cas ofrecidas por este modelo muestran que el punto estado
que especifica las densidades de células cancerı́genas y de
linfocitos (ψ, φ) evoluciona hacia la región de resultado fatal
cuando el paŕametro quimioteraṕeutico es muy pequeño, es
decir, una quimioterapia reducida no ofrece resultados salu-
dables para el paciente. Ası́ se puede apreciar en la Fig. 1, en
la cual para condiciones iniciales(ψ (0) , φ (0)) = (0.1, 0.1),
las curvas correspondientes aQ1 = 0.0 y Q1 = 0.01
evolucionan hacia estados finales distintos pero tales que
φ (tf ) = 0.
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FIGURA 2. Solucíon nuḿerica de las Ecs. (32) con parámetro
Q1 = 0.03. Con condiciones inicialesψ (0) = 0.5, φ (0) = 0.1
el punto estado macroscópico evoluciona hacia la región de re-
sultados fatales, conφ (tf ) = 0. En cambio, conψ (0) = 0.1,
φ (0) = 0.5 el sistema evoluciona hacia la región de paciente salu-
dable, (ψ (tf ) = 0).

FIGURA 3. Solucíon nuḿerica de las Ecs. (32) con parámetro
Q1 = 0.03. Se presenta la separación del espacio de estados en dos
cuencas. Con condiciones inicialesψ (0)=0.246 y 0.3 φ (0)=0.1,
el punto estado macroscópico evoluciona hacia la región de resul-
tados fatales, (φ (tf )=0). En cambio, conψ (0)=0.1, 0.2 y 0.24,
φ (0)=0.1, el sistema evoluciona hacia la región de paciente salu-
dable, (ψ (tf )=0).

El incremento del parámetro quimioteraṕeutico permite
obtener soluciones tales que el punto estado(ψ, φ) evolucio-
na hacia la región de paciente saludable, o hacia la región de
resultado fatal, dependiendo de las condiciones iniciales. El
espacio de estadosφ respecto aψ se encuentra dividido en
dos cuencas, con sendas regiones atractoras: la de paciente
saludable y la de resultado fatal. Esto permite clasificar dos
tipos de pacientes, aquellos cuyas condiciones iniciales son
suficientemente buenas como para responder favorablemen-
te a una quimioterapia, y otros cuyas condiciones iniciales
permiten clasificarlos como individuos tan debilitados que
no es posible dirigir su estado hacia la región de paciente
saludable. Aśı se puede apreciar en la Fig. 2, en la que se
presentan dos condiciones iniciales distintas con el mismo
valor del paŕametro quimioteraṕeutico,Q1 = 0.03. Cuan-
do las condiciones iniciales son(ψ (0) , φ (0)) = (0.1, 0.5),

la curva evoluciona hacia la región de resultado favorable,
ψ (tf ) = 0. En cambio, cuando las condiciones iniciales son
[ψ (0) , φ (0)] = (0.5, 0.1), la curva evoluciona hacia la re-
gión de resultado fatalφ (tf ) = 0.

La separacíon de las dos cuencas puede ser apreciada con
mucha claridad en la Fig. 3, en la cual se presentan cinco
curvas distintas, correspondientes a cinco parejas de condi-
ciones iniciales diferentes. En todos los casos el parámetro
quimioteraṕeutico esQ1 = 0.03. Con el mismo valor inicial
de la densidad de linfocitos, resulta que pequeñas diferencias
en la densidad inicial de células cancerı́genas define el futuro
resultado. Esta consecuencia del modelo corresponde cualita-
tivamente al inteŕes ḿedico en descubrir los casos de cáncer
lo antes posible, e iniciar su tratamiento de inmediato.

El modelo tambíen nos dice que las dosis de quimiotera-
pia no pueden ser exageradamente altas, pues como se apre-
cia en la Fig. 4, con parámetro quimioteraṕeuticoQ1 = 2,
la curva con condiciones iniciales(ψ (0) , φ (0)) = (0.3, 0.1)
lleva a un estado conφ (tf ) = 0, que corresponde a resul-
tado fatal. A su vez, cuando las condiciones iniciales son
[ψ (0) , φ (0)] = (0.2, 0.3), la curva evoluciona hacia un es-
tado conψ (tf ) = 0, de resultado saludable pero con una
densidad de linfocitos extremadamente baja, lo cual nos ha-
bla de un individuo sumamente debilitado.

4.6. Fluctuaciones aleatorias en la vecindad de los esta-
dos finales

Las Ecs. (15) y (18) son un sistema de ecuaciones lineales no
aut́onomas debido a que las matrices de convección y de difu-
sión dependen explı́citamente del punto estado(ψ (t) , φ (t)).
Su conducta en la vecindad del estado final,ψ (tf ) o φ (tf ),
se puede conocer analizando los eigenvalores de las matrices
L (t) y χ (t).

FIGURA 4. Solucíon nuḿerica de las Ecs. (32) con parámetro
Q1 = 2. Con condiciones inicialesψ (0) = 0.3, φ (0) = 0.1, el
punto estado macroscópico final es fatal, (φ (tf ) = 0). En cambio,
con condiciones inicialesψ (0) = 0.2, φ (0) = 0.3, el sistema evo-
luciona hacia la región de paciente saludable, (ψ (tf ) = 0). Nótese
que el caso saludable corresponde a un sistema inmunológico muy
debilitado.
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TABLA III. Eigenvalores deL (tf ) y deχ (tf ) para distintos valores del parámetro de acción quimioteraṕeuticaQ1.

Q1 ψ (tf ) φ (tf ) λ
(L)
1 λ

(L)
2 λ

(Ξ)
1 λ

(Ξ)
2 λ

(Ξ)
3

0 0.999 0 -0.499 -0.199 -0.999 -0.999 -0.999

0.01 0.833 0.004 -0.221 -0.129 -0.578 -0.487 0.011

0.02 0 0.882 -0.672 -0.119 -1.197 -1.197 0.019

0.03 0 0.879 -0.666 -0.121 -1.189 -1.189 0.018

0.04 0 0.876 -0.661 -0.121 -1.182 -1.182 0.018

0.05 0 0.874 -0.655 -0.122 -1.176 -1.176 0.018

0.06 0 0.869 -0.649 -0.123 -1.166 -1.166 0.16

0.07 0 0.868 -0.644 -0.123 -1.16 -1.16 0.018

0.08 0 0.864 -0.637 -0.125 -1.151 -1.146 0.019

0.09 0 0.863 -0.633 -0.124 -1.146 -1.146 0.019

0.1 0 0.858 -0.624 -0.07431 -1.135 -1.135 0.018

FIGURA 5. Los estados finales[ψ (tf ) , φ (tf )] cambian al fortale-
cer la accíon quimioteraṕeutica.

FIGURA 6. Los eigenvalores de la matriz de convección
son negativos. Esto indica que las fluctuaciones medias
〈q〉 (t) = (〈q1 (t) , q2 (t)〉) tienden a cero cuando el punto es-
tado macrosćopico (ψ (t) , φ (t)) tiende a cualquiera de las dos
regiones: de resultado fatal, o de paciente saludable.

Con los paŕametros establecidos en el apartado de solu-
ciones nuḿericas, fueron resueltas las ecuaciones macroscó-

FIGURA 7. Uno de los eigenvalores de la matrizχ (t) tiene par-
te real positiva. Esto indica que las fluctuaciones aleatorias no son
acotadas en la descripción de ruido lineal. Podrı́a existir riesgo de
reaparicíon de la enfermedad.

picas para obtener los estados finales. También fueron calcu-
lados los eigenvalores de las matricesD (tf ) y χ (tf ). Los
resultados se presentan en la Tabla III y se ilustran en las
Figs. 5, 6 y 7.

Los resultados para la parte microscópica ofrecen un mo-
tivo de alerta, pues la conducta de las fluctuaciones aleatorias
pone en tela de juicio la estabilidad del estado macroscópi-
co en la regíon de paciente saludable. Encontramos que para
tiempost ∼ tf , las zonas de eigenvalores negativos de la ma-
triz L (tf ) corresponden a fluctuaciones medias que tienden
a cero, como se puede observar en la Fig. 6. Por esa razón no
constituyen motivo de preocupación para los casos que han
alcanzado la región de paciente saludable. En cambio, en la
Fig. 7 encontramos que para tiempost ∼ tf , las zonas de
eigenvalores positivos de la matrizχ (tf ) son tales que, en la
descripcíon de ruido lineal, la anchura de la densidad de pro-
babilidad, dada en (13), puede crecer indefinidamente, dan-
do lugar a que las fluctuaciones aleatorias puedan alcanzar
cualquier estado fı́sico, áun cuando su promedio estadı́stico
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sea cero. Estos resultados sugieren que los tratamientos qui-
mioteraṕeuticos podŕıan ser macrosćopicamente estables, pe-
ro microsćopicamente inestables, con desviaciones estándar
no acotadas.

5. Discusíon y conclusiones

En śıntesis, el modelo permite concluir que la parte ma-
crosćopica es tal que el espacio de estados se divide en dos
cuencas para el caso de valores suficientemente altos deQ1 y
éstas son tales que, dependiendo de las condiciones iniciales
(sistema inmunológico d́ebil, o fuerte), el estado macroscópi-
co evoluciona hacia la región de resultado fatal o a la de pa-
ciente saludable.

Sin embargo, para la parte microscópica el modelo in-
dica que las fluctuaciones aleatorias podrı́an mantener una

inestabilidad capaz de producir un incremento súbito de las
poblaciones, haciendo reaparecer la enfermedad. Esto consti-
tuye un motivo de preocupación para los casos que alcanzan
la regíon de paciente saludable.

A fin de contrastar los resultados teóricos anteriores con
el experimento, sugerimos que a la vez que se aplican trata-
mientos quimioteraṕeuticos se obtengan datos empı́ricos que
permitan la elaboración de gŕaficas de densidad de linfocitos
respecto a densidad de células cancerı́genas en regiones es-
pećıficas de tumores. Estos datos podrı́an ser obtenidos me-
diante t́ecnicas de conteo diversas, entre las cuales se pue-
den considerar: la citometrı́a de flujo [22], la tomografı́a de
emisíon de positrones [23], la resonancia magnética de alta
resolucíon [24], la microscoṕıa intravital [25], o la biolumi-
niscencia [26].
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