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En este trabajo consideramos el problema del crecimiento y despegue de burbujas de gas en recipientes lléqadisscasdosos y con
paredes muy cercanas al orificio de inyéccdel gas, de manera que las paredes afectan a la forma y el volumeaxiheoncrecimiento

de la burbuja. Usando las ecuaciones de Stokes para flujo viscoso lento, tratamos dos caségriarisde inters: a) el caso donde las
paredes forman un cono vertical invertido, y b) el caso de una paiedr@h vertical conentrica con el orificio de inyecgh. En ambos

casos las ecuaciones de flujo fueron resueltasenigamente con el &todo de los elementos de contorno, y los resultados se expresaron en
términos de las formas de las burbujas, sus volumerdednos y otras propiedades de irieipara diferentes valores déimero de Bond

y del nimero capilar. Presentamos una comparaciualitativa con las formas de las burbujas experimentales, obtenidas a caudales de gas
constantes, en los sistemas aire-glicerina y aire-aceite darsillicha comparadn permite concluir que las soluciones renmas describen

muy bien este febmeno. Nuestros resultados muestran t@migjue la posibilidad de actuar sobréaegulo del cono o el radio del cilindro
proporciona un ratodo eficaz de controlar la forma y tafieede las burbujas generadas.

Descriptores: Formacon de burbujas; &todo de elemento frontera; flujos de gasqyido.

In this work we consider the problem of growth and detachment of gas bubbles in reservoirs filled with viscous liquids whose walls are very
close to the gas injection orifice, in such a manner that the walls affects the bubble shape and its maximum volume of growing. Using the
Stokes equations for slow viscous flow, we have studied two cases of interest: a) the case where the walls make a vertical inverted cone,
and b) the case of a cylindrical wall concentric to the injection orifice. In both cases the fluid flow equations were solved numerically by
using the Boundary Element Method (BEM), and the results are given in terms of the bubble shapes, their maximum volumes and other
properties of interest for different values of the Bond and Capillary numbers. We present a qualitative comparison with the experimental
bubbles obtained at constant gas flow rates, in the air-gliceryn and air-silicone oil systems. This comparison allows us to conclude that the
numerical solutions describe very well this phenomenon. Our results also show that possibility of change of the cone angle or the cylinder
radius yields an efficient method to control the shape and size of the produced bubbles.

Keywords:Bubble formation; boundary element methods; gas/liquid flows.

PACS: 47.55.db; 47.11.Hj; 47.55.Ca

1. Introduccion En el caso de lodduidos muy viscosos, la presencia de
burbujas corinmente ocurre, por ejemplo, en procesos con

_polimeros en su faséduida, en los flujos de lava y, para el

El proceso de crecimiento y despegue de burbujas por irkasq ge recuperdani de petbleo, en las tubéas de produc-
yeccbn de gas dentro de ufglido en reposo ha sido muy gian ge crudo. Estéltimo caso es el que &s nos interesa

estu@z:ﬂo en el caso dcquh;dt(ajs c%n efectos VIS(.)'OSO.S des- y motiva, ya que laécnica de bombeo nelatico (inyecobn
preciables [1-8]. Los resultados de esta aproxioragiara e gas al seno de la tufiey involucra la formadin y manejo

la formacbn de burbujas son de utilidad en industrias comoy, burbujas en espacios confinados y con una estrecha po-
la metalirgica o en reactores guicos, donde a menudo se gjpjjijad de cambio del flujo de gas inyectado hacia el acei-
tienen sistemas que mvolucr_aqmdos poco viscosos, tales te crudo [9]. A menudo el caudal de gas inyectado es casi
como_llmetallesdgw%o;y solu0|onest)§01105as. En,am(;?os CaSO8pnstante. En general, el estudio a nivel fundamental de las
se utilizan las burbujas para cambiar la concerdrade es- 1 ias eniuidos viscosos en sistemas semi-infinitos (en

pecies, 0 para limpiar las impurezas, captwolas pormedio 5 ,qencia de paredes)stuy avanzado [10-15], pero el pro-
de procesos de adhésj difusbn, 0 ambos [2].
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ceso de formadin y movimiento en sistemas confinados haparedes del recipiente no astpresentes, aunquiest fondo,

recibido menos atenn [16-19]. que es de donde emerge el gas que forma a la burbuja. Este
Todos losiquidos son viscosos en menor o mayor gradoliltimo caso et bien estudiado y seta referencia con la que

Esto significa que la aproximdxi no viscosa deja de lado compararemos todos nuestros resultados [14—16].

aspectos importantes del proceso de forgmagi movimien-

to de las burbujas, tales como el arrastre viscoso [14] y Ioﬁia

esfuerzos cortantes, sobre todo en la_proximidad ,de I_as Ptecimiento de las burbujas ocurre cuando la burbuja crece
redes_[16, 1?’ 1_9]‘ En_muchos trahajos sobre la formde . axilsimétricamente dentro de un cilindro de radianicial-
burbujas _emt]wdos VIScosos se establece que la genemact ente grande (sistemas semi infinitos) y que se va reduciendo
de burpu;as grandes requiere mcremen'tar,el valor dkelen hasta alcanzar valores peos y cercanos al radio del tubo

ro capilar Ca (en esencia, el caudal de iny@eae gas) y/o de inyeccdn a (i.e., R/a — 1) (ver Fig. 2). En reladin con

]Ezlllstml_r]wr eII ru(rjnetro (E'_e Bond,f_B_o I(C()lieg%e d|_e| las fuerzas OleIos conos, este caso corresponde formalmente a tener conte-
otacion a las de tenén superficial) [14—16]. Hay una corre- nedores énicos conx = 90°.

lacion entre el volumen aximo adimensional alcanzado por
una burbujaly, y los imeros capilar y de Bond, de lafor-  En este trabajo asumimos la presencia déauido muy
maVj; ~(Ca/Boy/*, que es @lida cuando el cociente Ca/Bo ViSCos0'y que el gas, inyectado a un caudal constangs no
es grande [14-16]. viscoso. Esto lleva a valores muy bajos déinero de Rey-
En este trabajo demostraremos que la forma del recipier?olds [14, 15]. As en el modelado de la formaxi de las
te que contiene aiduido, o equivalentemente, la presenciaburbujas utilizaremos las ecuaciones de Stokatdas para
de algin elemento como una boquilla donde crece la burbuflujos de fluidos viscosos y lentos. Las ecuaciones de Sto-
ja provoca una deformam sustancial déstas respecto a la kes Yy de continuidad se resuelven rarinamente utilizando
forma esérica y afecta al volumen&ximo de despegui) ;. el método de los elementos de contorno. Posteriormente, los
Hasta donde sabemdsta es la primera vez que se present&£ampos de velocidades y de pi@sique resultan de la so-
en detalle un mecanismo de crecimiento de burbujas en fuucion nunérica se incorporan a la ecuaside la superficie
cion de un simple cambio en la geoniatdel contenedor o libre, llevando a la evoluon temporal de la superficie de la
de la boquilla de inyecéi del gas. burbuja bajo la presencia de paredes muy cercanas al tubo
Una manera en la que la influencia de las paredes puedie inyeccdn del gas. Los resultados pueden ser expresados
irse intensificando gradualmente es considerar qugueitio  en funcon del rumeros capilar, Ca, y elumero de Bond,
se encuentra en un recipiente cuyo fondo inicialmente plaBo. El numero capilar es una medida de la competencia entre
no se inclina siratricamente respecto al orificio de inyemei  1as fuerzas viscosas, originadas por la entrada de aire al seno
del gas. De forma factica esta inclinadn puede correspon- del liquido y las fuerzas de teisi superficial que mantienen
der a tener un recipient®gico cuya pared estinclinada un  Unida a la burbuja a la boca del tubo de inyéacde aire.
anguloa respecto a la horizontal, o bien, que la boquilla dePor otro lado, el amero de Bond es una medida de la in-
inyeccbn sea un cono vertical de sémgulor/2 — o (ver  tensidad de las fuerzas de flotatirespecto a las de teosi
Fig. 1). superficial. Al expresar las soluciones @nninos de estos
Una situaddn limite de este caso se da cuande= 0°, dos paametros es posible tener una amplia variedad de con-

es decir, el casdytico de un medio semi infinito en el que las diciones fsicas bajo las cuales crecen las burbujas. A partir

Otro caso de int&s y en el que tambh se puede apre-
r, de manera gradual, la influencia de las paredes sobre el

(a) (b)
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FIGURA 1. Formacon de una burbuja en: a) un recipiente en donde el tubo de iryedei aire tiene una boquill®nica que se inserta eje
simetricamente al tubo de inyeéai, b) un recipiente@ico que contiene alduido viscoso. Para todo fingetico ambas situaciones son
identicas enérminos de la fenomenol@gdel crecimiento.
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lg aire; es decir, que elimero de Reynolds, Re pQ/ua es
pequéo [14, 15, 19]. En la Sec. 4 mostramos que esta con-
dicion es &cil de satisfacer experimentalmente pagaidos
muy Vviscosos. Bajo estas condiciones, el flujo inducido en el
liquido por el crecimiento de la burbuja desde el orificio de
{@ entrada del gas y por las burbujas que ya despegaron, obede-

Liguido ce las ecuaciones de continuidad y de Stokes, cuyas formas

i viscoso adimensionales son, respectivamente,

cilindrico

L
E.fememo“- —1Burbujia V.-v=0, 1)

| ; 0= —Vp+ Vv — Boi, (2)
Vit fix.e 14 . .
0 0 dondep es la predin, v es el campo de velocidadeses
el vector unitario apuntando en la dire@civertical ¢ es la
Tubo de inveecion coordenada vertical) y Bo es elimero de Bond dado por
de qire

. . - . pga’
FIGURA 2. Formacon de burbujas dentro de cilindros de radio Bo=——, 3)
y alturaL. El recipiente que contiene atjlido viscoso tiene altura g
h > Ly la base del cilindro eata una altural sobre la base del dondes es la tendin superficial yg es la acelerabn de la
recipiente. gravedad.
En la ecuaciones anteriores y en las subsecuentes hemos
de esto es posible dar una clara ideadi®e las paredes, las escalado las coordenadas espaciales con el radio interior del

fuerzas viscosas, las fuerzas capilares y las fuerzas de flotho, a, y el tiempo, con el tiempo viscosg = o/pa. Las

cion afectan el proceso de crecimiento de una burbuja.  Ecs. (1) y (2) deben de resolverse con las condiciones de con-
La estructura del @xulo es como sigue. En la siguien- tgrno
te secadn formulamos el problema eartminos de las ecua- D,
K3

ciones adimensionales para el movimiento dglido y las =0, 4)
condiciones adimensionales de frontera para la evaude
la superficie libre. En la Sec. 3 presentamos los principales —pn; + 7" -n; = (V- n; — pg,)n;. )
resultados obtenidos de la soloinunérica de este proble-
ma, discutiendo la evolu@n de la superficie libre durante el
crecimiento de la burbuja a caudal de gas constante, en reci- v=20 (6)
pientes énicos y ciindricos. En la Sec. 4 discutimos algu-

nos experimentos realizados para dar validez a los resultad88 las superficiestfidas adyacentes y en el infinito, ya que
numéricos. Finalmente, en la Sec. 5 resumimos las principa€! liquido ali no se mueve. Ade&s, la presin lejos de la

les conclusiones y limitaciones de este trabajo. burbuja debe satisfacer

Dt

en las superficies de las burbujas y

p+ Box = cte. )
2. Ecuaciones para la formadn de burbujas

. . La Ec. (4) establece que la superficie de cada burbuja es
en liquidos viscosos

una superficie fluida [20] y la Ec. (5) especifica el balance de
Formulamos en esta se6nilas ecuaciones de conservaci los esfuerzps que den sobre la superficie de la bUI‘DUja..

de masa y de momento,ia®mo las condiciones de contor- La cantl_dadD/Dt = 0/0t+v -V en .(4) es la deri- o
no en la superficie de la burbuja y en las paredes del cono\(/)ada material en los puntos de I"?‘ sgperﬁue de las burbu'Jas,
tubo colocados sitricamente alrededor del orificio por el ™ :_V,f"/ |V/i| €s un vector unitario normal a la superfi-
gue se inyecta el gas. Consideramos el cags simple en el cie fi; T es e_I tensor d? esfuerzos VISCOSOS, daQo por [a ley
cual se inyecta un gas incompresible, de densidad y viscosﬁj-e Navier-Poisson [20]; y,, es la prewin adimensional del

dad despreciables, a un caudal constapten el seno de un gazd?ni Ii-es:;‘ni,amti)urbwa.blrist? pr;ﬂfﬂrbsq determlnla pbor: las
liquido incompresible, inicialmente quieto, de densidad condiciones diamicas sobre fas burbujas y SUSUmEnes

viscosidad despiés de despega¥; (con: = 1,2,3,...), los cuales no
La inyec;cbn del gas puede ocurrir a ties de un tubo cambian con el tiempo. Finalmente, asumimos que el caudal
. ’ S : adimensional que forma a la burbuja inicial, de volunign
capilar circular de radio interiar y grosor de pare#’, loca- . ! e
lizado en el fondo del recipienténico o ciindrico. Escri- y que esa creciendo desde el orificio de entrada del gas, es

bimos la ecuaéin de la superficie de laésima burbuja en dVo/dt =Ca= cte; es decir, el caudal afjlmen5|ongl del gas
la forma f;(x, £) — 0, con f; > 0 en el iquido (ver Figs. 1 que forma a la burbuja es exactamenteighero capilar, da-

y 2). Admitimos que el efecto de la inercia dejdido es do por 1Q
despreciable en el movimiento provocado por la entrada del Ca = Py

®)
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Recordamos que este paretro puede entenderse tagmbi las superficies libres;. Las pruebas realizadas con diferen-

como una medida de las fuerzas viscosas respecto a las tis rimeros de nodos mostraron que una interpbtade 120

tensbn superficial. nodos en la superficie de la burbuja antes de despegar y 60
Otro paametro que influye en el crecimiento de las bur-nodos para las superficies de las burbujas que ya despegaron

bujas enilquidos viscosos y no viscosos esaabjulo de con-  proporciona suficiente resolaci.

tactod [7, 8, 15]. Si6 < 90°, el volumen naximo de la bur-

buja, previo al despegue, no depende de dicha cantidad, pero El método de los elementos de contorno usa la lineali-

si§ > 90° dicho volumen puede incrementarse varias veceslad de la ecuaoin de Stokes para superponer los campos de

respecto al volumen de las burbujas formadas en sistemas cfinjo generados por fuerzas puntuales distribuidas sobre las

buen mojado{ < 90°). Por simplicidad, en nuestroélcu-  superficies de las burbujas. La distritrties inicialmente

los hemos asumido que= 45°; es decir, un buen mojado.  desconocida y se determina imponiendo las condiciones de
En la siguiente seadn resolveremos nuenicamente el  contorno sobre los campos de flujos resultantes. Ya que las

problema aquplanteado y demostraremos que el volumenincognitas y las condiciones necesarias para resolverlas se lo-

méaximo y la forma de las burbujas son fuertemente deperealizan sobre la frontera, la dimeagidel problema se reduce

dientes dehngulo de pared del cono y de lo8meros Cay en uno, que es una caradstica distintiva de la formulatn

Bo. Algo similar ocurrii para las burbujas formadas dentrode la integral de frontera. Adéis, la acdn de las fuerzas

de cilindros de radio cercano al del orifio de inyécci puntuales se anula en infinito. Una vez que se determina la

velocidad del fluido sobre la superficie de la burbuja, la su-

perficie evoluciona de acuerdo a la condrccinenatica (4).

De esta manera se determina la superficie de la burbuja, la

Buscamos soluciones axils@ticas de las Ecs. (1)—(2) con cual es otra incognita, y nuevamente se deja que la burbuja

las condiciones de contorno (4)—(7). Utilizamos edtado  evolucione. Elenfasis de esta formuldsi sobre el @lculo

de los elementos de contorno (BEM por sus siglas en inde la superficie libre hace de est@todo una herramienta

glées [21-23]), para resolver las Ecs. (1)—(2) y ugtodo de ideal para problemas con fronteras deformables o irregulares,

3. Solucbn numeérica

Runge-Kutta de segundo orden para calcular la evaiude

como el caso aquconsiderado.

45 45 iR 45
an an t 45 t a }
#HE - %5 | .|
= ) k- = | =l
e ™ 2 . )
ar . el ot
15 16 | 15 ¢ 15
m 10 ¢ 10 - 10
Ll 5 s L
0 1] L] 1]
420 2 4 4 302 4 420 24 <4202 4 42024 432024
o=0" o=60" a=65" a=70" a=75" a=80"

FIGURA 3. Perfiles bidimensionales de las burbujas a su volumiiee(maximo volumen alcanzado por la burbuja antes del despegue)
para distintos valores dahguloa. En este caso las burbujas crecen a caudal constantealoodos fueron hechos para Ca=10 y Bo=0.2.
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3.1. Recipientes 6nicos ] Numérica

] VeCa®™, a=60°, B=0.2
Mostraremos en primer lugar que la orientacidel fondo > |- VecCa™, B=0.2
tiene un efecto muy importante sobre el crecimiento de la 100"‘5
burbuja, aunque cualitativamente se aprecia que los cambio:

son mayores a partir de = 60°. En la Fig. 3 mostramos los
perfiles de las burbujas en el momento del despegue, cuand 1=
alcanzan su éximo volumen,Vy; (también llamado volu- 104
men citico, volumen naximo o volumen de despegue) para ]
diferentes valores de. En dicha figura los valores delime- ]
ro capilar y del imero de Bond son Ca=10 y Bo=0.2, res- ] -
pectivamente.

En el primer perfil de la Fig. 3 se muestra una burbuja que — ——————y ————r
crece en un medio semi infiniter (= 0, correspondiente a un 1 10 100
fondo plano horizontal). El resto de los perfiles corresponden Ca
a fondos 6nicos con = 60, 65, 70, 75 y 80°. Notese que FIGURA 5. Grafica log-log del volumen adimensionbzlf/a3 en

hay un aumento sustancial del volumeftico a medida que ~ funcion del rumero capilar, Ca. En este caso= 60°, Bo=0.2y el
o crece mejor ajuste a los datosdscos lo da la relaéin Vo s /a® ~Ca-%4,

, , o Se muestra tamén la curvaly; /a® ~Ca’/4, la cual correspon-
En la Fig. 4 mostramos el volumen adimensionalicr  ge 4| crecimiento de burbujas en medios semi infinitos en donde
co Voy en funcon dec, para tres parejas de valores de Caformalmenten = 0° (- —-).

y Bo: Ca=10 y Bo=0.2; Ca=10 y Bo=2, Ca=20; y Bo=2. En
todos estos casos las fuerzas viscosas son dominantes sobrelLa Fig. 4 muestra cuantitativamente un resultado muy im-
las de tendin superficial (Ca grande), mientras que la intensiportante:a nUmeros de Bond bajasl volumen citico de la

dad de la fuerza de flotdm es en unos casos grande (Bo=2)burbuja crece continuamente al incrementarsmguloa. Es

y en otro caso peqiie (Bo=0.2) frente a las fuerzas capila- decir, en este caso se tiene una nueva manera de conseguir
res, al menos mientras el taifftade la burbuja es de orden una burbuja de un tanfeo deseado simplemente cambiando
a. La curva correspondiente a Bo=0.2 y Ca=10 (Ca/Bo=50)» adecuadamente, manteniendo el caudal de gas alto pero
muestra que las intensas fuerzas capilares producémeel constante De hecho, mediante los mejores ajustes de leyes
nes citicos y deformaciones grandes comparados con los dée potencia de la form&,; ~ «” para el caso Bo=0.2 y

los casos en los que la gravedad domina desde el comienZa=10 encontramos que, aproximadamente,

del proceso (Bo 1). Ya que los cambios &s intensos en el
volumen se presentan para Ca=10 y Bo=0.2, muchos de los

Vf ~ a si 0°<a<45°,

resultados que siguen se darpara ese caso. Vor ~ % si 45° < o~ 80°.
Este efecto dex sobre el crecimiento de las burbujas puede
160 entenderse como debido a una fratiefectiva generada en
T las paredes del cono, lo que aprovecha la burbuja para crecer
1409 Ga=10, Bo=0.2 mas. Por el contrario, el volumer; sblo crece ébilmente
s 120_' ,,,,,,,,,,, Ca=10, Bo=2 cona cuando Bo- 1, excepto parangulos muy grandes, pa-
Ca=20, Bo=2 ra los que el crecimiento dé,; es muy intenso. Hasta don-

de sabemosgsta es una nueva manera de generar burbujas
de tamé@o cada vez mayor, bajo el consecuente aumento del
angulo, sobre todo en éhtite Ca/Bo> 1.

Ya hemos mencionado que estudios previos, tanto experi-
mentales [16] como teicos [14, 15], muestran que para bur-
bujas en medios semi infinitos (o con paredes muy alejadas)
y altos gastos la ley de potencia que correlaciona al volumen
adimensional y alimero capilar e¥,; ~Ca*/*. Esta ley se
modifica para el caso de crecimiento en conos. Como ejem-
0 T " T - T - T - T plo, mostramos en la Fig. 5 el valor &g, como funcon de
Ca para un fondo@nico cona = 60° y Bo=0.2. El volumen
final de la burbuja es siempre mayor que en un medio semi
FIGURA 4. Grafica adimensional del volumenitico de la burbu-  infinito, pero el crecimiento d&; con el imero capilar es
ja en funcén a. Se muestran los casos para Ca=10, Bo¢lea ~ Mas lentoVy; ~Ca%. Para propsitos de comparai, se
continug; Ca=10 y Bo=2(guion largo) y Ca=20 y Bo=2guion incluye en la Fig. 5 la ley de crecimiento del volumen de la
corto). burbuja en un medio semi infinito.

100

80+
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40

20
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Rev. Mex. . 55(3) (2009) 166-179



FORMACION DE BURBUJAS EN liQUIDOS VISCOSOS CONTENIDOS EN CONOS Y CILINDROS 171
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FIGURA 6. Evolucion del centro de masa adimensional,, en FIGURA 8. Promedio temporal adlmen5|9nal de la rap!dez de as-
funcion del tiempo adimensional para distintos valoresxdéos censo del centro de masaicar), en funcon dea. Los dlculos
calculos fueron hechos para Ca=10y Bo=0.2. fueron hechos para Ca=10y Bo=0.2.
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FIGURA 9. Gréficas del cociente de deforménil” en funcbn de
R « para burbujas que crecen en conos y alcanzan su voluntieo cr

0.2 Se presentan los casos para tres paresideros: Ca=10 y Bo=2;
0.1 Ca=20y Bo=2;y Ca=10y Bo=0.2.
0.0 —r r 111 11T 11T ™1 r1 . .
6o & 10 15 22 25 30 38 40 45 0 El promedio temporal de la velocidad del centro de masa

t{adimensianal) durante todo el tiempo de formaci de la burbuija,

FIGURA 7. Rapidez de ascenso del centro de masa adimensional,
vem, en funcon del tiempo adimensional para distintos valores de feree
. Los clculos fueron hechos para Ca=10y Bo=0.2. (venm) = (1/teree) / voumdt,

. . . . . 0
Otra medida de @mo las burbujas son influenciadas por

la presencia de las paredes viene dada por la edgoiudel tambén da una idea debemo la burbuja crece para distin-
centro de masa. En la Fig. 6 mostramos la altura adimertosangulos del cono. En la Fig. 8 mostramos la vatinale
sional del centro de masa de la burbuja sobre el orificio dévcas) cona. Como puede verse, la velocidad media de cre-
inyeccbn, zcar, en funcobn del tiempo, para varios valores cimiento de la burbuja disminuye al aumentaralcanza un

de . Se observa que el centro de masa se eleva cada veinimo cerca dev = 60°, y tiende a crecer linealmente para
mas conforme ehnguloa crece. Es decir, a mayor valor de valores mayores de. Estos resultados sugieren que la pa-
« la burbuja se alarga @s. La rapidez con la que el centro red del cono poda jugar un papel diferente cuando< 60°

de masa se eleva viene dada por su velocidad adimensiorgie cuandex > 60°. Paraa < 60° las paredes imponen una
vem = dren/dt. La Fig. 7 muestra esta cantidad en fun- friccion efectiva que domina sobre la flotawi Esto hace que
cion del tiempo para treangulos caractésticos,c = 0,60y la burbuja ascienda de modo lento y continue creciendo has-
80°. Se aprecia que pata= 0° y 60° la velocidadvcy, pri-  ta que la fuerza de flotamn, que es proporcional al volumen
mero disminuye, alcanza uninimo, y despés @pidamen- de la burbuja, vence a la fuerza friccional originada por las
te se incrementa, aunque no recupera su valor inicial. Pajaredes y al arrastre viscoso.

a = 80° la velocidad disminuye muyapidamente y desgs El efecto de 8lo la fuerza de arrastre viscoso se refleja
toma un valor casi constante hasta el despegue. en la curva parar = 0° de la Fig. 7. Si no hay paredes, la
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rapidez de ascenso del centro de masa de la burbuja dismincual es obvio si se tienen en cuenta los resultados previos so-
ye debido a que la fuerza de arrastre viscoso es proporcionbie el volumen raximo. La utilidad de estéltimo resultado
al radio medio de la burbuja, que en este caso es cdsi-esf ha sido esplendidamente mostrada efnebito de la gedsi-
ca [25]. Para una burbuja que crece en presencia de una pares} donde diversos estudios nemcos de la deformatn de
cbnica conu < 60°, la rapidez media de ascenso es aun meburbujas enitjuidos muy viscosos como el magma, pero bajo
nor que en el casa = 0°; ver Fig. 8. La fuerza adicional gradientes de corte, permitieron caracterizar las condiciones
que Imita la rapidez media de ascendiospuede provenir de flujo originales ocurridas hace millones d®a [12, 13].
de la presencia de las paredes y por tanto su efecto es el @abe mencionar que algunos de los principales resultados
una friccbn efectiva, adicional a la fuerza de arrastre visco-aqu discutidos se validaran en la SemtilV donde discu-
so. Parax > 60°, la pared fuerza a que la burbuja adquieratimos un conjunto de experimentos simples d&ips para
una forma esbelta, lo que hace que su centro de masa se elg@rebar cualitativamente la bondad dedtmdo nunérico.
muy rapidamente; ver Fig. 3, donde se observa que el radio
del hemisferio superior de la burbuja casi no cambia. Ellag 2.
implica una fuerza de arrastre viscoso casi independiente de
a. De este modo, la burbujaia no tiene el volumen ade- La Fig. 10 muestra algunos perfiles de las burbujas for-
cuado para, por flotagn, vencer a la fuerza adhesiva de lamadas en recipientes cilindros con radios adimensionales
tensbn superficial, que la mantiene unida a la boca del tubd?/a = 5,4 y 3.5 para Ca=10 y Bo=0.2. Como puede ver-
de inyeccbn, y a la fuerza de fricon de la pared. La rapidez se, el volumen final de la burbuja crece al disminRirEn
de ascenso del centro de masa de la burbuja se mantiene ¢&aFig. 11 mostramos el volumenitico adimensional como
si constante durante un poccamde la mitad del tiempo de funcién de R/a. Este volumen es casi constante e igual al
crecimiento (curva con = 80° de la Fig. 7). volumen de una burbuja creciendo en un medio semi infinito,
El cocientel’ = L/d de la alturalL de la burbuja a su sin paredes, cuand®/a > 6.
diametro n@ximod es una medida del grado de deforndeci Para cuantificar el efecto del caudal de gas inyectado
de una burbuja. Con paredesnicas, este cociente es ma- sobre el tam@do maximo de las burbujas, mostramos en la
yor o igual que la unidad (la unidad se alcanza para burbujasig. 12 el volumen adimension&}; en funcon del mime-
formadas a bajos caudales en medios semi infinitos, ya que capilar paraR/a = 3.5 y Bo=0.2. El volumen crece li-
entonces las burbujas son casiégifas). En la Fig. 9 pre- nealmente con elinmero capilar, que es un crecimient@asn
sentamog’ como funcbn dea para los tres pares de valores rapido que el encontrado en un medio semi infinito o en un
Ca=10y Bo=2; Ca=20y Bo=2; y Ca=10y Bo=0.2. Observe-recipiente 6nico. Otra manera en la que hemos cuantificado
se que en todos los casos la deforrbadile la burbuja em- el crecimiento de las burbujas es a #awe la evoluéin de
pieza a ser notoria aproximadamente a partinde 60°,lo0  su centro de masa;,-s, con el tiempo, que se representa

Recipientes cihdricos
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FIGURA 10.Perfiles adimensionales de burbujas formadas en cilindros de diferentes radios. De izquierda a derecha, los radios adimensionales

son:R/a = 5,4y 3.5. Los limeros adimensionales son Ca=10 y Bo=0.2.
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FIGURA 11. Grafica del volumen adimensionalitico de las bur-
bujas en tubos en furm del radio adimensionad/a. La grafica 1

se hizo para Ca=10y Bo=0.2. oO———n4r—+—1r—+—7T"——"—7—" 77—
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400 t (adimensional)
3504 [Bozo2 . FIGURA 13. Grafica de la evoluéin del centro de masacas, en
N 0=0. .y . . .- .
I Ra 35 funciobn del tiempo para burbujas formadas en tubos cilindricos de
300 4 ' radios adimensionale®/a=12, 6, 5,4y 3.5.
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FIGURA 12.Volumen adimensional @ico de burbujas en tubos en §
funcion del rumero capilar, Ca. En este caBga = 3.5y Bo=0.2.
T T 4 T v T
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t (adimensional)

enlaFig. 13 para Ca=10y Bo=0.2. Se observa en dicha figura
que para burbujas creciendo en tubos de radio adimensionglcura 14. Rapidez instafinea de ascenso de burbujas en
R/a < 6, el centro de masa asciende, en apariencia, de form@lindros de radios adimensionalBsa = 12, 6 y 3.5. La grafi-

lineal con el tiempo. ca se hizo para Ca=10y Bo=0.2.
Como ya hicimos en el caso de los recipientésicos,
mostramos en la Fig. 14 la velocidad instarga del centro La rapidez media de ascenso del centro de masay ),

de masaycis, como funcon del tiempo para algunos casos tambin fue calculada para el caso de burbujas formadas den-
representativos. La rapidez de ascenso se mantiene aprokie de tubos cilindricos. En la Fig. 15 presentamos Eigr
madamente constante casi desde el inicio de la fodnate  ca de(vcys) en funcbn del radio adimensional del tubo. La

la burbuja cuandd®/a = 3.5. Como en el caso de los conos grafica muestra que para tubos esbeltos la fuerza dedricci
de pequio angulo, este resultado refleja la existencia de unaobre la burbuja llega a seraxima cerca dek/a ~ 5, ya
intensa fuerza friccional cuyo efecto es hacer que la burbugue alh el movimiento ascencional de la burbuja durante su
ja crezca elevando su centro de masa a velocidad constangtapa de formabn es muy lento. Par&/a < 5 la rapidez
Conforme el radio del tubo se hacé&sgrande, este compor- media de ascenso del centro de masa se acelera. Esto puede
tamiento tiende a ser@s parecido al caso de las burbujas enparecer extri@o a primera vista, porque la friéo debida a la
medios semi infinitos, para las que la fuerza de arrastre visercafia de las burbujas a las paredes aumenta al disminuir
coso limita la rapidez de elevaci del centro de masa de la el radio adimensional del tubo. Sin embargo, hay que tener
burbuja $lo hasta el momento en el que la fuerza de fléaci presente que para valores peijoede este radio las burbujas
se impone, a lo que sigue uapido aumento del tarfia de  tienen mayor volumen y, consecuentemente, mayor fuerza de
la burbuja a lo largo del eje del tubo. flotacion.
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FIGURA 17. Perfiles experimentales de burbujas creciendo en gli-

cerina para sistemas sin boquillanica @ = 0°) y con boquillas

0.20 cona = 60, 65, 70, 60 y 80°. Los dmbolos son del tanfe de
g 2 ; B 3 0 o las barras de error. De acuerdo a los experimentos, en este caso
Ria B0=0.0176 y Ca=50.78.
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FIGURA 18.Grafica de los volumenes en fubaidel tiempo de las
burbujas creciendo en conos en recipientes llenados con glicerina.
| Todas las burbujas fueron formadas con mismo caudal medio de
14 aire, de valodV; /dt = Q = 364.5 mm® /s obtenido por un ajuste

1 por minimos cuadrados.
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FIGURA 16. Grafica del factor de deformaimi I" en funcbn del :-g 1
radio adimensional del tubo dentro del cual crece la burbuja. Los 50 4
calculos fueron hechos para el caso Ca=10y Bo=0.2. 40
30 4
20 1 2
L. . . . 0
El factor de deformaoinI' da una medida cuantitativa de fm
la deformaaddn de las burbujas, como ya vimos en la segci 0.00 28,6 573 86
anterior para recipente$wicos. En la Fig. 16 mostramos la a

forma en la que una burbuja se deforma cada @z ($e alar-  gura 19. Factor de deformadi, T', en funcon dec. Las medi-
ga) a medida que el radio interior del cilindro se hace cadgjones corresponden a las burbujas de la Fig. 17.

vez mas pequio. Es claro que el alargamiento de la burbu-

ja no es proporcional con la reduénidel radio interior sino .

que sigue un comportamientcasicomplejo. 4. Experimentos

En la siguiente sectn discutiremos un conjunto de expe- Para validar los resultados néntos, hemos llevado a cabo
rimentos los cuales validaran tar@bialgunos de los princi- experimentos de generéai de burbujas de aire en glicerina
pales resultados de la forménide burbujas en tubosiitlri-  y en aceite de silian. En primera instancia utilizamos glice-
COS. rina como lquido de trabajo a aproximadamente®Zs Las
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propiedades de la glicerina a esta temperatura son: densidaflistan bien aiheas rectas. Esto muestra que se satisface la
p = 1260 Kg/m?, viscosidadu = 79 x 10~2 Ns/n¥ y ten-  condicibn de crecimiento a caudal constant®; /dt = cte.

sion superficiale = 63 x 1073 N/m. El nivel de llenado de De esta forma determinamos que el caudal de aire inyecta-
los recipientes fue siempre de= 100 mm. Para formar las do en el lquido tiene un valor medio d@ = 364.5 mm?/s
burbujas se inyettaire desde el fondo por medio de un tu- (Q = 364.5x10~? m?/s) en este caso particular. Dicho gasto
bo capilar de 40 cm de longitud,athetro exterior 1.6 mm se mantiene sin y con la presencia de las boquibiascas.

y radio interiora = 0.3 mm. En un trabajo previo, mostra- En los experimentos de la Fig. 18, el tiemppito de
mos que esta configuraci permite generar burbujas a caudal formacibn de una burbuja sobre un fondo plano horizontal
de aire constante [7], que es una de las premisas del trabajQ de| orden décec ~ Vos/Q = 0.46 s, mientras que
numerico. Las configuraciones experimentales de inyecci o, presencia de una parednica este tiempo es general-
y de disposidn de las boquillas son las que se muestran ef,ente mayor, debido a la fricoh que impone la pared. En
las Figs. 1a'y 2, para conos y cilindros, respectivamente.  ,estros experimentos, elimero de Bond es Bo=0.0176 y
El flujo de aire fue generado por una bomba de pecerdy nymero capilar es Ca=50.78, mientras que i@haro de
que proporciona un caudal de aire fijo. Al inyectar el aire alreynolds asociado con la formanide una burbujdpica es
seno deliquido se generan burbujas muy controladas que Vige — (pQ/pa)(Bo/Ca)/* = 0.26. Esto justifica el uso de

deofilmamos durante su proceso de forraacy despegue. |55 ecuaciones de Stokes para la des@iptérica de las
Posteriormente digitalizamos cada video para tener fotos dgrpyjas.

eventos cada 1/30 de segundo. En los experimentos con co-
nos la variadn de« se realib usando conos con diferentes
angulos construidos con acetato, que se@bhbkta lograr la

altura yangulo deseados. Estos conos fueron luego insert L serva que el comportamiento de la curva de aiuste expe
dos alrededor de la aguja de inydngi fijandolos a la salida que €l P . J P
imental es similar a la obtenidattécamente aunque la cur-

del tubo capilar con cuidado de mantenerlos verticales y petf;a experimental revela una mavor defornGmsiie los Casos
fectamente centrados. P Y ooy

Enla Fig. 17 mostramos iagenes de las burbujas Cua‘ndotGOI’ICOS, es decir, la pendiente no permanece constante para

. , P . °, sin r vemente, incl °.
éstas alcanzan sus wohenes dticos para diferentes valores E: g(s)ik;IZ ?ngtjael 3;:;?;2 s(,eeae detz(k?i dacaﬁsgtge;ﬁgl usado
de «. Destaca, en primer lugar, el caso= 0°, que corres- p d

ponde a un fondo plano horizontal, con el que Compararemog,n los experimentos, ya que la entrada de gas hadque |

los casos resultados pasa> 0. La figura muestra tamén oesenla dire_cf)h vertical, provpcando, posiblemente, un
fotos de burbujas con = 60, 65, 70, 75y 80°. No se pre- mayor alargamiento de las burbujas.
sentan burbujas para< 60° ya que no se observan cambios ~ Presentamos a continuéni una secuencia de resulta-
significativos en su tani® o en su forma respecto al caso dos experimentales obtenidos para la fordaceuna $la
o = 0°. Como recordaremos esto ya se habia predicho en Id3urbuja en un cono con = 75° en aceite de silien a
resultados nukricos discutidos en la Sec. 3.1 para el casa?5 °C. Las propiedades del aceite de gticson: densidad
Ca=10y Bo=0.2. p = 971 Kg/m?, viscosidadu = 97.1 x 10~2 Ns/n? y ten-
Cuando las burbujas se forman, su evdac{su creci- sibn superficialo = 21.2 x 10~3 N/m. En la Fig. 20 mostra-
miento a distintos tiempos) puede ser cuantificada, es decil0s un conjunto de iGgenes tomadas a diferentes tiempos
el volumenVj (t) puede ser calculado a distintos instantes dele formacdn de la burbuja. Los tiempos correspondientes a
tiempo. Esto se hizo por medio dedigos nuréricos que de- cada imagen son, de izquierda a derecha, 0 s, 10/30 s,
sarrollamos en lenguaje C++ los cuales analizan cada archi&?/30 s y 30/30 s. Es decir, fijamos el tiempo= 0 pa-
de imagen en formato TIFF (tagged image file format, formafa €l tiempo al cual empieza a crecer una nueva burbuja, el
to de archivo de imagen etiquetada [26]) y localizan el conliempot = 30/30 = 1 s corresponde al tiempo en el que
torno de la burbuja. Una vez obtenido el perfil se calcula ela burbuja esta [@ixima al despegue. En la Fig. 21 damos la
volumen y tamkén es posible estimar la pogici del centro ~ grafica del volumen como fun@n del tiempo para dicha bur-
de masac¢ ), (t) de cada burbuja. Dicho@odo ha probado  buja. Nuevamente vemos que los datos se ajustan anez |
ser muy eficiente en estudios experimentales de fognate  recta cuya pendiente da un caudal de iny&tde aire de
burbujas en agua [7], en donde las burbujas se forman muchd = 138 mm?/s, lo que corresponde a urfimero capilar
mas @pidamente y son muchoas pequias que las burbujas Ca=70.23. Aderas, para aceite de siéio el imero de Bond
caracteisticas de losiuidos muy viscosos utilizados dqu €S Bo=0.04 y consecuentemente el numero de Reynolds en
La medicbn de los valimenes instaaneos permite de- €ste caso es Re 0.126. Notese que adiel caudal es menor
terminar en forma directa si las burbujas que se forman, ydue en el caso de burbujas creciendo en glicerina (Fig. 17) ya
sea en los sistemas libres o en los confinados, crecen a cdike la presin hidrosética,p, = pgh, que tiene que vencer
dal de gas constante. La medicide los valimenes de las & bomba para formar a la burbuja es mayor en el caso de la
burbujas en funéin del tiempo, para diferentémgulose,  dlicerina que en el aceite de sdie (py, ..., = 1.23 kPay
produce la gifica de la Fig. 18, en donde todos los datos s&h.iic.. = 0.95 kPa).

La grafica para el coeficiente de deformiaei’ en fun-
cion «, para los conos mostrados en la Fig. 17 se da en la
A:_ig. 19. Comparando con la predioni tébrica (Fig. 9) se
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A

FIGURA 20.Imagenes instaaheas de una burbuja creciendo en el interior de un coneceerv5°. Usamos aceite de sifio de viscosidad
u=97.1 x 1072 Ns/n?. Los tiempos de cada imagen son, de izquierda a dereeha, 10, 20 y 30 treintavos de segundo.
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11----Q=138 mm%s, Ca=70.23

120

100

FIGURA 21. Evolucion del volumen}y, como funcon del tiem-
po, para la burbuja de la Fig. 20. Edlculo de la pendiente lle-
va a que el caudal en este casaies= 138 mm?/s. Por tanto, el
nimero capilar es Ca=70.23 y dimero de Reynolds toma el valor
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FIGURA 23.Rapidez de ascenso del centro de masa,, en fun-
cion del tiempo para la burbuja de la Fig. 20.

La evolucbn del centro de masa, s, en funcon del
tiempo se presenta en la Fig. 22 mientras que la rapidez de
ascenso del centro de masay,, se da en la Fig. 23. De la
comparadn con las Figs. 6 y 7, notamos que el comporta-
miento diramico es muy similar al que se predice en tales
graficas cuande es grande. Ms espeficamente, en los ex-
perimentos la rapidez de ascenso del centro de masa dismi-
nuye conforme transcurre el tiempo y tiende a un valor casi
constante justo antes del despegue. Lo mismo se observa en la
Fig. 7 paran. = 80°. Esto significa que, en efecto, las paredes
imponen una fuerte fricon sobre la burbuja que disminuye
su crecimiento vertical pero en cambio, debido a la entrada
continua de aire, la burbuja se hace mas grande. Es decir, la
burbuja crece a expensas de la frirti

Para el caso de tubos icitlricos $lo mostramos expe-
rimentos con aceite de sifa y tubos de vidrio de radio
interior R = 3.2 mm, los cuales se colocaron $tricamente
respecto al capilar de inyeéei a una altura respecto a la base
ded = 0.5 mm. El cociente de radios €8/a = 10.66. El
aceite de silion fue preferido sobre la glicerina para los expe-
rimentos en tubos en virtud de que edtama genera muchas
burbujas pequias, las cuales limitan la clara visualizati
de las burbujas grandes. Tarabila bomba de pecera que
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FIGURA 24.Imagenes a diferentes tiempos de una burbuja creciendo en aceite @edditro de un tubo de vidrio de radio adimensional
R/a = 10.33. De izquierda a derecha, lasagenes corresponden a los tiempes 1, 10, 20, 30 y 40 treintavos de segundo.
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FIGURA 27.Rapidez de ascenso del centro de masay, en fun-
cion del tiempo para la burbuja de la Fig. 24.

FIGURA 25.Evolucion del volumen},, como funcon del tiempo,
de la burbuja de la Fig. 24. Eb&culo de la pendiente lleva a que
el caudal en este caso @s= 410.59 mm°/s, lo gue da unimero
capilar Ca=209. 94 y un nimero de Reynolds de Re 0.16.

usamos fue un poco mayor y consecuentemente gamner mismo que en el caso previo donde taémbse uso aceite de
caudal de aire mayor que la empleada en los conos. El préilicon y el timero de Reynolds en este caso fue-Re.16.

ceso de formaéin de la burbuja, bajo estas condiciones, es De las inagenes de la Fig. 24 generamos lafga del
mostrado en la Fig. 24 en una serie dégenes instaaheas Centro de masa;cyy, en funcon del tiempo (Fig. 26). En
donde cada una de ellas fue adquirida al tiempo1/30s, & Fig. 27 mostramos la gfica de la rapidez de ascenso de
10/30's, 20/30 s, 30/30 s y 40/30 s. En la Fig. 25 mostramogicho centro de masac:, en funcbn det. A pesar del va-

la grafica del volumenV;, como funcon del tiempo. En este lor grande del imero capilar ambas gficas muestran un
caso el caudal adquiriel valorQ = 410.59 mm?/s, es decir, comportamiento intermedio al comportamiento de las curvas

el nimero capilar es C289. 94. El nimero de Bond es el teoricas dexcay (t) (Fig. 13) y devcn (t) (Fig. 14), corres-
pondientes &/a = 6y 12, respectivamente, las cuales, co-

30

Tubo R/a=10.66
Ca=210

Xepy (mm}
[
(53]
|

FIGURA 26. Centro de masa;c s, €n funcon del tiempo para la

burbuja de la Fig. 24.

t(s)

mo recordamos, fueron calculadas para Ca=10y Bo=0.2. La
grafica de la Fig. 27 confirma lo que predicen I@calos
para burbujas en tubos de radio relativamente grande como
en el presente experimento: al principio la rapidez de ascen-
so del centro de masa de la burbuja se comporta como en el
caso de los medios semiinfinitos en donde el arrastre visco-
so limita el ascenso vertical del centro de masa, ello lleva a
dicha rapidez de ascenso a uimimmo y despés, cuando la
fuerza de flotacion se impone, la rapidez de ascenso del cen-
tro de masa se incrementa en dos etapas, una apigar y
otra posterior un poco as lenta que la lleva a una rapidez de
ascenso casi constante en donde se equilibran latfnigcia
fuerza de flotadn.

El aspecto cualitativo que sobresale de la companaci
entre los experimentos y la téares que, de manera general,
la dinamica de las burbujas emglidos viscosos conimero
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Bond pequio y nimero de capilar grande genera burbujasbajo tales condiciones: fuerzas de arrastre viscoso, fuerzas de
de gran tam@o, que se deforman mucho, pero que en genetensbn superficial, fuerzas de fridm viscosa originadas por

ral es posible caracterizar mediante las ecuaciones de Stokes paredes y fuerzas de flotaei Los experimentos mues-

y de superficie libre. tran de forma cualitativa que estos resultados son correctos
para rumeros de Reynolds pedies y un amplio rango de
nimeros capilares grandes §meros de Bond peqiies, los
cuales se consiguieron con diferentes caudales de irdyecci

En este trabajo hemos mostradortea y experimentalmente de aire y diferentesduidos viscosos.
gue una inclinadn axilsinetrica del piso donde se encuen- En elambito de las aplicaciones nuestros resultados pue-
tra el tubo de inyecoin de gas se ve reflejado en importantesden ser de utilidad, por ejemplo, en la extracceficiente de
cambios en la di@amica del crecimiento y evolum de bur-  petdleo mediante el gtodo de bombeo netético, ya que la
bujas enfquidos viscosos, es decir, en la forma de las burinyeccion de gas hacia la tujarde producd@n estaimitada
bujas, en el volumen &ximo y en la evoludn de su centro a variaciones peqti@s alrededor de un valor medi@, Es
de masa, entre otros. Los estudios Buicos nos han permi- claro que por ser el pétieo un Iquido viscoso, una simple
tido caracterizar en detalle el efecto que las paredes tienen érroduccdn de una boquilla de forma adecuada puede mo-
la formacbn y crecimiento de las burbujas. Las geonsetr dificar los tamé&os de burbuja y consecuentemente aligerar
conica y ciindrica fueron elegidas porque tienen la virtud deel peso de la columna de aceite mediante la modificade
gue gradualmente uno puede acercar las paredes a la burtia-densidad media de la mezcla gas-aceite. Este simple cam-
ja 'y evaluar 6mo dicho acercamiento afecta el proceso debio en la forma de las boquillas de inye@cipuede tener un
formacbn de las burbujas. efecto draratico en las pdticas de extracéin.

Encontramos a tras de la soluéin nunérica de las ecua- Hasta donde sabemos esta es la primera vez que un estu-
ciones de Stokes y de superficie libre, bajo la premisa de cawalio deéste tipo se realiza para el caso de burbujasgeidos
dal de gas constante, que se pueden inducir fuertes cambivscosos. Un estudio de este tipo, pero con otras formas de
en las formas y volumenesitcos de las burbujas cuando el boquillas, con y sin coflujo, es un trabajo que ahora hemos
nimero capilar es grande y el numero de Bond es gamue iniciado.
(aqu consideramos en el estudio nérco el caso cuando
Ca=10y B0o=0.2 o Ca/Bo=50). Bajo estas condiciones es en-
tonces posible establecer dos resultados generales muy idgradecimientos
portantes: a) En los conos, para> 60° las burbujas crecen
mucho y se deforman sustancialmente respecto a las burbujegs autores agradecemos a Y. Ryazantzev de la UPM la suge-
cag eskricas de los medios semi-infinitos. b) Para las burburencia del estudio de las geonias @nicas. La participadin
jas formadas en cilindros se observa que a menor radio dée A. M. en este trabajo fue financiada por el IPN aé&gav
tubo, mayor volumen dico de las burbujas y tamém ma-  de la SIP, proyecto No. 20082903 y por la COFFA, aésav
yor deformaaddn (se observa un fuerte crecimiento cuandode una beca de investigaoi. Algunos experimentos fueron
R/a < 6). En ambos casos concluimos que este resultado sealizados por los alumnos PIFI: A. Archundia, A. Santana
debe a las complejas distribucionesétiricas de las fuerzas Yy C. Soriano, a ellos los autores ta@biexpresamos nuestro
involucradas en la formain y crecimiento de las burbujas agradecimiento.
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