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Formación de burbujas en ĺıquidos viscosos contenidos en conos y cilindros
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En este trabajo consideramos el problema del crecimiento y despegue de burbujas de gas en recipientes llenados con lı́quidos viscosos y con
paredes muy cercanas al orificio de inyección del gas, de manera que las paredes afectan a la forma y el volumen de máximo crecimiento
de la burbuja. Usando las ecuaciones de Stokes para flujo viscoso lento, tratamos dos casos axilsimétricos de inteŕes: a) el caso donde las
paredes forman un cono vertical invertido, y b) el caso de una pared cilı́ndrica vertical conćentrica con el orificio de inyección. En ambos
casos las ecuaciones de flujo fueron resueltas numéricamente con el ḿetodo de los elementos de contorno, y los resultados se expresaron en
términos de las formas de las burbujas, sus volumenes máximos y otras propiedades de interés para diferentes valores del número de Bond
y del ńumero capilar. Presentamos una comparación cualitativa con las formas de las burbujas experimentales, obtenidas a caudales de gas
constantes, en los sistemas aire-glicerina y aire-aceite de silicón. Dicha comparación permite concluir que las soluciones numéricas describen
muy bien este feńomeno. Nuestros resultados muestran también que la posibilidad de actuar sobre elángulo del cono o el radio del cilindro
proporciona un ḿetodo eficaz de controlar la forma y tamaño de las burbujas generadas.

Descriptores:Formacíon de burbujas; ḿetodo de elemento frontera; flujos de gas y lı́quido.

In this work we consider the problem of growth and detachment of gas bubbles in reservoirs filled with viscous liquids whose walls are very
close to the gas injection orifice, in such a manner that the walls affects the bubble shape and its maximum volume of growing. Using the
Stokes equations for slow viscous flow, we have studied two cases of interest: a) the case where the walls make a vertical inverted cone,
and b) the case of a cylindrical wall concentric to the injection orifice. In both cases the fluid flow equations were solved numerically by
using the Boundary Element Method (BEM), and the results are given in terms of the bubble shapes, their maximum volumes and other
properties of interest for different values of the Bond and Capillary numbers. We present a qualitative comparison with the experimental
bubbles obtained at constant gas flow rates, in the air-gliceryn and air-silicone oil systems. This comparison allows us to conclude that the
numerical solutions describe very well this phenomenon. Our results also show that possibility of change of the cone angle or the cylinder
radius yields an efficient method to control the shape and size of the produced bubbles.

Keywords:Bubble formation; boundary element methods; gas/liquid flows.
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1. Introducción

El proceso de crecimiento y despegue de burbujas por in-
yeccíon de gas dentro de un lı́quido en reposo ha sido muy
estudiado en el caso de lı́quidos con efectos viscosos des-
preciables [1–8]. Los resultados de esta aproximación para
la formacíon de burbujas son de utilidad en industrias como
la metaĺurgica o en reactores quı́micos, donde a menudo se
tienen sistemas que involucran lı́quidos poco viscosos, tales
como metales lı́quidos y soluciones acuosas. En ambos casos
se utilizan las burbujas para cambiar la concentración de es-
pecies, o para limpiar las impurezas, capturándolas por medio
de procesos de adhesión, difusíon, o ambos [2].

En el caso de los lı́quidos muy viscosos, la presencia de
burbujas coḿunmente ocurre, por ejemplo, en procesos con
poĺımeros en su fase lı́quida, en los flujos de lava y, para el
caso de recuperación de petŕoleo, en las tuberı́as de produc-
ción de crudo. Estéultimo caso es el que ḿas nos interesa
y motiva, ya que la t́ecnica de bombeo neumático (inyeccíon
de gas al seno de la tuberı́a) involucra la formacíon y manejo
de burbujas en espacios confinados y con una estrecha po-
sibilidad de cambio del flujo de gas inyectado hacia el acei-
te crudo [9]. A menudo el caudal de gas inyectado es casi
constante. En general, el estudio a nivel fundamental de las
burbujas en lı́quidos viscosos en sistemas semi-infinitos (en
ausencia de paredes) está muy avanzado [10–15], pero el pro-
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ceso de formación y movimiento en sistemas confinados ha
recibido menos atención [16–19].

Todos los ĺıquidos son viscosos en menor o mayor grado.
Esto significa que la aproximación no viscosa deja de lado
aspectos importantes del proceso de formación y movimien-
to de las burbujas, tales como el arrastre viscoso [14] y los
esfuerzos cortantes, sobre todo en la proximidad de las pa-
redes [16, 18, 19]. En muchos trabajos sobre la formación de
burbujas en lı́quidos viscosos se establece que la generación
de burbujas grandes requiere incrementar el valor del núme-
ro capilar Ca (en esencia, el caudal de inyección de gas) y/o
disminuir el ńumero de Bond, Bo (cociente de las fuerzas de
flotación a las de tensión superficial) [14–16]. Hay una corre-
lación entre el volumen ḿaximo adimensional alcanzado por
una burbuja,V0f , y los ńumeros capilar y de Bond, de la for-
maV0f ∼(Ca/Bo)3/4, que es v́alida cuando el cociente Ca/Bo
es grande [14–16].

En este trabajo demostraremos que la forma del recipien-
te que contiene al lı́quido, o equivalentemente, la presencia
de alǵun elemento como una boquilla donde crece la burbu-
ja provoca una deformación sustancial déestas respecto a la
forma esf́erica y afecta al volumen ḿaximo de despegue,V0f .
Hasta donde sabemos,ésta es la primera vez que se presenta
en detalle un mecanismo de crecimiento de burbujas en fun-
ción de un simple cambio en la geometrı́a del contenedor o
de la boquilla de inyección del gas.

Una manera en la que la influencia de las paredes puede
irse intensificando gradualmente es considerar que el lı́quido
se encuentra en un recipiente cuyo fondo inicialmente pla-
no se inclina siḿetricamente respecto al orificio de inyección
del gas. De forma práctica esta inclinación puede correspon-
der a tener un recipiente cónico cuya pared está inclinada un
ánguloα respecto a la horizontal, o bien, que la boquilla de
inyeccíon sea un cono vertical de semiánguloπ/2 − α (ver
Fig. 1).

Una situacíon ĺımite de este caso se da cuandoα = 0◦,
es decir, el caso tı́pico de un medio semi infinito en el que las

paredes del recipiente no están presentes, aunque sı́ el fondo,
que es de donde emerge el gas que forma a la burbuja. Este
último caso est́a bien estudiado y será la referencia con la que
compararemos todos nuestros resultados [14–16].

Otro caso de interés y en el que también se puede apre-
ciar, de manera gradual, la influencia de las paredes sobre el
crecimiento de las burbujas ocurre cuando la burbuja crece
axilsimétricamente dentro de un cilindro de radioR inicial-
mente grande (sistemas semi infinitos) y que se va reduciendo
hasta alcanzar valores pequeños y cercanos al radio del tubo
de inyeccíon a (i.e.,R/a → 1) (ver Fig. 2). En relacíon con
los conos, este caso corresponde formalmente a tener conte-
nedores ćonicos conα = 90◦.

En este trabajo asumimos la presencia de un lı́quido muy
viscoso y que el gas, inyectado a un caudal constanteQ, es no
viscoso. Esto lleva a valores muy bajos del número de Rey-
nolds [14, 15]. Aśı, en el modelado de la formación de las
burbujas utilizaremos las ecuaciones de Stokes, válidas para
flujos de fluidos viscosos y lentos. Las ecuaciones de Sto-
kes y de continuidad se resuelven numéricamente utilizando
el método de los elementos de contorno. Posteriormente, los
campos de velocidades y de presión que resultan de la so-
lución nuḿerica se incorporan a la ecuación de la superficie
libre, llevando a la evolución temporal de la superficie de la
burbuja bajo la presencia de paredes muy cercanas al tubo
de inyeccíon del gas. Los resultados pueden ser expresados
en funcíon del ńumeros capilar, Ca, y el número de Bond,
Bo. El número capilar es una medida de la competencia entre
las fuerzas viscosas, originadas por la entrada de aire al seno
del ĺıquido y las fuerzas de tensión superficial que mantienen
unida a la burbuja a la boca del tubo de inyección de aire.
Por otro lado, el ńumero de Bond es una medida de la in-
tensidad de las fuerzas de flotación respecto a las de tensión
superficial. Al expresar las soluciones en términos de estos
dos paŕametros es posible tener una amplia variedad de con-
diciones f́ısicas bajo las cuales crecen las burbujas. A partir

FIGURA 1. Formacíon de una burbuja en: a) un recipiente en donde el tubo de inyección de aire tiene una boquilla cónica que se inserta eje
simetricamente al tubo de inyección, b) un recipiente ćonico que contiene al lı́quido viscoso. Para todo fin práctico ambas situaciones son
identicas en t́erminos de la fenomenologı́a del crecimiento.
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FIGURA 2. Formacíon de burbujas dentro de cilindros de radioR
y alturaL. El recipiente que contiene al lı́quido viscoso tiene altura
h > L y la base del cilindro está a una alturad sobre la base del
recipiente.

de esto es posible dar una clara idea de cómo las paredes, las
fuerzas viscosas, las fuerzas capilares y las fuerzas de flota-
ción afectan el proceso de crecimiento de una burbuja.

La estructura del artı́culo es como sigue. En la siguien-
te seccíon formulamos el problema en términos de las ecua-
ciones adimensionales para el movimiento del lı́quido y las
condiciones adimensionales de frontera para la evolución de
la superficie libre. En la Sec. 3 presentamos los principales
resultados obtenidos de la solución nuḿerica de este proble-
ma, discutiendo la evolución de la superficie libre durante el
crecimiento de la burbuja a caudal de gas constante, en reci-
pientes ćonicos y ciĺındricos. En la Sec. 4 discutimos algu-
nos experimentos realizados para dar validez a los resultados
numéricos. Finalmente, en la Sec. 5 resumimos las principa-
les conclusiones y limitaciones de este trabajo.

2. Ecuaciones para la formacíon de burbujas
en ĺıquidos viscosos

Formulamos en esta sección las ecuaciones de conservación
de masa y de momento, ası́ como las condiciones de contor-
no en la superficie de la burbuja y en las paredes del cono o
tubo colocados siḿetricamente alrededor del orificio por el
que se inyecta el gas. Consideramos el caso más simple en el
cual se inyecta un gas incompresible, de densidad y viscosi-
dad despreciables, a un caudal constante,Q, en el seno de un
lı́quido incompresible, inicialmente quieto, de densidadρ y
viscosidadµ.

La inyeccíon del gas puede ocurrir a través de un tubo
capilar circular de radio interiora y grosor de paredb′, loca-
lizado en el fondo del recipiente cónico o ciĺındrico. Escri-
bimos la ecuación de la superficie de lai-ésima burbuja en
la formafi(x, t) = 0, confi > 0 en el ĺıquido (ver Figs. 1
y 2). Admitimos que el efecto de la inercia del lı́quido es
despreciable en el movimiento provocado por la entrada del

aire; es decir, que el número de Reynolds, Re= ρQ/µa es
pequẽno [14, 15, 19]. En la Sec. 4 mostramos que esta con-
dición es f́acil de satisfacer experimentalmente para lı́quidos
muy viscosos. Bajo estas condiciones, el flujo inducido en el
lı́quido por el crecimiento de la burbuja desde el orificio de
entrada del gas y por las burbujas que ya despegaron, obede-
ce las ecuaciones de continuidad y de Stokes, cuyas formas
adimensionales son, respectivamente,

∇ · v = 0, (1)

0 = −∇p +∇2v −Bo i, (2)

dondep es la presíon, v es el campo de velocidades,i es
el vector unitario apuntando en la dirección vertical (x es la
coordenada vertical) y Bo es el número de Bond dado por

Bo =
ρga2

σ
, (3)

dondeσ es la tensíon superficial yg es la aceleración de la
gravedad.

En la ecuaciones anteriores y en las subsecuentes hemos
escalado las coordenadas espaciales con el radio interior del
tubo,a, y el tiempo, con el tiempo viscosotv = σ/µa. Las
Ecs. (1) y (2) deben de resolverse con las condiciones de con-
torno

Dfi

Dt
= 0, (4)

−pni + τ ′ · ni = (∇ · ni − pgi)ni. (5)

en las superficies de las burbujas y

v = 0 (6)

en las superficies sólidas adyacentes y en el infinito, ya que
el lı́quido ah́ı no se mueve. Adeḿas, la presíon lejos de la
burbuja debe satisfacer

p + Bo x = cte. (7)

La Ec. (4) establece que la superficie de cada burbuja es
una superficie fluida [20] y la Ec. (5) especifica el balance de
los esfuerzos que actúan sobre la superficie de la burbuja.

La cantidadD/Dt = ∂/∂t + v · ∇ en (4) es la deri-
vada material en los puntos de la superficie de las burbujas;
ni = ∇fi/ |∇fi| es un vector unitario normal a la superfi-
cie fi; τ ′ es el tensor de esfuerzos viscosos, dado por la ley
de Navier-Poisson [20]; ypgi es la presíon adimensional del
gas en lai-ésima burbuja. Esta presión se determina por las
condiciones dińamicas sobre las burbujas y sus volúmenes
despúes de despegar,Vi (con i = 1, 2, 3, . . . ), los cuales no
cambian con el tiempo. Finalmente, asumimos que el caudal
adimensional que forma a la burbuja inicial, de volumenV0

y que est́a creciendo desde el orificio de entrada del gas, es
dV0/dt =Ca= cte; es decir, el caudal adimensional del gas
que forma a la burbuja es exactamente el número capilar, da-
do por

Ca =
µQ

σa2
. (8)
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Recordamos que este parámetro puede entenderse también
como una medida de las fuerzas viscosas respecto a las de
tensíon superficial.

Otro paŕametro que influye en el crecimiento de las bur-
bujas en ĺıquidos viscosos y no viscosos es elángulo de con-
tactoθ [7, 8, 15]. Siθ < 90◦, el volumen ḿaximo de la bur-
buja, previo al despegue, no depende de dicha cantidad, pero
si θ > 90◦ dicho volumen puede incrementarse varias veces
respecto al volumen de las burbujas formadas en sistemas con
buen mojado (θ < 90◦). Por simplicidad, en nuestros cálcu-
los hemos asumido queθ = 45◦; es decir, un buen mojado.

En la siguiente sección resolveremos nuḿericamente el
problema aqúı planteado y demostraremos que el volumen
máximo y la forma de las burbujas son fuertemente depen-
dientes deĺangulo de pared del cono y de los números Ca y
Bo. Algo similar ocurriŕa para las burbujas formadas dentro
de cilindros de radio cercano al del orifio de inyección.

3. Solucíon numérica

Buscamos soluciones axilsimétricas de las Ecs. (1)–(2) con
las condiciones de contorno (4)–(7). Utilizamos el método
de los elementos de contorno (BEM por sus siglas en in-
glés [21–23]), para resolver las Ecs. (1)–(2) y un método de
Runge-Kutta de segundo orden para calcular la evolución de

las superficies libres,fi. Las pruebas realizadas con diferen-
tes ńumeros de nodos mostraron que una interpolación de 120
nodos en la superficie de la burbuja antes de despegar y 60
nodos para las superficies de las burbujas que ya despegaron
proporciona suficiente resolución.

El método de los elementos de contorno usa la lineali-
dad de la ecuación de Stokes para superponer los campos de
flujo generados por fuerzas puntuales distribuidas sobre las
superficies de las burbujas. La distribución es inicialmente
desconocida y se determina imponiendo las condiciones de
contorno sobre los campos de flujos resultantes. Ya que las
incognitas y las condiciones necesarias para resolverlas se lo-
calizan sobre la frontera, la dimensión del problema se reduce
en uno, que es una caracterı́stica distintiva de la formulación
de la integral de frontera. Adeḿas, la accíon de las fuerzas
puntuales se anula en infinito. Una vez que se determina la
velocidad del fluido sobre la superficie de la burbuja, la su-
perficie evoluciona de acuerdo a la condición cineḿatica (4).
De esta manera se determina la superficie de la burbuja, la
cual es otra incognita, y nuevamente se deja que la burbuja
evolucione. Elénfasis de esta formulación sobre el ćalculo
de la superficie libre hace de este método una herramienta
ideal para problemas con fronteras deformables o irregulares,
como el caso aquı́ considerado.

FIGURA 3. Perfiles bidimensionales de las burbujas a su volumen crı́tico (máximo volumen alcanzado por la burbuja antes del despegue)
para distintos valores delánguloα. En este caso las burbujas crecen a caudal constante. Los cálculos fueron hechos para Ca=10 y Bo=0.2.
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3.1. Recipientes ćonicos

Mostraremos en primer lugar que la orientación del fondo
tiene un efecto muy importante sobre el crecimiento de la
burbuja, aunque cualitativamente se aprecia que los cambios
son mayores a partir deα = 60◦. En la Fig. 3 mostramos los
perfiles de las burbujas en el momento del despegue, cuando
alcanzan su ḿaximo volumen,V0f (tambíen llamado volu-
men cŕıtico, volumen ḿaximo o volumen de despegue) para
diferentes valores deα. En dicha figura los valores del núme-
ro capilar y del ńumero de Bond son Ca=10 y Bo=0.2, res-
pectivamente.

En el primer perfil de la Fig. 3 se muestra una burbuja que
crece en un medio semi infinito (α = 0, correspondiente a un
fondo plano horizontal). El resto de los perfiles corresponden
a fondos ćonicos conα = 60, 65, 70, 75 y 80◦. Nótese que
hay un aumento sustancial del volumen crı́tico a medida que
α crece.

En la Fig. 4 mostramos el volumen adimensional crı́ti-
co V0f en funcíon deα, para tres parejas de valores de Ca
y Bo: Ca=10 y Bo=0.2; Ca=10 y Bo=2, Ca=20; y Bo=2. En
todos estos casos las fuerzas viscosas son dominantes sobre
las de tensíon superficial (Ca grande), mientras que la intensi-
dad de la fuerza de flotación es en unos casos grande (Bo=2)
y en otro caso pequeña (Bo=0.2) frente a las fuerzas capila-
res, al menos mientras el tamaño de la burbuja es de orden
a. La curva correspondiente a Bo=0.2 y Ca=10 (Ca/Bo=50)
muestra que las intensas fuerzas capilares producen volúme-
nes cŕıticos y deformaciones grandes comparados con los de
los casos en los que la gravedad domina desde el comienzo
del proceso (Bo> 1). Ya que los cambios ḿas intensos en el
volumen se presentan para Ca=10 y Bo=0.2, muchos de los
resultados que siguen se darán para ese caso.

FIGURA 4. Gráfica adimensional del volumen crı́tico de la burbu-
ja en funcíon α. Se muestran los casos para Ca=10, Bo=0.2(l ı́nea
continua); Ca=10 y Bo=2(guion largo) y Ca=20 y Bo=2(guion
corto).

FIGURA 5. Gráfica log-log del volumen adimensionalV0f/a3 en
función del ńumero capilar, Ca. En este casoα = 60◦, Bo=0.2 y el
mejor ajuste a los datos teóricos lo da la relaciónV0f/a3 ∼Ca0.64.
Se muestra también la curvaV0f/a3 ∼Ca3/4, la cual correspon-
de al crecimiento de burbujas en medios semi infinitos en donde
formalmenteα = 0◦ (– – –).

La Fig. 4 muestra cuantitativamente un resultado muy im-
portante:a números de Bond bajosel volumen cŕıtico de la
burbuja crece continuamente al incrementarse elánguloα. Es
decir, en este caso se tiene una nueva manera de conseguir
una burbuja de un tamãno deseado simplemente cambiando
α adecuadamente, manteniendo el caudal de gas alto pero
constante. De hecho, mediante los mejores ajustes de leyes
de potencia de la formaV0f ∼ αn para el caso Bo=0.2 y
Ca=10 encontramos que, aproximadamente,

V0f ∼ α si 0◦ ≤ α ≤ 45◦,

V0f ∼ α6/5 si 45◦ < α ' 80◦.

Este efecto deα sobre el crecimiento de las burbujas puede
entenderse como debido a una fricción efectiva generada en
las paredes del cono, lo que aprovecha la burbuja para crecer
más. Por el contrario, el volumenV0f sólo crece d́ebilmente
conα cuando Bo> 1, excepto paráangulos muy grandes, pa-
ra los que el crecimiento deV0f es muy intenso. Hasta don-
de sabemos,́esta es una nueva manera de generar burbujas
de tamãno cada vez mayor, bajo el consecuente aumento del
ángulo, sobre todo en el lı́mite Ca/BoÀ 1.

Ya hemos mencionado que estudios previos, tanto experi-
mentales [16] como téoricos [14,15], muestran que para bur-
bujas en medios semi infinitos (o con paredes muy alejadas)
y altos gastos la ley de potencia que correlaciona al volumen
adimensional y al ńumero capilar esV0f ∼Ca3/4. Esta ley se
modifica para el caso de crecimiento en conos. Como ejem-
plo, mostramos en la Fig. 5 el valor deV0f como funcíon de
Ca para un fondo ćonico conα = 60◦ y Bo=0.2. El volumen
final de la burbuja es siempre mayor que en un medio semi
infinito, pero el crecimiento deV0f con el ńumero capilar es
más lento:V0f ∼Ca0.62. Para proṕositos de comparación, se
incluye en la Fig. 5 la ley de crecimiento del volumen de la
burbuja en un medio semi infinito.
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FIGURA 6. Evolución del centro de masa adimensional,xCM , en
función del tiempo adimensional para distintos valores deα. Los
cálculos fueron hechos para Ca=10 y Bo=0.2.

FIGURA 7. Rapidez de ascenso del centro de masa adimensional,
vCM , en funcíon del tiempo adimensional para distintos valores de
α. Los ćalculos fueron hechos para Ca=10 y Bo=0.2.

Otra medida de ćomo las burbujas son influenciadas por
la presencia de las paredes viene dada por la evolución del
centro de masa. En la Fig. 6 mostramos la altura adimen-
sional del centro de masa de la burbuja sobre el orificio de
inyeccíon, xCM , en funcíon del tiempo, para varios valores
de α. Se observa que el centro de masa se eleva cada vez
más conforme eĺanguloα crece. Es decir, a mayor valor de
α la burbuja se alarga ḿas. La rapidez con la que el centro
de masa se eleva viene dada por su velocidad adimensional
vCM = dxCM/dt. La Fig. 7 muestra esta cantidad en fun-
ción del tiempo para treśangulos caracterı́sticos,α = 0, 60 y
80◦. Se aprecia que paraα = 0◦ y 60◦ la velocidadvCM pri-
mero disminuye, alcanza un mı́nimo, y despúes ŕapidamen-
te se incrementa, aunque no recupera su valor inicial. Para
α = 80◦ la velocidad disminuye muy rápidamente y después
toma un valor casi constante hasta el despegue.

FIGURA 8. Promedio temporal adimensional de la rapidez de as-
censo del centro de masa,〈vCM 〉, en funcíon deα. Los ćalculos
fueron hechos para Ca=10 y Bo=0.2.

FIGURA 9. Gráficas del cociente de deformación Γ en funcíon de
α para burbujas que crecen en conos y alcanzan su volumen crı́tico.
Se presentan los casos para tres pares de números: Ca=10 y Bo=2;
Ca=20 y Bo=2; y Ca=10 y Bo=0.2.

El promedio temporal de la velocidad del centro de masa
durante todo el tiempo de formación de la burbuja,

〈vCM 〉 = (1/tcrec)

tcrec∫

0

vCMdt,

tambíen da una idea de cómo la burbuja crece para distin-
tosángulos del cono. En la Fig. 8 mostramos la variación de
〈vCM 〉 conα. Como puede verse, la velocidad media de cre-
cimiento de la burbuja disminuye al aumentarα, alcanza un
mı́nimo cerca deα = 60◦, y tiende a crecer linealmente para
valores mayores deα. Estos resultados sugieren que la pa-
red del cono podrı́a jugar un papel diferente cuandoα < 60◦

que cuandoα > 60◦. Paraα < 60◦ las paredes imponen una
fricción efectiva que domina sobre la flotación. Esto hace que
la burbuja ascienda de modo lento y continue creciendo has-
ta que la fuerza de flotación, que es proporcional al volumen
de la burbuja, vence a la fuerza friccional originada por las
paredes y al arrastre viscoso.

El efecto de śolo la fuerza de arrastre viscoso se refleja
en la curva paraα = 0◦ de la Fig. 7. Si no hay paredes, la
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rapidez de ascenso del centro de masa de la burbuja disminu-
ye debido a que la fuerza de arrastre viscoso es proporcional
al radio medio de la burbuja, que en este caso es casi esféri-
ca [25]. Para una burbuja que crece en presencia de una pared
cónica conα < 60◦, la rapidez media de ascenso es aun me-
nor que en el casoα = 0◦; ver Fig. 8. La fuerza adicional
que ĺımita la rapidez media de ascenso sólo puede provenir
de la presencia de las paredes y por tanto su efecto es el de
una friccíon efectiva, adicional a la fuerza de arrastre visco-
so. Paraα > 60◦, la pared fuerza a que la burbuja adquiera
una forma esbelta, lo que hace que su centro de masa se eleve
muy ŕapidamente; ver Fig. 3, donde se observa que el radio
del hemisferio superior de la burbuja casi no cambia. Ello
implica una fuerza de arrastre viscoso casi independiente de
α. De este modo, la burbuja aún no tiene el volumen ade-
cuado para, por flotación, vencer a la fuerza adhesiva de la
tensíon superficial, que la mantiene unida a la boca del tubo
de inyeccíon, y a la fuerza de fricción de la pared. La rapidez
de ascenso del centro de masa de la burbuja se mantiene ca-
si constante durante un poco más de la mitad del tiempo de
crecimiento (curva conα = 80◦ de la Fig. 7).

El cocienteΓ = L/d de la alturaL de la burbuja a su
diámetro ḿaximod es una medida del grado de deformación
de una burbuja. Con paredes cónicas, este cociente es ma-
yor o igual que la unidad (la unidad se alcanza para burbujas
formadas a bajos caudales en medios semi infinitos, ya que
entonces las burbujas son casi esféricas). En la Fig. 9 pre-
sentamosΓ como funcíon deα para los tres pares de valores
Ca=10 y Bo=2; Ca=20 y Bo=2; y Ca=10 y Bo=0.2. Observe-
se que en todos los casos la deformación de la burbuja em-
pieza a ser notoria aproximadamente a partir deα = 60◦, lo

cual es obvio si se tienen en cuenta los resultados previos so-
bre el volumen ḿaximo. La utilidad de estéultimo resultado
ha sido esplendidamente mostrada en elámbito de la geofı́si-
ca, donde diversos estudios numéricos de la deformación de
burbujas en lı́quidos muy viscosos como el magma, pero bajo
gradientes de corte, permitieron caracterizar las condiciones
de flujo originales ocurridas hace millones de años [12, 13].
Cabe mencionar que algunos de los principales resultados
aqúı discutidos se validaran en la Sección IV donde discu-
timos un conjunto de experimentos simples diseñados para
probar cualitativamente la bondad del método nuḿerico.

3.2. Recipientes ciĺındricos

La Fig. 10 muestra algunos perfiles de las burbujas for-
madas en recipientes cilindros con radios adimensionales
R/a = 5, 4 y 3.5 para Ca=10 y Bo=0.2. Como puede ver-
se, el volumen final de la burbuja crece al disminuirR. En
la Fig. 11 mostramos el volumen crı́tico adimensional como
función deR/a. Este volumen es casi constante e igual al
volumen de una burbuja creciendo en un medio semi infinito,
sin paredes, cuandoR/a > 6.

Para cuantificar el efecto del caudal de gas inyectado
sobre el tamãno máximo de las burbujas, mostramos en la
Fig. 12 el volumen adimensionalV0f en funcíon del ńume-
ro capilar paraR/a = 3.5 y Bo=0.2. El volumen crece li-
nealmente con el ńumero capilar, que es un crecimiento más
rápido que el encontrado en un medio semi infinito o en un
recipiente ćonico. Otra manera en la que hemos cuantificado
el crecimiento de las burbujas es a través de la evolución de
su centro de masa,xCM , con el tiempo, que se representa

FIGURA 10.Perfiles adimensionales de burbujas formadas en cilindros de diferentes radios. De izquierda a derecha, los radios adimensionales
son:R/a = 5, 4 y 3.5. Los ńumeros adimensionales son Ca=10 y Bo=0.2.
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FIGURA 11. Gráfica del volumen adimensional crı́tico de las bur-
bujas en tubos en función del radio adimensionalR/a. La gŕafica
se hizo para Ca=10 y Bo=0.2.

FIGURA 12.Volumen adimensional crı́tico de burbujas en tubos en
función del ńumero capilar, Ca. En este casoR/a = 3.5 y Bo=0.2.

en la Fig. 13 para Ca=10 y Bo=0.2. Se observa en dicha figura
que para burbujas creciendo en tubos de radio adimensional
R/a ≤ 6, el centro de masa asciende, en apariencia, de forma
lineal con el tiempo.

Como ya hicimos en el caso de los recipientes cónicos,
mostramos en la Fig. 14 la velocidad instantánea del centro
de masa,vCM , como funcíon del tiempo para algunos casos
representativos. La rapidez de ascenso se mantiene aproxi-
madamente constante casi desde el inicio de la formación de
la burbuja cuandoR/a = 3.5. Como en el caso de los conos
de pequẽno ángulo, este resultado refleja la existencia de una
intensa fuerza friccional cuyo efecto es hacer que la burbu-
ja crezca elevando su centro de masa a velocidad constante.
Conforme el radio del tubo se hace más grande, este compor-
tamiento tiende a ser ḿas parecido al caso de las burbujas en
medios semi infinitos, para las que la fuerza de arrastre vis-
coso limita la rapidez de elevación del centro de masa de la
burbuja śolo hasta el momento en el que la fuerza de flotación
se impone, a lo que sigue un rápido aumento del tamaño de
la burbuja a lo largo del eje del tubo.

FIGURA 13. Gráfica de la evolución del centro de masa,xCM , en
función del tiempo para burbujas formadas en tubos cilindricos de
radios adimensionales,R/a=12, 6, 5, 4 y 3.5.

FIGURA 14. Rapidez instantánea de ascenso de burbujas en
cilı́ndros de radios adimensionalesR/a = 12, 6 y 3.5. La gŕafi-
ca se hizo para Ca=10 y Bo=0.2.

La rapidez media de ascenso del centro de masa,〈vCM 〉,
tambíen fue calculada para el caso de burbujas formadas den-
tro de tubos cilindricos. En la Fig. 15 presentamos la gráfi-
ca de〈vCM 〉 en funcíon del radio adimensional del tubo. La
gráfica muestra que para tubos esbeltos la fuerza de fricción
sobre la burbuja llega a ser máxima cerca deR/a ∼ 5, ya
que ah́ı el movimiento ascencional de la burbuja durante su
etapa de formación es muy lento. ParaR/a < 5 la rapidez
media de ascenso del centro de masa se acelera. Esto puede
parecer extrãno a primera vista, porque la fricción debida a la
cercańıa de las burbujas a las paredes aumenta al disminuir
el radio adimensional del tubo. Sin embargo, hay que tener
presente que para valores pequeños de este radio las burbujas
tienen mayor volumen y, consecuentemente, mayor fuerza de
flotación.
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FIGURA 15.Rapidez media temporal del ascenso del centro de ma-
sa como funcíon del radio adimensionalR/a.

FIGURA 16. Gráfica del factor de deformación Γ en funcíon del
radio adimensional del tubo dentro del cual crece la burbuja. Los
cálculos fueron hechos para el caso Ca=10 y Bo=0.2.

El factor de deformaciónΓ da una medida cuantitativa de
la deformacíon de las burbujas, como ya vimos en la sección
anterior para recipentes cónicos. En la Fig. 16 mostramos la
forma en la que una burbuja se deforma cada vez más (se alar-
ga) a medida que el radio interior del cilindro se hace cada
vez ḿas pequẽno. Es claro que el alargamiento de la burbu-
ja no es proporcional con la reducción del radio interior sino
que sigue un comportamiento más complejo.

En la siguiente sección discutiremos un conjunto de expe-
rimentos los cuales validaran también algunos de los princi-
pales resultados de la formación de burbujas en tubos cilı́ndri-
cos.

FIGURA 17. Perfiles experimentales de burbujas creciendo en gli-
cerina para sistemas sin boquilla cónica (α = 0◦) y con boquillas
con α = 60, 65, 70, 60 y 80◦. Los śımbolos son del tamãno de
las barras de error. De acuerdo a los experimentos, en este caso
Bo=0.0176 y Ca=50.78.

FIGURA 18.Gráfica de los volumenes en función del tiempo de las
burbujas creciendo en conos en recipientes llenados con glicerina.
Todas las burbujas fueron formadas con mismo caudal medio de
aire, de valordV0/dt = Q = 364.5 mm3/s obtenido por un ajuste
por ḿınimos cuadrados.

FIGURA 19.Factor de deformación,Γ, en funcíon deα. Las medi-
ciones corresponden a las burbujas de la Fig. 17.

4. Experimentos

Para validar los resultados numéricos, hemos llevado a cabo
experimentos de generación de burbujas de aire en glicerina
y en aceite de silićon. En primera instancia utilizamos glice-
rina como ĺıquido de trabajo a aproximadamente 25◦C. Las
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propiedades de la glicerina a esta temperatura son: densidad
ρ = 1260 Kg/m3, viscosidadµ = 79× 10−2 Ns/m2 y ten-
sión superficialσ = 63× 10−3 N/m. El nivel de llenado de
los recipientes fue siempre deh = 100 mm. Para formar las
burbujas se inyectó aire desde el fondo por medio de un tu-
bo capilar de 40 cm de longitud, diámetro exterior 1.6 mm
y radio interiora = 0.3 mm. En un trabajo previo, mostra-
mos que esta configuración permite generar burbujas a caudal
de aire constante [7], que es una de las premisas del trabajo
numérico. Las configuraciones experimentales de inyección
y de disposicíon de las boquillas son las que se muestran en
las Figs. 1a y 2, para conos y cilindros, respectivamente.

El flujo de aire fue generado por una bomba de pecera,
que proporciona un caudal de aire fijo. Al inyectar el aire al
seno del ĺıquido se generan burbujas muy controladas que vi-
deofilmamos durante su proceso de formación y despegue.
Posteriormente digitalizamos cada video para tener fotos de
eventos cada 1/30 de segundo. En los experimentos con co-
nos la variacíon deα se realiźo usando conos con diferentes
ángulos construidos con acetato, que se dobló hasta lograr la
altura yángulo deseados. Estos conos fueron luego inserta-
dos alrededor de la aguja de inyección, fijandolos a la salida
del tubo capilar con cuidado de mantenerlos verticales y per-
fectamente centrados.

En la Fig. 17 mostramos iḿagenes de las burbujas cuando
éstas alcanzan sus volúmenes cŕıticos para diferentes valores
deα. Destaca, en primer lugar, el casoα = 0◦, que corres-
ponde a un fondo plano horizontal, con el que compararemos
los casos resultados paraα > 0. La figura muestra también
fotos de burbujas conα = 60, 65, 70, 75 y 80◦. No se pre-
sentan burbujas paraα < 60◦ ya que no se observan cambios
significativos en su tamaño o en su forma respecto al caso
α = 0◦. Como recordaremos esto ya se habia predicho en los
resultados nuḿericos discutidos en la Sec. 3.1 para el caso
Ca=10 y Bo=0.2.

Cuando las burbujas se forman, su evolución (su creci-
miento a distintos tiempos) puede ser cuantificada, es decir,
el volumenV0(t) puede ser calculado a distintos instantes de
tiempo. Esto se hizo por medio de códigos nuḿericos que de-
sarrollamos en lenguaje C++ los cuales analizan cada archivo
de imagen en formato TIFF (tagged image file format, forma-
to de archivo de imagen etiquetada [26]) y localizan el con-
torno de la burbuja. Una vez obtenido el perfil se calcula el
volumen y tambíen es posible estimar la posición del centro
de masaxCM (t) de cada burbuja. Dicho ḿetodo ha probado
ser muy eficiente en estudios experimentales de formación de
burbujas en agua [7], en donde las burbujas se forman mucho
más ŕapidamente y son mucho más pequẽnas que las burbujas
caracteŕısticas de los lı́quidos muy viscosos utilizados aquı́,

La medicíon de los voĺumenes instantáneos permite de-
terminar en forma directa si las burbujas que se forman, ya
sea en los sistemas libres o en los confinados, crecen a cau-
dal de gas constante. La medición de los voĺumenes de las
burbujas en función del tiempo, para diferentesángulosα,
produce la gŕafica de la Fig. 18, en donde todos los datos se

ajustan bien a lı́neas rectas. Esto muestra que se satisface la
condicíon de crecimiento a caudal constante:dV0/dt = cte.
De esta forma determinamos que el caudal de aire inyecta-
do en el ĺıquido tiene un valor medio deQ = 364.5 mm3/s
(Q = 364.5×10−9 m3/s) en este caso particular. Dicho gasto
se mantiene sin y con la presencia de las boquillas cónicas.

En los experimentos de la Fig. 18, el tiempo tı́pico de
formacíon de una burbuja sobre un fondo plano horizontal
es del orden detcrec ∼ V0f/Q = 0.46 s, mientras que
en presencia de una pared cónica este tiempo es general-
mente mayor, debido a la fricción que impone la pared. En
nuestros experimentos, el número de Bond es Bo=0.0176 y
el número capilar es Ca=50.78, mientras que el número de
Reynolds asociado con la formación de una burbuja tı́pica es
Re = (ρQ/µa)(Bo/Ca)1/4 = 0.26. Esto justifica el uso de
las ecuaciones de Stokes para la descripción téorica de las
burbujas.

La gŕafica para el coeficiente de deformación Γ en fun-
ción α, para los conos mostrados en la Fig. 17 se da en la
Fig. 19. Comparando con la predicción téorica (Fig. 9) se
observa que el comportamiento de la curva de ajuste expe-
rimental es similar a la obtenida teóricamente aunque la cur-
va experimental revela una mayor deformación que los casos
teóricos, es decir, la pendiente no permanece constante para
α < 60◦, sino que crece suavemente, incluso desdeα = 0◦.
Es posible que tal diferencia sea debida al alto caudal usado
en los experimentos, ya que la entrada de gas hacia el lı́qui-
do es en la dirección vertical, provocando, posiblemente, un
mayor alargamiento de las burbujas.

Presentamos a continuación una secuencia de resulta-
dos experimentales obtenidos para la formación deuna śola
burbuja en un cono conα = 75◦ en aceite de silićon a
25 ◦C. Las propiedades del aceite de silicón son: densidad
ρ = 971 Kg/m3, viscosidadµ = 97.1× 10−2 Ns/m2 y ten-
sión superficialσ = 21.2× 10−3 N/m. En la Fig. 20 mostra-
mos un conjunto de iḿagenes tomadas a diferentes tiempos
de formacíon de la burbuja. Los tiempos correspondientes a
cada imagen son, de izquierda a derecha,t = 0 s, 10/30 s,
20/30 s y 30/30 s. Es decir, fijamos el tiempot = 0 pa-
ra el tiempo al cual empieza a crecer una nueva burbuja, el
tiempo t = 30/30 = 1 s corresponde al tiempo en el que
la burbuja esta próxima al despegue. En la Fig. 21 damos la
gráfica del volumen como función del tiempo para dicha bur-
buja. Nuevamente vemos que los datos se ajustan a una lı́nea
recta cuya pendiente da un caudal de inyección de aire de
Q = 138 mm3/s, lo que corresponde a un número capilar
Ca=70.23. Adeḿas, para aceite de silicón el ńumero de Bond
es Bo=0.04 y consecuentemente el numero de Reynolds en
este caso es Re= 0.126. Nótese que aquı́ el caudal es menor
que en el caso de burbujas creciendo en glicerina (Fig. 17) ya
que la presíon hidrost́atica,ph = ρgh, que tiene que vencer
la bomba para formar a la burbuja es mayor en el caso de la
glicerina que en el aceite de silicón (phglicerina

= 1.23 kPa y
phsilicon

= 0.95 kPa).
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FIGURA 20. Imágenes instantáneas de una burbuja creciendo en el interior de un cono conα = 75◦. Usamos aceite de silicón de viscosidad
µ = 97.1× 10−2 Ns/m2. Los tiempos de cada imagen son, de izquierda a derecha,t = 0, 10, 20 y 30 treintavos de segundo.

FIGURA 21. Evolución del volumen,V0, como funcíon del tiem-
po, para la burbuja de la Fig. 20. El cálculo de la pendiente lle-
va a que el caudal en este caso esQ = 138 mm3/s. Por tanto, el
número capilar es Ca=70.23 y el número de Reynolds toma el valor
Re= 0.126.

FIGURA 22. Centro de masa,xCM , en funcíon del tiempo para la
burbuja de la Fig. 20.

FIGURA 23.Rapidez de ascenso del centro de masa,vCM , en fun-
ción del tiempo para la burbuja de la Fig. 20.

La evolucíon del centro de masa,xCM , en funcíon del
tiempo se presenta en la Fig. 22 mientras que la rapidez de
ascenso del centro de masa,vCM , se da en la Fig. 23. De la
comparacíon con las Figs. 6 y 7, notamos que el comporta-
miento dińamico es muy similar al que se predice en tales
gráficas cuandoα es grande. Ḿas espećıficamente, en los ex-
perimentos la rapidez de ascenso del centro de masa dismi-
nuye conforme transcurre el tiempo y tiende a un valor casi
constante justo antes del despegue. Lo mismo se observa en la
Fig. 7 paraα = 80◦. Esto significa que, en efecto, las paredes
imponen una fuerte fricción sobre la burbuja que disminuye
su crecimiento vertical pero en cambio, debido a la entrada
continua de aire, la burbuja se hace mas grande. Es decir, la
burbuja crece a expensas de la fricción.

Para el caso de tubos cilı́ndricos śolo mostramos expe-
rimentos con aceite de silicón y tubos de vidrio de radio
interiorR = 3.2 mm, los cuales se colocaron simétricamente
respecto al capilar de inyección a una altura respecto a la base
de d = 0.5 mm. El cociente de radios esR/a = 10.66. El
aceite de silićon fue preferido sobre la glicerina para los expe-
rimentos en tubos en virtud de que estaúltima genera muchas
burbujas pequẽnas, las cuales limitan la clara visualización
de las burbujas grandes. También la bomba de pecera que
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FIGURA 24. Imágenes a diferentes tiempos de una burbuja creciendo en aceite de silicón dentro de un tubo de vidrio de radio adimensional
R/a = 10.33. De izquierda a derecha, las imágenes corresponden a los tiempost = 1, 10, 20, 30 y 40 treintavos de segundo.

FIGURA 25.Evolución del volumen,V0, como funcíon del tiempo,
de la burbuja de la Fig. 24. El cálculo de la pendiente lleva a que
el caudal en este caso esQ = 410.59 mm3/s, lo que da un ńumero
capilar Ca=209. 94 y un ńumero de Reynolds de Re= 0.16.

usamos fue un poco mayor y consecuentemente generó un
caudal de aire mayor que la empleada en los conos. El pro-
ceso de formación de la burbuja, bajo estas condiciones, es
mostrado en la Fig. 24 en una serie de imágenes instantáneas
donde cada una de ellas fue adquirida al tiempot = 1/30 s,
10/30 s, 20/30 s, 30/30 s y 40/30 s. En la Fig. 25 mostramos
la gŕafica del volumen,V0, como funcíon del tiempo. En este
caso el caudal adquirió el valorQ = 410.59 mm3/s, es decir,
el número capilar es Ca=209. 94. El número de Bond es el

FIGURA 26. Centro de masa,xCM , en funcíon del tiempo para la
burbuja de la Fig. 24.

FIGURA 27.Rapidez de ascenso del centro de masa,vCM , en fun-
ción del tiempo para la burbuja de la Fig. 24.

mismo que en el caso previo donde también se uso aceite de
silicón y el ńumero de Reynolds en este caso fue Re= 0.16.

De las iḿagenes de la Fig. 24 generamos la gráfica del
centro de masa,xCM , en funcíon del tiempo (Fig. 26). En
la Fig. 27 mostramos la gráfica de la rapidez de ascenso de
dicho centro de masa,vCM , en funcíon det. A pesar del va-
lor grande del ńumero capilar ambas gráficas muestran un
comportamiento intermedio al comportamiento de las curvas
teóricas dexCM (t) (Fig. 13) y devCM (t) (Fig. 14), corres-
pondientes aR/a = 6 y 12, respectivamente, las cuales, co-
mo recordamos, fueron calculadas para Ca=10 y Bo=0.2. La
gráfica de la Fig. 27 confirma lo que predicen los cálculos
para burbujas en tubos de radio relativamente grande como
en el presente experimento: al principio la rapidez de ascen-
so del centro de masa de la burbuja se comporta como en el
caso de los medios semiinfinitos en donde el arrastre visco-
so limita el ascenso vertical del centro de masa, ello lleva a
dicha rapidez de ascenso a un mı́nimo y despúes, cuando la
fuerza de flotacion se impone, la rapidez de ascenso del cen-
tro de masa se incrementa en dos etapas, una muy rápida y
otra posterior un poco ḿas lenta que la lleva a una rapidez de
ascenso casi constante en donde se equilibran la fricción y la
fuerza de flotacíon.

El aspecto cualitativo que sobresale de la comparación
entre los experimentos y la teorı́a es que, de manera general,
la dinámica de las burbujas en lı́quidos viscosos con número
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Bond pequẽno y ńumero de capilar grande genera burbujas
de gran tamãno, que se deforman mucho, pero que en gene-
ral es posible caracterizar mediante las ecuaciones de Stokes
y de superficie libre.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado teórica y experimentalmente
que una inclinacíon axilsiḿetrica del piso donde se encuen-
tra el tubo de inyección de gas se ve reflejado en importantes
cambios en la dińamica del crecimiento y evolución de bur-
bujas en ĺıquidos viscosos, es decir, en la forma de las bur-
bujas, en el volumen ḿaximo y en la evolucíon de su centro
de masa, entre otros. Los estudios numéricos nos han permi-
tido caracterizar en detalle el efecto que las paredes tienen en
la formacíon y crecimiento de las burbujas. Las geometrı́as
cónica y ciĺındrica fueron elegidas porque tienen la virtud de
que gradualmente uno puede acercar las paredes a la burbu-
ja y evaluar ćomo dicho acercamiento afecta el proceso de
formacíon de las burbujas.

Encontramos a través de la solución nuḿerica de las ecua-
ciones de Stokes y de superficie libre, bajo la premisa de cau-
dal de gas constante, que se pueden inducir fuertes cambios
en las formas y volumenes crı́ticos de las burbujas cuando el
número capilar es grande y el numero de Bond es pequeño
(aqúı consideramos en el estudio numérico el caso cuando
Ca=10 y Bo=0.2 o Ca/Bo=50). Bajo estas condiciones es en-
tonces posible establecer dos resultados generales muy im-
portantes: a) En los conos, paraα > 60◦ las burbujas crecen
mucho y se deforman sustancialmente respecto a las burbujas
caśı esf́ericas de los medios semi-infinitos. b) Para las burbu-
jas formadas en cilindros se observa que a menor radio de
tubo, mayor volumen crı́tico de las burbujas y también ma-
yor deformacíon (se observa un fuerte crecimiento cuando
R/a ≤ 6). En ambos casos concluimos que este resultado se
debe a las complejas distribuciones dinámicas de las fuerzas
involucradas en la formación y crecimiento de las burbujas

bajo tales condiciones: fuerzas de arrastre viscoso, fuerzas de
tensíon superficial, fuerzas de fricción viscosa originadas por
las paredes y fuerzas de flotación. Los experimentos mues-
tran de forma cualitativa que estos resultados son correctos
para ńumeros de Reynolds pequeños y un amplio rango de
números capilares grandes y números de Bond pequeños, los
cuales se consiguieron con diferentes caudales de inyección
de aire y diferentes lı́quidos viscosos.

En elámbito de las aplicaciones nuestros resultados pue-
den ser de utilidad, por ejemplo, en la extracción eficiente de
petŕoleo mediante el ḿetodo de bombeo neumático, ya que la
inyeccíon de gas hacia la tuberı́a de produccíon esta ĺımitada
a variaciones pequeñas alrededor de un valor medio,Q. Es
claro que por ser el petróleo un ĺıquido viscoso, una simple
introduccíon de una boquilla de forma adecuada puede mo-
dificar los tamãnos de burbuja y consecuentemente aligerar
el peso de la columna de aceite mediante la modificación de
la densidad media de la mezcla gas-aceite. Este simple cam-
bio en la forma de las boquillas de inyección puede tener un
efecto draḿatico en las polı́ticas de extracción.

Hasta donde sabemos esta es la primera vez que un estu-
dio deéste tipo se realiza para el caso de burbujas en lı́quidos
viscosos. Un estudio de este tipo, pero con otras formas de
boquillas, con y sin coflujo, es un trabajo que ahora hemos
iniciado.
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