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La celda unitaria de un cristal de grafito se analiza usando el prindgicdde oscilador arbmico. Para este propito, consideramos a los
atomos que conforman la celda unitaria hexagonal unidos por pegjuesortes. Se establece la ecdracie movimiento de dicha celda para
obtener la frecuencia normal de vibrawidel sistemav() en €rminos del vector de ond&)(y la distancia interémica. Con estos datos se
generan las zonas de Brillouin y se determinan los puntos silla en los contornos da,energon caracfsticos de un sistema pédico.

Por medio de un modelo simple, las zonas de Brillouin y los patrones de los contornos de saéan reproducido para una hoja de grafito
sin perder generalidades o propiedades del cristal. E&fesiarfue llevado a cabo de una manera simple y con alto grado de eficiencia en
comparadn con otras tedas nas elaboradas.

Descriptores: Zonas de Brillouin; puntos silla; grafito; contornos de efergelda hexagonal.

The unit cell of a graphite crystal is analyzed by using the basic principle of the harmonic oscillator. For this purpose, we consider the atoms
that conform the hexagonal unit cell, connected by small springs. The equation of motion of such cell is established in order to obtain the
vibration natural frequency of the system)(in terms of the wave vectok) and the interatomic distance. With these data the Brillouin

zones are generated and the seat points in the energy contours, which are a characteristic of a periodic system, are determined. By means
of a simple model, the Brillouin zones and the patterns of the energy contours have been reproduced for a graphite sheet, without losing
generalities or crystal properties. This analysis was carried out in a simple way with high grade of efficiency in comparison with other more
elaborated theories.

Keywords: Brillouin zones; seat points; graphite; energy contours; hexagonal cell.
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1. Introduccibn mita la simuladdn de nuevos materiales y prediga los resul-
tados que se obtienen mediante la experimebite(di], tal es

La constante bisqueda por la obteran de nuevos materia- el caso del desarrollo de la n#eica céantica, la cual expli-
les que hagan &s eficientes los dispositivos eldsticos y  ca detalladamente las propiedadesichs a nivel d@mico y,
optoelectonicos para aplicaciones inmediatas, ha iniciado ebn consecuencia, muchos fenenos del estad@bdo que se
desarrollo de sofisticadoséatodos de producgn de peicu-  utilizan para la explicaéin y predicadn de las propiedades
las delgadas y ultradelgadas de alta pureza y calidad cristalife varios materiales [5]. En este sentido, la&alos tradi-
na con estructuras bien definidas en tamg geometa [1].  cionales y muy puntuales tienden a ser sustituidos por otros
Los métodos de procesamiento a escala submiomisa han  menos empicos y de mayor alcance como lo son I@sou-
conducido al desarrollo de estructuras cuyas dimensionggs ab-initio de dichas propiedades [1].
estn en el rango de nékimas a é@cimas de un miéme-
tro, i.e. dimensiones nanogtricas (Lnm=10°m) [2]. Estas El arreglo cristalino que presentan las nanoestructuras
nanoestructuras han dado lugar al descubrimiento de nueveen completamente regulares, por ejemplo, los nanotubos de
fendomenos en laisica y a la producoin de dispositivos cuyas carbono, los cuales pueden considerarse camunas de
propiedades eah enteramente dominadas por losierenos  grafito enrolladas en forma de tubos, o los fullerenos, en don-
que describe la ménica c@ntica. Esto es debido a que los de losatomos de carbono se ordenan formanddbexos y
portadores de carga (electrones y huecos) se encuentran cgenfigonos en una estructura tridimensional cerrada [6]. El
finados en regiones que son del mismo orden que la e&tensi grafito es un semimetal con estructura laminar, su estructura
de su funadn de onda [3]. Las propiedades elécicasopti-  cristalina est conformada poatomos de carbono, los cua-
cas, ekctricas, maggticas, etc., adquieren gran importanciales forman Aminas paralelas una encima de la otra. En una
porque son afectadas de forma sustancial por las variacidamina o capa, cadatomo de carbono esenlazado a otros
nes que pueden sufrir en su microestructura ocacionadas pwes con urangulo de 129, formando he&igonos cuyos lados
efectos canticos y termodiamicos [4]. miden 1.42. La distancia entre lasiminas es de 3.2§ lo

El estudio de propiedades caragiéicas de materia- que indica que@o hay interaccionesabiles entre ellas. Por
les nanoestructurados y su explié@acifundamentada en las ello es que las capas se pueden desl&ezithente entreisde
teofias y leyesisicas es unfpico de mucho inté&s actual, aqu que una de las propiedades que muestra el grafito es el
basicamente porque las investigaciones en asta estn  ser untuoso al tacto y un buen lubricante. Lasihas suelen
orientadas hacia lalisqueda de un modelo universal que per-estar acomodadas de dos formas: una estructura con forma
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hexagonal, donde lostomos del carbono ést a la misma entreatomos en unaaimina es de 1.432y entre placas de
altura en dos capas alternadas, o en una estructura de for®&A (estructura con forma hexagonal) [14].

rombcedrica, cada treinas [7]. El movimiento vibratorio dentro de un cristal ha sido es-
A pesar de que la estructura del grafito ha sido estudiadgdiado por el estadodtido para materiales con estructura
intensivamente, algunoéicos relacionados con la interac- cristalina @ibica simple como el Siy Ge; en donde se consi-
cion entre capas y su efecto en las propiedades éfécé's  dera como primera aproximaci que losatomos se encuen-
constituyen &n materia de discusn [8]. Estasiltimas han  tran ligados mediante osciladores @mitos a fuerzas restric-
sido analizadas por medio de modelos parametrizados cQfyas que obedecen la ley de Hooke, los cuafés pueden
Simplificaciones taricas que limitan la validez de los resul- vibrar alrededor de sus posiciones de equ”ibrio_ Adsree
tados. El primero en describirlo utilizando la aproxin@ci sabe que la respuestasiica del cristal es una furdci lineal
tight-bindingfue Wallace en 1947 [9], considerando la inte- de |as fuerzas, lo cual es equivalente a lsbtepis de que la
raccion de los orbitalep. a vecinos ras cercanos descui- enerda ehstica es una fungh cuadatica del desplazamien-
dando la superposian entre las funciones de onda de losto relativo de dos puntos cualesquiera del cristal. Las fuerzas
diferentesatomos; Saitet al.[10] realizaron otra aproxima- entre losatomos circunvecinos son las de la ley de Hooke.
cion, en la cual consideraron el solapamiento entre las funse supone tamén, que ladinicas interacciones de fuerzas
ciones base incluyendo las interaciones entre los veciass msignificativas, son las que se ejercen directamente entre los
cercanos dentro de unanhina. Esta misma aproximacise  atomos nas cercanos. Aplicando las ideas mencionadas an-
ha aplicado a nanotubos de carbono [11], tal y como lo hiz@eriormente, se determina la expiEsie la ecuaéin de mo-
Reich haciendo la consideraai hasta terceros vecinos pa- vimiento para losatomos que conforman la celda hexagona|
ra investigar la dispersh de las bandas eleotricas de 10s  de un cristal de grafito, la fuerza neta queiactobre ehim-
orbitalest y 7+ [12]. A diferencia de los trabajos descritos gsimoatomo se puede expresar @mninos de la extensn

anteriormente, aqse propone un modelo simple como lo esde dos resortes que lo unen a étrsmos adyacentes. Ada
el oscilador arranico para obtener hasta la segunda zona d@yerzaF,,,,, toma la siguiente forma:

Brillouin y los contornos de eneig de una celda hexagonal
para unadmina y posteriormente la de un cristal de grafito,
en donde se considera que Ei®mos esin unidos mediante Foim=0 |:(un,l+1,m — Wpim) + (un+§,l+%,nz - “ml»m)
resortes ideales.

Es bien sabido que algunas de las caréstieas funda- <un+§,17%,m - unvl,m) = (Wntm = Wni—1,m)
mentales de un cristal, adésde la®pticas y de transporte,
son las vibracionales y @ticas. Y precisamente en este tra- — (unyl-,m - unfg,l,%,m) - (un,z,m - un,g,z%,m)}
bajo obtenemos resultados que tienen que ver con este tipo
de caracteristicas, en particular se obtienen las zonas de Brit ¢
llouin, las cuales nos representan el intervalo adecuado donde
se presenta la dinmica del electim con las eneigs acepta-  donde Wy im, Unit1,m: W,y (y3/2)141/2,mr - TEPresen-
bles del sistema. A partir de ellas es posible determinar lotan el desplazamiento real de laglm, n(l + 1)m,
puntos silla y por ende @jap del material. La eneig del  (n + v/3/2)(I + 1/2)m,...simoatomos, respectivamente,
gapentre las bandas de valencia y de condutsion de im-  desde su posioh de equilibrio (en los &rtices del hexgo-
portancia fundamental en las propiedades dealids ya  Nno), 5 es la constante de restitooi del resorte en el plano
que algin cambio en egapaltera significativamente las pro- XY y a en direcobn del ejeZ, y expresan la proporcionali-
piedadesisicas y gimicas del material. Esto ocurre cuando dad existente entre la fuerza requerida para producir un des-
el tamdio de un 6lido es reducido a escala nanetmca [13].  plazamiento @mico y el desplazamiento propiamente dicho;
Por ello es importante entender la @inica del electin den- s decir, la constante de la fuerza eréitemos correspon-
tro de una nanoestructura. dientes a vecinos as pbximos y sea diferente en el caso de

ondas longitudinales y transversales.

) L . . Se proponen soluciones de forma que todos los despla-
2. AprOXImaCIOH mediante un oscilador  zamientos tengan la dependencia temporal y frecuencia
armonico Entonces, la solubn perbdica tiene la siguiente forma:

[(un,l,erl - un,l,m) - (un,l,mfl - un,l,m)] 3 (1)

En esta secon se muestra el modeloteéco utilizado para
obtener la frecuencia natural de vibi@eide una onda asti-
ca en funddn del vector de ond&) y de la constante de res-
titucion del resorte por las vibracionegsiicas en un cristal La ecuaddn de onda, para cadaomo dentro de la celda es

de grafito. La celda unitaria utilizada a temperatura ambiente

Uy 1m = Aexp[—i(2kyna + 2kyla + 2k.mec — wt)]. (2)

es tal que nos forma un hiagono, el origen del eje de coorde- W 141,m = Aexp[—i(2kzna + 2k, (I + 1)a
nadas se encuentra en el centr@dt y losatomos i&nticos
de masa se encuentran en las aristas del mismo, la distacia +2k.me — wi)]
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De acuerdo con la segunda ley de Newton, esta fuerza

V3 puede expresarse como el producto de la nidsdel nim-
Wy 51, = AP | —i(2k: (n+ == | a ésimoatomo por su acelerawi, i.e.,
2olts.
1 d2un,l,m 2
+ 2k, <l + 2) a+ 2k.me — wt)} etc, (3) Foim = — 57— = —Mwun m. 4

dondek,, k,, k. son las componentes del vector de onda a ldgualando (1) y (4) y sustituyendo (2) y (3) en la ecéaci
largo del ejeX, Y, Z, respectivamente. resultante, se obtiene la forma de la frecuencia natural de vi-
| bracbn del sistema:

2 2
= \/1\5@ — cos 2ak, — 2 cos V/3ak, cos ak,) — Ma(cos 2ck, —1). (5)

El limite de la primera zona de Brillouin se presenta en
k = =£n/a, entonces, es necesario utilizar tanto valore
positivos como negativos dé&)(para obtener las zonas de
Brillouin, debido a que las ondas pueden propagarse hacia
derecha o hacia la izquierda.

energticos para la primer zona se repite en la segunda zona,
),€N zonas que emt mas alk deésta. En este intervalo se pue-

de entender que un movimiento vibratorio se presenta como
ciertos desplazamientos posibles alrededor de las posiciones
de equilibrio de cada punto reticular de la red. Sin embargo,
cabe aclarar que el mismo desplazamientatdenos que hay

en esta zona, se localiza para un valokdeayor.

Conformek =— w/a , A — 27 mediante la reladin
k = 27/, en este caso la fase de vibi@eide losatomos
adyacentes difieren enradianes y la naturaleza del movi-
miento es sencillamente una onda estacionaria. Con el finde | 5 Fig. 1 corresponde a la primera zona de Brillouin de
identificar los puntos silla en las zonas de Brillouin, se procei celda de unaaimina. en la cual la frecuenciaaxima na-
dio a evaluar la reladh de dispersin en erminos dek y w.  tyral de vibradbn obtenida es de 0.78 MHz y lainima de
El dominio para el vector de onda es el intervalo/a hasta  0,02MHz. Se observa tanii la evoluddn dew respecto de
+m/a para la primera zona y para la segunda zona tenemqgque corresponde al comportamientodtitico del sistema,
gue la misma relabn de dispergin se evala para valore_s del segin el cual, para ir de unmimo a otro, es necesario pasar
vector de onda que se encuentran contenidos en el mterva&r un néximo relativo, y para ir de un &ximo a otro es in-
de—27/a hastat+2r/a. dispensable pasar por urimimo relativo. Teniendo un poco
de cuidado se puede denotar que é@ximo relativo corres-

3. Zonas de Brillouin en una Bmina de grafito ponde o coincide con elimimo relativo, por lo cual tenemos
un punto de infleXdn o punto silla sobre dicha superficie.

Una vez obtenida la forma de la ecuatide la frecuencia,

se analiza el comportamiento que presenta, primero para una
celda de unadmina y posteriormente del cristal de grafito.
Sin importar hacia donde se propague la onda en el cristal, le

: Punto silla
frecuencia es una cantidad esencialmente positiva. Al habe X0 //.Maxwmode'recuencwa
considerado soluciones de la forma (2) y (3) para relacionar___ 2 ' ‘

w conk mediante (5), se obtiene la relanide dispersin. 2l 4

El arreglo de las posicioneséaicas utilizado permite
proponer una soludh de tipo sinusoidal de cualquier longi-
tud de onda para la ecuécide movimiento. Para graficar las
curvas de enefg de la primera zona de Brillouin se proce- a
di6 a evaluar la reladn de disperséin en el intervalo de-w/a ,
hastat/a, tal y como se ha mencionado en la séocinte-
rior. Por otro lado, la segunda zona de Brillouin es obtenida i~
mediante una traslami de27/a sobre los ejes. Esto es debi-
do a que el sistema es padico e infinito (no consideramos
efectos de borde). Por lo anterior, podemos mencionar que
para realizar una interpretéci de los niveles de endegen
la segunda zona de Brillouin, es suficiente con considerar etgura 1. Relacbn de dispergin correspondiente a larnina de
conjunto de valores de que describen a las vibraciones en grafito (primera zona de Brillouin). Los valores de la frecuencia
la primera zona de Brillouin, ya que el patrde los niveles es&n normalizados al valor aximo.

Minimo de frecuecia
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Minimo de frecuencia

T Klua) A FIGURA 4. Relacbn de disper@n correspondiente a un cristal de
grafito, utilizando la Ec. (5), en donde se ha incluido la contribu-
cibn dek; graficanddk, y k, contraw, los valores de la frecuencia
esfin normalizados al valor @aximo.

FIGURA 2. Contornos de enefrg constante correspondientes a la
primera zona de Brillouin, para unanhina de grafito, sobre el pla-
no kzky.

La forma de la primera zona de Brillouin es un agg-
no que se muestra en la Fig. 2, en donde los contornos de¢
enerda presentan una forma de estrella de seis picos, enle  *
cual, los \ertices internos dan forma al legono, cuyos la- af
dos se encuentran a una distancia perpendiculay 2te del
centro [9], conforme se va acercando al cegste sufre una
deformacdn hasta llegar a unas circunferencias @igcas
para los rangos de enéagrinimos. Los naximos se encuen-  kuajor
tran en los picos de la estrella. Al pasar de laximo a otro
nos encontramos con los puntos silla quéesn el rango de
frecuencia de 0.74 MHz. Finalmente, mencionamos que una
consecuencia inmediata de trabajar con un sistemadieoi 3
y homogeneo, es que el pain de los contornos de engg
mostrado para la primera zona de Brillouin (Fig.2), se repite :
para la segunda zona yiasicesivamente, ver Fig. 3. Lo que I R B R R P
nos permite observar que mediante traslaciones del vector de
onda (para valores distintos #@ fuera del intervalo de la FIGURA 5. Contornos de eneig constante correspondientes a la

primera zona se tienen mismos valores para la frecuencia segunda zona de Brillouin, para un cristal de grafito, sobre el plano
koky.

Maximo de frecuecia

Ak 2 = de

IS

.4 Méximo de frecuencia

4. Zonas de Brillouin en un cristal de grafito

B La Fig. 4 muestra la contribuimn de la componente del vector
. =/ = = = — Furto de ondak. en la ecuadin de la frecuencia, el valoramimo

) i \ de la frecuencia es de 0.82 MHz. y elmmo de 0.032 MHz,
por lo que al compararla con la Fig. 1 observamos que el
comportamiento es el mismo ¥le los valores en donde se
presentan los &ximos y minimos han cambiado. Los puntos
silla se encuentran alrededor de 0.78 MHz. El graie los
contornos de enelg, en el caso del cristal de grafito, es igual
. 2 N : al de unadmina, como se muestra en la Fig. 5, sin embargo,
s e los contornos se hacenasianchos por haber considerado la
“a o Klual Ty contribucbn a lo largo del ej&Z.

FIGURA 3. Contornos de enefg constante correspondientes ala  El €lection, considerado como una onda, se difracta in-

segunda zona de Brillouin, para urarlina de grafito, sobre el pla- ternamente en la red, siempre que su vector de cantidad de
no k. k. movimiento toque la frontera. Los puntos del espacgue
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quedan ras alk de los imites de estas fronteras correspon-enerdga para unadmina de grafito sin perder generalidades
den alos que esh fuera de la banda de eniergas baja, per- ni propiedades del cristal. Parte de estos resultados han sido
teneciendo a otras bandas que se originan en estalos at mostrados en trabajos anteriores, pero donde se ha empleado
cos de eneiig mas alta que el estado base. Lisites de las  una metodolota mas elaborada, como por ejemplo, median-
regiones del espacioocupadas por las bandasisnaltas, se te la aproximadn tight binding Ademas se han podido lo-
determinan mediante la orientanide las fronteras a lo largo calizar las posiciones de los puntos silla carastiens de un

de las cuales se pueden producir reflexiones de Bragg de aistema cristalino, de igual forma, losaximos y minimos de

den més alto(n > 1). Siempre existe un véede energaen-  la superficie de energ. Podemos mencionar que mediante la
tre las bandas (discontinuidad), por ejemplo, cuando se cruzproximacbn que usamos en este trabajo es posible reprodu-
el borde de la re@n encerrada por lafneask,, = +n/ay  cirlos datos calculados para un nanotubo de carbono zig-zag,
k, = +m/a, limites de la primera zona de Brillouin. Debe que es un trabajo que planteamos desarrollar en un futuro cer-
ocurrir una discontinuidad de eng&xg un punto silla acom- cano.

paiada de una refle@n interna de Bragg en logites de

la primera zona (Fig. 4), la discontinuidad es consecuencia

de la simefia de la red e independiente de la aproxiraaci L

considerada. El interior de la régi contiene la totalidad de Agradecimientos
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